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Al incorporar este texto de Algebra a 
la colección Nuevo límite, se piensa 
de un modo inmediato en ofrecer un 
servicio efectivo a dos tipos de lec- 
tores de modo particular. Por una 
parte a los estudiantes que inician su 
actividad científica profesional en los 
cursos selectivos de Universidad y 
Escuelas Técnicas Superiores, y por 
otra a los técnicos y científicos que, 
con una formación matemática tradi- 
cional, posiblemente suficiente en el 
ejercicio de su técnica profesional, 
sienten la necesidad intelectual de 
informarse, con alguna extensión y 
profundidad, pero sin complicaciones 
evitables, de cómo su matemática de 
siempre viene a encajarse en el marco 
de la ¿nueva? matemática estructural 
que hoy se enseña. 


El texto de Michel Queysanne satis- 
face este propósito, desarrollando 
extensamente en su Prefacio, no sólo 
una sinopsis del contenido del texto, 
sino también una manifestación de su 
ideario didáctico. No es, pues, nece- 
sario ampliar estos puntos, aunque es 
satisfactorio comprobar que la preo- 
cupación didáctica se manifiesta tam- 
bién más allá de los textos elemen- 
tales, que es el nivel donde algunos 
parecen creer tenga el límite. 


DE LA PRESENTACION 


Algebra 
Básica 


LOSA LIBROS 
Colonia 1551 / 53 
Cal/Fax: 401 - 2905 - 401 - 8587 
http: // www.losa.com.uy 
libros E losa.com.uy 
Montevideo - Uruguay 


Colección dirigida por R. Rodríguez Vidal 
Catedrático de lo Universidad de Zaragoza 


manuales vicens—vives 


MICHEL QUEYSANNE 


Maitre-assistant de la Facultad 
de Ciencias de París 


MAlgebra 
Básica 


Traducción de 


JOSE LUIS VIVIENTE 


Catedrático de la Facultad 
de Ciencias de Zaragoza 


Primera edición 


editorial vicens—vives 


Segunda edición, 1979 
Primera reimpresión, 1985 
Segunda reimpresión, 1990 


Depósito Legal: B.38.756-1990 
ISBN: 84-316-1789-6 
NY de Orden V.V.: F-009 


Título original: 
ALGEBRE 


O LIBRAIRIE ARMAND COLIN 

O MICHEL QUEYSANE 

0 EDICIONES VICENS-VIVES, S.A. 
Sobre la presente edición 


Obra protegida por la LEY 22/1987 de 11 de noviembre de Propiedad Intelectual. Los 
infractores de los derechos reconocidos a favor del titular o beneficiarios del O podrán ser 
demandados de acuerdo con los artículos 123 a 126 de dicha Ley y podrán ser sancionados con 
las penas señaladas en la Ley Orgánica 6/1987 por la que se modifica el anículo 534 del Código 
Penal. Prohibida la reproducción total o parcial por cualquier medio, incluidos los sistemas 
electrónicos de almacenaje de reproducción así como el tratamiento informático. Reserrvado 
favor del Editor el derecho de préstamo público, alquiler o cualquier otra forma de cesión de 
uso de este ejemplar. 


IMPRESO EN ESPAÑA 
PRINTED IN SPAIN 


Editado por Ediciones VICENS-VIVES, S.A. Avda. de Sarriá, 130. 08017 Barcelona. 
Impreso por DUPLEX, S.A. Ciudad de la Asunción, 26 int. D. Polígono Industrial del Besós. 
E-08030 Barcelona. 


PRESENTACION DE LA VERSION ESPAÑOLA 


Al incorporar este texto de Aigebra a la colección Nuevo Límite se piensa 
de un modo inmediato en ofrecer un servicio efectivo a dos tipos de lectores de 
modo particular. Por una parte, a los estudiantes que inician su actividad 
científica profesional en los cursos selectivos de universidad y escuelas técnicas 
superiores, y, por otra parte, a los técnicos y científicos que con una formación 
matemática tradicional, que posiblemente les es suficiente en el ejercicio de su 
técnica profesional, sienten la necesidad intelectual de informarse, con alguna 
extensión y profundidad, pero sin complicaciones evitables, de cómo su matemá- 
tica de siempre viene a encajarse en el marco de la ¿nueva? matemática estruc- 
tural que hoy se enseña. 


El texto de Michel Queysanne satisface este propósito, y el «utor desarrolla 
extensamente en el inmediato Prefacio no sólo una sinopsis del contenido del 
texto, sino también una manifestación de su ideario didáctico. No es, pues, 
necesario ampliar estos puntos, aunque es satisfactorio comprobar que la pre- 
ocupación didáctica se manifiesta también más allá de los textos elementales, 
que es el nivel donde algunos parecen creer tenga el límite. 


En cambio nos parece oportuno señalar que el traductor del libro, doctor 
don José Luis Viviente, catedrático de la Universidad de Zaragoza, resulta 
especialmente indicado para conservar en su versión este ideario no sólo por 
su elevada categoría profesional, sino por la circunstancia de haber compartido 
durante varios cursos, en la Facultad de Ciencias de París, su trabajo docente 
con el autor del texto, profesor Queysanne. De estos años de amistad y que- 
hacer común cabe esperar una compenetración científica que ha de manifes- 
tarse, como el lector comprobará, en la traducción que se le ofrece. 


R. RODRÍGUEZ VIDAL 


PREFACIO 
CONTENIDO Y METODO DEL LIBRO 


El presente libro, dedicado al Algebra, está destinado, en primer lugar, a los 
estudiantes que preparan la licenciatura de Matemáticas generales y Física 
y el ingreso en las escuelas técnicas superiores en Matemáticas especiales. 
Igualmente se destina a toda persona que precise buenos conocimientos de 
base en Algebra en el ejercicio de su actividad profesional (físicos, ingenieros, 
técnicos). Por ello no se ha considerado un deber el limitarnos estrictamente 
a los programas oficiales de Matemáticas especiales. Este volumen comprende, 
pues: 


—El desarrollo de esos programas, que son muy semejantes. 


— Ciertas nociones que han sido estudiadas en los últimos cursos del bachi- 
llerato y no forman parte, stricto sensu, del programa universitario: 
enteros naturales (me he aprovechado de ello para demostrar, a partir 
de un pequeño número de axiomas, las propiedades de los conjuntos 
finitos a los que constantemente se hace alusión de modo consciente 
o no), enteros racionales y divisibilidad; igualmente he tratado de dar 
una definición correcta de los ángulos y de su medida. 


— Un pequeño número de cuestiones que el lector podrá necesitar en sus 
estudios posteriores y que raramente son tratadas en otros textos, por la 
equívoca razón de que son cuestiones bien conocidas, y que en otro 
tiempo se encontraban en los programas usuales universitarios y de 
escuelas técnicas superiores (grupo circular, polinomios y fracciones 
racionales simétricas, resultante). 


Debido a este contenido resulta que el libro es grueso. Naturalmente que 
ni el autor ni, creo yo, ningún profesor puede o querrá enseñar todas estas 
materias en un año. Pero, por el contrario, puedo decir que en el transcurso 
de mis quince años de enseñanza en escuelas técnicas superiores y de siete 
años en Matemáticas generales no existe una sola cuestión de las tratadas en 
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este libro que yo no haya expuesto por lo menos una vez a estudiantes del 
nivel considerado. Desde luego, siempre es delicado la fijación del límite entre 
lo que se debe tratar y lo que es preciso omitir. 

Nos ha parecido conveniente en este libro de iniciación al Algebra lineal 
el estudio de los espacios vectoriales al constituir un todo coherente y tener 
aplicaciones suficientemente ricas y dejar de lado los módulos cuyo estudio 
puede desorientar a los principiantes. A fortiori no hemos hablado ni de pro- 
ducto exterior ni de producto tensorial, a pesar de que estas nociones sean, 
a los ojos de quien las conoce, subyacentes a las de determinante y de forma 
bilineal. 

Por el contrario, en el estudio de los grupos, anillos, cuerpos, espacios 
vectoriales, hemos hecho una amplia llamada a las nociones de relación de 
equivalecnia compatible con la estructura estudiada, de homomorfismo, de sub- 
grupo distinguido y de ideal, porque aclaran profundamente cuestiones que, 
indiscutiblemente, están en el centro del programa. 

Tampoco hemos querido limitarnos a la definición de los ideales de Z y de 
K[X], porque no siendo principales una gran cantidad de anillos, como K[X, Y], 
e incluso no factoriales, como Z[iV5], nos ha parecido que sería falsear el 
espíritu de los estudiantes dejarles creer que sólo existen ideales principales. 

A propósito de dos nociones principales del libro: el anillo de polinomios 
K[X] y el anillo £(E) de los endomorfismos de un espacio vectorial, hemos 
presentado la noción de álgebra sobre un cuerpo conmutativo, 

En- fin, dada la importancia de las formas bilineales y hermitianas en 
Matemáticas y en Física su estudio ha sido tratado con bastantes detalles 
(en dimensión finita). 

Para limitar las dimensiones del presente volumen, el estudio de los espacios 
afines ha sido reservado como introducción a lo que tradicionalmente se llama” 
la Geometría analítica. 

El método empleado en la exposición de estas nociones tiene en cuenta la 
diferencia entre un libro de texto y un tratado: en un libro de texto la buena 
pedagogía exige no introducir las nociones estudiadas hasta el momento de su 
utilización. De ello resulta una gran dispersión de las definiciones, dispersión 
molesta para el estudiante que revisa o repasa, y sobre todo para el lector 
que consulta el libro. Por el contrario, en una exposición sistemática se tiene 
la tendencia de agrupar definiciones y propiedades relativas a una misma noción, 
sin que el interés de ciertas definiciones pueda ponerse de manifiesto hasta 
bien desarrollado el libro. En esta obra hemos adoptado una solución inter- 
media: exponer de modo agrupado las nociones fundamentales (capítulos 1, 
2 y 3), sin preocuparnos de su utilización inmediata; pero cada vez que las 
hemos utilizado posteriormente enviamos al lector explícitamente a su defi- 
nición, y con frecuencia hemos repetido y comentado ésta: en ello se encuentra 
una segunda razón para las dimensiones del libro. 

El capítulo primero debe ser previamente estudiado de modo detenido 
y profundo: no se puede hacer Matemáticas sin conocerlo bien; por otra 
parte, la modernización de los programas de la enseñanza de segundo grado 
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o enseñanza media lo hace menos nuevo de lo que hubiera sido, hace algunos 
años, para los estudiantes del propedéutico o selectivo. 

El capítulo 2 contiene, aparte del Análisis combinatorio, una teoría de los 
números enteros naturales y de los conjuntos finitos, cuyos resultados son bien 
conocidos y que puede ser saltada en primera lectura. 

En cuanto al capítulo 3 (Leyes de composición) para un principiante puede 
ser interesante no leer más que la primera sección, sin que ello sea inconve- 
niente para más adelante volver de nuevo a este capítulo para encontrar una 
síntesis que permita comprender mejor la unidad de los capítulos siguientes. 

Realizado el estudio de las estructuras fundamentales (grupos, anillos, 
cuerpos, espacios vectoriales) y números complejos (capítulos 4 al 7), queda 
por desarrollar, por una parte, el Algebra lineal, los determinantes y sus apli- 
caciones (capítulos 7 al 10) y, por otra parte, el estudio de los polinomios, 
de las fracciones racionales y el de las ecuaciones algebraicas (capítulos 11 
al 13). Lógicamente, el lector puede intercambiar el orden de estos dos últimos 
grupos de capítulos, pero entonces él se verá privado de toda la ayuda que 
puede proporcionarle el Algebra lineal al estudio de los polinomios. 

La reducción de los endomorfismos de un espacio vectorial de dimensión 
finita y el estudio de las formas bilineales y hermitianas, al precisar el estudio 
previo de los numerosos capítulos anteriores, terminan el libro (capítulos 
14 y 15). 

En fin, sin temor a alargar aún más el libro nos hemos entretenido con 
numerosas observaciones sobre el por qué de la elección de las definiciones 
y sobre la significación de los resultados enunciados, ilustrándolos con nume- 
rosos ejemplos y ejercicios. Estos últimos son de dos clases: los unos, situados 
en cada parágrafo, son en su casi totalidad muy fáciles, ilustran una cuestión 
precisa o bien son aplicaciones inmediatas de la misma; algunos, aunque muy 
pocos, prolongan, por el contrario, los resultados del texto; unos y otros se 
desarrollan bajo cl título Ejemplos y ejercicios. Normalmente el lector debería 
estudiarlos al mismo tiempo que el texto propiamente dicho. Al final de cada 
capítulo se proponen otros ejercicios y problemas más largos que versan sobre 
la materia del capítulo o de las materias de capítulos anteriores; los más 
difíciles están señalados con un asterisco”, aunque esta calificación de ejer- 
cicio difícil es desde luego muy subjetiva. 

En los ejemplos y ejercicios situados en los párrafos, no he tenido incon- 
veniente alguno en utilizar extensamente los conocimientos de Matemáticas ele- 
mentales, incluso si las mociones correspondientes no se hallaban definidas 
hasta más adelante en este libro (enteros, racionales, reales, complejos) o in- 
cluso no se tratan en él (funciones continuas, funciones derivables, integral 
definida, vectores libres, desplazamientos). No existe, en efecto, inconveniente 
lógico alguno en ilustrar las nociones de relación de equivalencia y de conjunto 
cociente mediante la noción de entero módulo p y a dar en seguida la definición 
de los enteros racionales con la ayuda de una relación de equivalencia. Como 
hemos hecho observar más arriba a propósito del capítulo 3, el llegar a com- 
prender totalmente un libro de Matemáticas exige frecuentes vueltas a lo 
anterior: una definición no puede ser completamente comprendida más que 
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si se dispone de ejemplos a los que ella precede con frecuencia en una expo- 
sición lógica única. 

Hemos dedicado un gran cuidado a la elección de los términos y notacio- 
nes. De un modo general hemos adoptado las denominaciones y las notaciones 
de N. BOURBAKI, al menos tal como se las puede conocer en los últimos fas- 
cículos aparecidos. Y esto por dos razones: por una parte, porque son cada 
vez más utilizadas en todo el mundo, e inmediatamente después porque son 
el fruto de serias discusiones colectivas, que garantizan, frecuentemente, su 
carácter más correcto. Naturalmente el tratado de N. BOUBARKI no es directa- 
mente accesible a los estudiantes de propedéutico; pero debo decir que en 
veinte años de enseñanza, cuando yo he encontrado una dificultad en la elec- 
ción de una “buena noción” o en la elección de una definición o de un 
término, es casi siempre en N. BOURBAKI donde he encontrado la solución. 
Pero igualmente hemos dado denominaciones y notaciones que el lector podrá 
encontrar en otros textos o tratados, 

Además de los ¡fascículos de N. BOURBAKI, he utilizado mucho los libros 
y cursos policopiados de Algebra aparecidos estos últimos años, en particular 
los de MM. CHEVALLEY, CHOQUET, DIXMIER, DUBREIL, GODEMENT, PISOT, 
LICHNEROWICZ y ZAMANSKY, sin olvidar el libro de VAN DER WAARDEN, que 
hoy es aún, bajo un volumen reducido, el tratado de Algebra más completo. 

Para los ejercicios, he utilizado mucho, tanto obras antiguas como recientes, 
franceses y extranjeras. También he tomado algunas de las colecciones de 
problemas dados estos últimos años en la Facultad de París; mi agradeci- 
miento a todos mis compañeros profesores-adjuntos y adjuntos por la colabora- 
ción que así me han prestado, 

Agradezco vivamente a mi antiguo camarada y amigo ANDRÉ REvUz los 
constantes ánimos y preciosos consejos que me ha prodigado, así como a 
madame REVUz, que redactó el curso de A.P. M., desarrollado por su marido, 
cuyo texto y ejercicios me han sido muy útiles. 

A mi colega mademoiselle BRETIN quiero expresar también mi agradeci- 
miento por su ayuda en el ingrato trabajo de la corrección de las pruebas. 


M. Q. 


Nota. — Cada capítulo está dividido en general en secciones (I, Il, ...). 
Las secciones están divididas en párrafos numerados de principio a fin del 
libro del 1 al 240. Las referencias envían a los párrafos (ejemplo: ver 8 25). 
Los ejemplos y ejercicios incluidos en el texto están numerados por párrafos 
(ejemplo: $ 137, ej. 4). Los ejercicios de fin de capítulo están numerados 
consecutivamente de un extremo a otro del libro (ejemplo: ej. 208, al final 
del capítulo 8). 
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VI. Relaciones de orden. 
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l. Introducción. Nociones de pertenencia. 
Conjunto (elemento, pertenencia) 


1. Introducción 


Una teoría matemática se presenta bajo la forma de una sucesión de enun- 
ciados (definiciones y proposiciones) tales que toda definición viene dada 
mediante términos ya definidos y toda proposición demostrada mediante pro- 
posiciones ya admitidas. Es este orden lógico en los enunciados el que trans- 
forma una colección de resultados, sin relación alguna entre ellos, en una 
teoría deductiva: el primer ensayo de constitución de una tal teoría se debe 
a EUCLIDES, o a sus predecesores inmediatos (siglos Iv y It antes de J.C.). 

Estas consideraciones exigen varias aclaraciones: 

—Las definiciones, las proposiciones. y sus demostraciones son enunciadas 
con las palabras de una lengua (el griego para EUCLIDES, el español para 
nosotros) dejándoles su sentido ordinario, si ninguna confusión puede origi- 
narse, precisando ciertos términos en el caso contrario. 

— Las demostraciones se efectúan mediante las reglas de la lógica. La his- 
toria del pensamiento muestra, por otra parte, que la elaboración de la lógica 
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y la constitución de los primeros “Elementos” de Matemáticas se han efec- 
tuado conjuntamente y que en cada momento de la historia en que una pre- 
ocupación de mayor rigor se ha manifestado (siglo XvI1, fin del XIX y principio 
del xx) hubo una acción recíproca entre la lógica y la matemática (los mate- 
máticos piensan, generalmente, que es el progreso de la matemática lo que 
ha favorecido el progreso de la lógica, pero puede que sea un punto de vista 
subjetivo...). A 


—Señalaremos, no obstante, que la imagen dada anteriormente de una 
teoría matemática es en parte falsa, ya que inicialmente se presentan los 
términos primitivos que no se definen y las proposiciones primitivas (axiomas) 
que no se demuestran; términos y proposiciones que constituyen lo que 
M. DaNIEL LAcoMBE ha llamado “dominio intuitivo de base” de la teoría 
considerada”, 

La preocupación siempre creciente del rigor lleva consigo el retroceso de 
este dominio en el desarrollo histórico de las Matemáticas. Asimismo en una 
misma época, la nuestra, por ejemplo, este dominio intuitivo de base en 
una teoría expuesta a un auditorio (alumnos, estudiantes, investigadores) dis- 
minuye con la madurez intelectual del auditorio. 

Una de las mayores preocupaciones de los matemáticos ha sido reducir 
lo más posible este “residuo intuitivo”; salvando todo lo que puede tener de 
excesiva limitación el esquema siguiente, se pueden distinguir tres etapas en 
la historia de las Matemáticas: 


— Matemáticas clásicas (hasta el siglo XIX, último tercio inclusive). Todos 
los términos primitivos y axiomas no están siempre expuestos de un modc 
claro; se recurre ampliamente de manera explícita o implícita —lo que es 
más grave— a la intuición para las demostraciones. El recurso a “nociones 
comunes” que constituyeron más tarde la teoría de los conjuntos es muy utili- 
zada con la lógica clásica (la de ARISTÓTELES y los Escolásticos). 


— Matemáticas axiomatizadas (desde el final del siglo XIX). Bajo la influen- 
cia de PÉaNo y sobre todo ds HILBERT se subsanan en parte las insuficiencias 
señaladas más arriba. Los términos primitivos y los axiomas de cada teoría 
son enunciados de un modo preciso, Pero el empleo de la lengua corriente 
y de las reglas de una lógica perfeccionada hacen aún uso implícito de la 
intuición; de donde la existencia de un residuo intuitivo —relativo en par- 
ticular a la teoría de los conjuntos, base de toda matemática—, bastante consi- 
derable para suscitar numerosas paradojas que alimentan las controversias entre 
matemáticos. Estas paradojas serán poco a poco eliminadas al precisar de 
modo conveniente la noción de conjunto (ver $ 3). 


— Matemáticas formalizadas (primera mitad del siglo xx). Entonces fue tan 
grande la tentación de sustituir los objetos matemáticos por puros símbolos 
sin contenido intuitivo y los enunciados por simples reglas de empleo de 
estos símbolos: de este modo se encuentran fundidas a la vez e inexplicable- 


(1) D. LacomsE, Les ¡dées actuelles sur la structure des mathématiques. XX* Semaine de Synthése. 
París, 1956. 
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mente mezcladas la lógica y la teoría de los conjuntos, habiendo sido excluido 
de la matemática todo juicio sobre estas teorías y relegado a la metamatemática. 
Esta última ciencia puede ser inmediatamente formalizada y así sucesivamente: 
a cada etapa, el contenido del “dominio intuitivo de base” se reduce; no nos 
corresponde afirmar si esta concepción formalista ha conseguido reducirlo a 
la nada. 

La actitud adoptada en este texto será definida precisando nuestro “dominio 
intuitivo de base”: 

—reglas de la lógica de las proposiciones convenientemente precisadas; 

—nociones de conjunto, de elementos, de pertenencia, intuitivamente ad- 
mitidas, ilustrándolas con ejemplos y precisándolas, como se dirá en el 8 3; 

— admitir la existencia del conjunto de los enteros naturales N (esto para 
simplificar el curso, pues esta existencia resulta de la teoría de conjuntos). 

Presentados estos preliminares en esta sección 1 del capítulo 1 y en la 
sección 1 del capítulo 2, el resto del curso se desarrolla con todo el rigor 
compatible con la madurez de nuestros estudiantes: pues no se trata en 
nuestro nivel, después de todo muy elemental respecto al conjunto de las 
Matemáticas, de eliminar completamente la intuición de nuestros estudiantes(") 
como ellos la entienden, sino de recurrir a ella únicamente en casos explícitos, 

Naturalmente utilizaremos nuestra lengua maternal convenientemente pre- 
cisada, separando claramente el texto, que debe estar redactado en español 
correcto, y el lenguaje simbólico (fórmulas) relativo a cada teoría. Cuando no 
pueda surgir ninguna ambigiiedad emplearemos expresiones o notaciones sim- 
plificadas (abuso de lenguaje, abuso de notaciones) destinadas a simplificar 
el texto; cada vez que así lo hagamos procuraremos indicarlo. 


2. Nociones de lógica 


Una aserción es un enunciado del que se puede afirmar sin ambigiiedad 
si es cierto o si es falso. 


Por ejemplo, «3 < 10» es una aserción verdadera; «5< 2» es una aserción falsa. 
«Todo triángulo isósceles es equiángulo» es una aserción verdadera. 


Los enunciados que encontraremos a menudo son más generales: el enun- 
ciado será verdadero en ciertos casos, falso en otros, pero para una situación 
dada podremos decidir si un enunciado es verdadero o si es falso. Este enun- 
ciado se llama una proposición. Representaremos una proposición por una 
letra P,Q,R ... 


Esta actitud elemental no prejuzga la existencia o la no existencia de enunciados 
de los que no se sabría demostrar si son verdaderos o falsos. 


Se ve que una aserción es una proposición siempre verdadera o siempre 
falsa. En lugar de escribir “P es verdadera” escribiremos solamente “P”: es 


(*) N. del T.— Tal como el estudiante entiende tal palabra. 
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decir, cuando escribimos “P” nos colocamos en una situación en. que “P” 
es cierta. 


Por ejemplo, «x< 10» es una proposición, es verdadera para los números estrictamente 
inferiores a 10, falsa en los demás casos. 


«La altura del triángulo T es mediana del triángulo T» es una proposición verdadera 
para los triángulos T isósceles, falsa en los demás casos. 


La negación de una proposición “P” que escribiremos “no P” es verdadera 
cuando P es falsa, falsa cuando P es verdadera”. 

La negación de una proposición se puede esquematizar en la tabla I, que 
se llama una tabla de verdad: 


| P Q |PyQ|PoQ|P>Q|P=Q 

| 1 2 3 4 5 6 

| V v v V v v 

pov F F v F F 

roy lor v v F 

| F l F F F A v vo 
TABLA 1 TABLA mo o 


La tabla 1 se lee fácilmente: V significa verdadero y F falso. Consideremos 
ahora dos propiedades P, Q. Las situaciones respectivas en que son verda- 
deras o falsas conducen a cuatro situaciones posibles indicadas por cada línea 
de las dos primeras columnas de la tabla II. Podemos definir una nueva 
proposición R indicando en otra columna el valor de R (V o F) correspondiente 
a cada una de estas cuatro situaciones: se pueden definir así dieciséis propo- 
siciones nuevas (ver ejercicio 1 más abajo). En las columnas 3 a la 6 de la 
tabla II hemos indicado las tablas verdaderas de las cuatro proposiciones más 
usadas deducidas de las proposiciones P, Q. 

La conjunción de dos proposiciones P, Q (col. 3) que escribiremos “P y Q” 
es verdadera si y solamente si P y Q son simultáneamente verdaderas y en 
todos los demás casos falsas. Dos proposiciones son incompatibles si su con- 
junción es siempre falsa. Por ejemplo, las proposiciones P, no P, son incompa- 
tibles, pero éste es un caso particularisimo de incompatibilidad. 

El punto de vista intuitivo consiste en considerar como siempre falsa la 
proposición “P y (no P)” (“principio de no contradicción”). 

Así x<3 y x>5 son incompatibles. 


La disjunción de dos proposiciones P, Q (col. 4) que escribiremos “P o Q” 
es verdadera si al menos una de las proposiciones P, Q es verdadera, falsa en 


(2) Se designa lambién la negación de P: e= P, P, P. 
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los demás casos (es decir, si y sólo si P y Q son falsas simultáneamente). Se 
observa que el sentido de la palabra “o” precisa el del lenguaje corriente, para 


el que “o” tiene dos sentidos: 

—el que hemos dado; 

—el sentido exclusivo: o bien P es verdadero (y Q es falsa) o bien Q es 
verdadera (y P es falsa). 

En Matemáticas tomaremos siempre el sentido indicado más arriba: vere- 
mos más adelante una de las razones de esta elección. 

El punto de vista intuitivo consiste en considerar siempre verdadera la propo- 
sición “o bien P, o bien no P” (“principio del tercio excluso”). 


La proposición “(no P) o Q” llamada implicación (col. 5) se designa 
0) P=>Q 


y se enuncia: “P implica Q” o “P entraña Q”. Siendo P y Q aserciones si 
“P= Q” es verdadera, se dice que es un teorema (es decir, una aserción demos- 
trada en la que P es la hipótesis y Q la conclusión. 

Si P y Q dependen de variables y si “P=>Q” es verdadera, no importa 
cuáles sean los valores atribuidos a las variables, se dice indistintamente: 


P es una condición suficiente de Q 
Q es una condición necesaria de P 


Observemos que las dos últimas líneas de la tabla de verdad de “P=>Q” 
muestran que el sentido que hemos dado a las palabras “implica” y “entraña” 
es más general que el del lenguaje corriente: 


Así «4 es un número primo» => «Madrid es la capital de España». 
«Barcelona es la capital de España» = «2 es un número primo» con dos implicaciones 
(verdaderas). 


Dos proposiciones son equivalentes si cada una de ellas implica la otra 
(col. 6): las situaciones en que P es verdadera [resp. falsa] son exactamente 
las mismas situaciones en que Q es verdadera [resp. falsa]; se escribe 


(P=0Q) y (Q>P) 
Q) P>SQ 


en este caso los dos teoremas: “P=Q” y “Q =P” son verdaderos simultánea- 
mente, se dice que son recíprocos uno del otro. Por ejemplo, en las dos equi- 
valencias siguientes 
no (no P)=>P 
(P=>Q)= (no Q> no P) 


la implicación del segundo miembro se llama la implicación contrapuesta de la 
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del primer miembro. Para dos proposiciones equivalentes P, Q diremos indi- 
ferentemente: 

—Para que Q [resp. P] sea verdadera es necesario y suficiente que P 
[resp Q] sea verdadera. 

—Q [resp. P] es verdadera si y sólo si P [resp. Q] es verdadera. 

—La verdad de Q [resp. P] es una condición necesaria y suficiente de la 
verdad de P [resp. Q]. 

La implicación (1) es transitiva, es decir, 


[P>0Q) y (Q>R)]]>(P=>R) 
y análogamente para la equivalencia (2) 
[2>0) y Q>R)]=(P>R). 


Señalemos finalmente que 


(PQ) y (Q>R) se designa P>Q=>R 
(P=>Q) y (Q>R) se designa P>Q=>R 


Por otra parte, dadas dos proposiciones P, Q, las dos equivalencias siguien- 
tes, conocidas por el nombre de reglas de dualidad, son verdaderas 


no (P y Q) => (no P) o (no Q) 
no (P o Q)*= (no P) y (no Q) 


la simetría presentada por esas dos reglas es una de las razones de la elección 
del sentido de la palabra “o” en Matemáticas. 


Razonamiento por reducción al absurdo. — Supongamos que se quiere pro- 
bar que la proposición P es verdadera; el razonamiento consiste en introducir 
la proposición no P que se designará por P” después a demostrar una impli- 
cación tal como 

P=0 


donde Q' es la negación de una proposición Q, de la que se sabe que es verda- 
dera. Ahora bien, 


(PQ) = (no Q'>no0 P)>(Q=>P) 
siendo Q verdadera, resulta que P es verdadera. 


Recordemos que se presenta a menudo este razonamiento diciendo: supongamos que P 
sea falsa, es decir, P” verdadera, de la implicación P => Q” resultaría que Q” es verdadera; 
ahora bien, se sabe que Q es verdadera y el principio de la no contradicción permite 
entonces afirmar que Q” es falsa. Según esto una proposición falsa no puede ser implicada 
por una proposición verdadera, luego P” es falsa, es decir, P es verdadera (principio del 
tercio excluso). 

La introducción de la hipótesis «P es falsa» en realidad no ha servido para nada, 
ya que la demostración por reducción al absurdo consiste en establecer la implicación 
P'=Q' que no depende de la verdad o no verdad de P. 
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EJERCICIOS 
1. Construir la tabla de verdad de las 16 proposiciones que se pueden obtener 
a partir de dos proposiciones P y Q. Enunciar en lenguaje corriente el sentido de cada una. 
2. Verificar que la conjunción y la disjunción son asociativas, es decir, que 


Py (Q y R)>(P y Q) y R 
Po(Q o R)=>(P o Q) o R. 


3. Comprobar que la conjunción y la disjunción son distributivas una respecto la otra, 
es decir, que 
P y (Q o R)>(P y Q) o (P y R) 
Po (Q y R)>(P o Q) y (P o R). 


4. Determinar las proposiciones equivalentes a 


(Po Q) y (Ro S) 
(Py Q) o (R y 8). 


5. Siendo x c y números reales, resolver el sistema 


(«—D(—2)=0 
(«—2) (y—3) =0. 


3. Noción de conjunto 


a) Tanto los seres físicos (piedra, alumno, perro, mesa ...) como los obje- 
tos de nuestro pensamiento (número, función ...) que representaremos por las 
letras a, b, ..., a, B, ..., X, ... se considerarán bien definidos si poseemos un 
criterio que permita afirmar que dos de estos objetos representados por a y 
por b son o bien idénticos o bien distintos; escribiremos 


(M) a=b Q) axb 


en el primer caso diremos que a y b son iguales, en el segundo que a y b son 
desiguales. Las dos proposiciones (1) (igualdad) y (2) (desigualdad) son cada 
una la negación de la otra. En el final del capítulo ($ 26, c) precisaremos esta 
noción de igualdad y el abuso de lenguaje de que es objeto. Basta decir que 
la igualdad a = b significa que habiendo considerado al objeto de dos maneras 
distintas ha podido recibir dos “denominaciones” distintas representadas por 
a y b; reconociendo seguidamente que se trataba del mismo objeto se escribe 
a=b. 

Por ejemplo, se calcula el número 5+7 se le llama al resultado a, se calcula el 
número 3 X 4 se le llama b, las reglas de aritmética permiten decir a = b. 


La noción de conjunto corresponde a las nociones corrientes de conjunto, 
de colección, de agrupación, de clase, etc., de objetos de cualquier naturaleza 
(como los considerados al principio del párrafo); en el lenguaje corriente 
estos objetos se llaman elementos, miembros, individuos ... del conjunto, de 
la colección, de la agrupación ... 
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Los matemáticos han escogido las palabras conjunto y elemento y dicen: 


Un conjunto está constituido de elementos, palabras ambas que están pre- 
cisadas por las siguientes reglas: 

1. Un conjunto E está bien definido cuando se posee un criterio que per- 
mite afirmar si el objeto a pertenece al conjunto E o no pertenece a dicho 
conjunto; se escribe y se lee, respectivamente, 


(G) aeE (4) afE 
“q pertenece a E” “a no pertenece a E” 
o “a es un elemento de E" “a no es un elemento de E” 
o “E contiene a” “E no contiene a” 


La fórmula (3) interpreta la proposición llamada pertenencia de un elemento 
a un conjunto, (4) su negación. 

Las colecciones, agrupaciones, etc., considerados en el lenguaje corriente 
no verifican siempre este criterio; por ejemplo, la clase de las “personas 
rubias”. En las clasificaciones que hace la Historia Natural: reino, rama, clase, 
encuentra seres difíciles de situar en una de estas agrupaciones, la pertenencia 
a una de ellas resulta ambigua: estas clasificaciones no son conjuntos en el 
sentido matemático. 

2. Un mismo ser matemático no puede ser a la vez un conjunto y un ele- 
mento de este conjunto, es decir, no nos permitimos escribir a€ a. 


3. La colección de todos los conjuntos imaginables no es un conjunto, 
si se llegase a tratar este caso, cosa poco frecuente (ver $ 20), diremos la 
“clase de todos los conjuntos”. No es posible aplicarle las propiedades de los 
conjuntos que vamos a demostrar y las operaciones que vamos a definir sobre 
los conjuntos. 

Es el desconocimiento de estas reglas lo que ha motivado las paradojas 
señaladas en el $ 1. 


b) Dos conjuntos son idénticos (o iguales) si están constituidos de los mis- 
mos elementos; si no se les dice distintos (o desiguales), y se escribe 


6) E=F (6) ExF. 


Aparte de estas reglas, acordamos una gran libertad en la definición de los 
conjuntos, como lo demuestran los siguientes ejemplos: 


c) EJEMPLOS 


1. El conjunto N de los enferos naturales 0, 1, 2... 

El conjunto Z de los enteros racionales ... —2, —1, 0,1, 2... 

El conjunto Q de los números racionales. 

El conjunto de todos los «números» utilizados en matemáticas elementales: enteros, 
racionales, YV2, T ... que se llama conjunto de los números reales, representado por R. 
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Tenemos 
3eN 3JEZ 3eQ 3eR 


5 
—2eZ —eQ ner, 
2 
pero 


E 
—2éN eZ TéQ 


luego estos conjuntos N, Z, Q, R son distintos 

2. El conjunto de todos los puntos de un plano. 

3. El conjunto de todos los triángulos isósceles es igual al conjunto de todos los 
triángulos que tienen dos ángulos iguales. 

El conjunto de todos los triángulos isósceles es distinto del conjunto de los triángulos 
rectángulos. 

4. El conjunto de estudiantes inscritos en el primer curso de Matemáticas el 1 de 
octubre de 1967 en la Facultad de Zaragoza. 

5. El conjunto cuyos elementos son: £ 

«Las tres Gracias, todos los enteros naturales pares, el perro perteneciente al autor 
de este libro el 1 de febrero de 1965, la masa volúmica del mercurio, los estudiantes 
que han obtenido matrícula de honor en el primer curso de Matemáticas en 1966.» 


Se puede concebir que un signo, una letra, por ejemplo, designe un elemento 
particular de un conjunto E, o al contrario que designe un elemento cualquiera 
de un conjunto E; este último caso se enunciará indistintamente: 


“Sea x un elemento cualquiera de E”; 

“Sea x un elemento arbitrario de E”; 

“Sea x un elemento genérico de E”; 
se dice también que: “x es una variable que describe E”, o simplemente: 
“x describe E”. 

a) Los conjuntos de la vida corriente, por grandes que sean, son siempre 
finitos: precisaremos esta palabra en el capítulo 2. En Matemáticas conside- 
raremos los conjuntos no finitos llamados infinitos, por ejemplo, N, el conjunto 
de los puntos de un plano. 

Un conjunto finito puede estar definido por la enumeración de sus elemen- 
tos; por ejemplo, el conjunto definido más arriba en el número 4. Si E tiene 
por elementos a, b, c, d, e, se escribirá 


E=(a, b, c, d, e) 
el orden en que se escriben los elementos es indiferente, así 
[a, by=(b, a). 


Nos vemos así conducidos a considerar los conjuntos de un solo elemento a, 
lo escribiremos (a) luego 
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ae[(aj y brasbéf(a). 


Esta distinción entre a y (a) es fundamental; si no se hiciera se violaría 
la regla 2) antes citada. Corresponde a una distinción hecha en la vida corriente: 
si en un instituto hay un solo alumno que estudia el vasco, hay que distinguir 
entre este alumno y la clase de vasco que no comprende más que este alumno. 

Se puede también considerar como conjunto a un conjunto que no tenga 
ningún elemento; se le llama conjunto vacío y se representa por WD; así cual- 
quiera que sea a 


ae YD es siempre falsa 
a+ Y es siempre verdadera. 


Il. Inclusión. Reunión. Intersección 


4. Inclusión. Parte. Complementario. Conjunto de las partes 


a) Diremos que un conjunto F está incluido en un conjunto E cuando todo 
elemento de F pertenece a E; se escribe 


(D FcE o (1) E>F 
por definición 
Q) ECE)J>o(reF>xeE). 


La fórmula (1) se lee indistintamente : 


—“F está incluido en E”; 
—“F es una parte de E”; 
—“F es un subconjunto de E”, 


y la fórmula (17): 


—“E contiene F”; 
— “E admite F como parte”; 
—“E es un superconjunto de F”. 


La expresión, con frecuencia empleada, “E contiene F” no se recomienda 
por la posible ambigiiedad con la expresión “E contiene a”, siendo a un ele- 
mento de E. 

Las fórmulas (1) y (1) traducen de dos maneras distintas una misma pro- 
posición que se llama inclusión de conjuntos. 

La fórmula (2) muestra inmediatamente que la inclusión es: 

— reflexiva, es decir, ECE para todo conjunto E; 

— aantisimétrica, es decir, [(EcF) y (FcCE)]>E=F; 

— transitiva, es decir, [EcF) y FcG]>ECcG. 
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La reflexividad de la inclusión muestra que la igualdad de los conjuntos 
es un caso particular de la inclusión; se emplea el término de inclusión es- 
tricta) para caracterizar el caso en que 


FcE y ExF. 
E es, pues, una parte de E, se le llama la parte plena de E. La definición 


que hemos dado de la implicación (ver $ 2) muestra que, para todo x y todo 
conjunto E, 


xeD=>xeE, 
luego para todo conjunto E: Y c E, es decir, el conjunto vacío es una parte 
de todo conjunto, se le llama la parte vacía de E. 
Una parte no vacía de E, distinta de E, se llama parte propia de E. 
Los conjuntos considerados en el ejemplo 1 del $ 3 verifican 
NcZcoQcR, 


cada uno de ellos es una parte propia de los siguientes. 
Cuando existe al menos un elemento de F que no pertenece a E, se dice 
que F no está incluido en E y se escribe 
FE. 
ATENCIÓN: F q: E no es de ningún modo equivalente a E CF (ver $ 5, 
ejercicio 6). 


b) Dada una parte A de E, se llama complementario de A con respecto 
a E el conjunto de elementos de E que no pertenecen a A; se le designa 


C A (o ñ A si no ha lugar a duda) o bien E—A. 
E 


Tenemos, cualquiera que sean un conjunto E y una parte A de E, 


B=( ¿ASA= es 
A 
(¿28 (,2=E 


(3) Ciertos «uutores emplean las notaciones FC E para la inclusión y FCE para la inclusión 
estricta, Nosotros no lo haremos, escogiendo el símbolo más simple para la inclusión, que se presenta 
con bastante más frecuencia que la inclusión estricta. 


dicho de otro modo 


en particular 
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Los complementarios respectivos de (0) con relación a los conjuntos N, Z, 
Q, R se designarán 
N*, Z*, Q*, R* 
que se lee: “N estrella, Z estrella, ...”. 
c) Consideremos todas las partes de un conjunto E; describen un nuevo 
conjunto llamado conjunto de las partes de E designado 8(E); se tiene, pues, 


ACcESA€8(E) 
en particular si a es elemento de E (no vacío) 
acE> (a) c Es (a) € 8(E). 
Cualquiera que sea E tenemos 
DES(E) E€8S(E), 


aunque E sea vacío, 8(E) no lo es: contiene al elemento WM como elemento 
único. 


EJERCICIOS 


1. Determinar los elementos de S(E) para E =(a, b, c, d, e), a, b, c, d, e siendo 
distintos dos a dos. 

2. Determinar S(E) y 8(8(E)) para un conjunto de dos elementos. 

3. Determinar 8(E), S(S(E)) y S(8(S(E))) para un conjunto de un elemento. 

4. Teniendo E n elementos, ¿cuál es el número de los elementos de 3(E)? (razonar 
por recurrencia). 


Se pueden representar los conjuntos por esquemas; estos esquemas sirven 
solamente para ayudar a la intuición, no pueden de ningún modo utilizarse 
para demostrar enunciados sobre los conjuntos; así el esquema (1) es una 
“figura” representando la inclusión; el esquema (2) una “figura” representando 
la transitividad de la inclusión. 


Fic. 1 FIG, 2 
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5. Intersección y reunión de conjuntos 


Se llama intersección de dos conjuntos E, F y se designa E N F, leyéndose 
“E intersección E” el conjunto descrito por los elementos comunes a E y a F, 


luego 
xreENnNFeo(reE y xeP). 


Cuando la intersección de dos conjuntos E y F no es vacía, se dice que 
“E y E se cortan” o que “E corta F” o que “F corta E” y también que “E y F 


se encuentran”, 

Cuando la intersección de dos conjuntos E y F es vacía, se dice que “E 
y F son disjuntos”., 

Se llama reunión de dos conjuntos E, F y se designa E U F, que se lee 
“E unión F”, el conjunto de los elementos pertenecientes al menos a uno de 


los conjuntos E, F, luego 
xeEUFeo(xeE o xeP). 


La intersección y la reunión de dos conjuntos se representan por las partes 
rayadas de los esquemas 3 y 4. 


Fic. 3 


Se ve inmediatamente que: 


—la intersección y la reunión son conmutativas, es decir, cualesquiera que 
sean los conjuntos A y B 


ANB=BNA AUB=BUA; 
— la intersección y la reunión son asociativas, es decir, cualesquiera que sean 
los conjuntos A, B y C 
(ANBINC=AN(BNC) (AUB)UC=AU(BUO); 
—la intersección es distributiva respecto a la reunión y la reunión distri- 
butiva respecto a la intersección, es decir, para todos los conjuntos A, B y C 


AN(BUC=(ANB)JU(ANC) 
AU(BNC=(AUB)IN(A UC); 
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—en fin, cualquiera que sea A 


ANA=A AUA=A 
ANg=9 AUgD=A. 


El lector podrá dibujar los esquemas correspondientes a estas distintas igual- 
dades sin que constituyan una demostración, pudiendo, sin embargo, ayudar 
a construir esta última. 

Demostremos, por ejemplo, que 


AN(BUC)=(ANB)JU(A NC) 


sea x un elemento de A N (B U C), x pertenece a A y a B o C, pertenece, 
pues, a ANBOANC; 
luego a (AN B)U(A N C). 

Sea y un elemento de (A N B) U (A N C), es un elemento de A N B o de 
A NC, en todos los casos, es un elemento de A y un elemento de B o C, 
luego y pertenece a Aya BUC,aAN(BUC) 

La asociatividad de la intersección y de la reunión nos permite definir la 
intersección de tres, cuatro... conjuntos que designaremos 


ANBnNCc AUBUC 
ANBNCND  AUBUCUD. 


Se puede en particular definir la intersección y la reunión de dos partes 
A y B de un conjunto E; se demostrará fácilmente que cualesquiera que 
sean A y B 


a tela la) 
w (,av»=([,2)n((,4). 


Se puede generalizar la notación E— A designando por B—A el conjunto 
de los elementos pertenecientes a B que no pertenecen a A, luego por definición 
B—A =B-—(A N B). 

En particular si A y B son partes de E 
B-A=BAM C ¿A 


EJERCICIOS 


1. Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B el conjunto definido por 
AAB=(AUB)—(ANB); demostrar que AAB = (A —B)U(B—A). 


2. Demostrar que si para toda parte A de E se tiene 
AUX=E [resp. ANX=A] entonces X =E. 
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Demostrar que si para toda parte A de E se tiene 
AUY=A [resp. ANY= Y] entonces Y = Y. 


3. Siendo A y B dos partes cualesquiera de E, encontrar todas las partes X tales 
que BNAX=A, y todas las partes Y tales que BUY=A. 


4. Demostrar que 


ANB=A=>ACB 
AUB=A=>BCA. 


5. Dadas dos partes propias distintas A y B, expresar todas sus respectivas posiciones. 


6. Propiedades definidas sobre un conjunto. Cuantificadores 


a) Propiedades definidas sobre E 


Dado un conjunto E y una parte A de E, llamaremos propiedad caracterís- 
tica de los elementos de A todo criterio que permita decidir para todo ele- 
mento x de E entre las dos proposiciones 


xeA, stasze(A 


Pues si p es una propiedad característica de los elementos de A, no p es 
una propiedad característica de los elementos de [,2 diremos que p es una 


propiedad definida sobre E. 
A “x pertenece a A” podemos, pues, sustituir la proposición equivalente 
“x posee la propiedad p”, que se escribe abreviadamente “p(x)”. Así escribiremos 


A=(xE| pl) 
o bien si no ha lugar a duda 
A=(x1p60) 


que se leerá: “A está descrito por los elementos de E poseyendo la propie- 
dad p”. Se escribirá, pues, 


C A=(x€E|no plx)). 
E 
Por ejemplo, el conjunto de los números reales positivos R, estará definido por 
R, =(xeR|x>0) 
el conjunto de los números reales estrictamente positivos R* se designará por 


Rt=(xeR|x>0). 


Dos propiedades características de los elementos de una misma parte A 
de E se les llama equivalentes sobre E. 
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Por ejemplo, sobre el conjunto E de los triángulos T la propiedad p «T tiene dos 
lados iguales» y q «T tiene dos ángulos iguales» son dos propiedades equivalentes. 


b) Cuantificadores 

Sea p una propiedad definida sobre E, y A una parte de E cuyos elementos 
tienen como propiedad característica p. Se pueden presentar tres Casos: 

—A no es vacío, existe, pues, al menos un elemento de E poseyendo p, 
escribiremos 


0) Gx € E)p(x) 


que se lee: “existe al menos un elemento x de E poseyendo p"W, 
—A es vacío: ningún elemento de E posee p; se podría escribir: no 
[Gx € E)p(x)]; más adelante veremos una manera equivalente de escribir esta 


fórmula. 
—A es la parte plena de E, todo elemento de E posee p, se escribirá 


Q) (Vx € E)p(x) 


que se lee “cualquiera que sea x de E, x posee p”, o más brevemente “para 
todo x de E, plx)”. 


Los símbolos 3, Y se llaman los cuantificadores; no son solamente signos 
estenográficos para las expresiones “existe al menos uno” y “cualquiera que sea”, 
sino símbolos sometidos a reglas de empleo estrictas que derivan de su signi- 
ficado y de los que daremos algunos ejemplos. 


Las fórmulas (1) y (2) traducen los enunciados verdaderos o falsos, inde- 
pendientemente del valor atribuido a x, son las aserciones (ver $ 2); se podría 
reemplazar x por cualquier otra letra y, «a, ...; se dice que las proposiciones 
expresadas por estas fórmulas no contienen a x, o bien que x es una variable. 

Repitamos que los cuantificadores definidos en este párrafo se refieren 
a los elementos de un conjunto determinado E. No indicaremos este conjunto; 
para abreviar la escritura, solamente cuando no pueda surgir ninguna ambigúe- 
dad sobre el conjunto E, se escribirá entonces 


Gp), (V 0)p(x). 
(4) Se observará que pueden existir varios elementos de E poseyendo p; si existe uno y sólo uno 
ciertos autores escriben 


(lx e EJp(x). 


(5) Esta situación se aproxima a estas que se encuentran en las notaciones siguientes: 


ó E S 
An Y a a, > an ] 10 ar 
i=1 a 


i=1 il 
(ver $$ 32, 33, 34 y 35 para las tres primeras, $ 133 d, nota 1, para la cuarta y un curso de análisis 
para la última) 


n n 


il 
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En el ejemplo siguiente esta práctica sería catastrófica: sea p una propiedad carac- 
terística de una parte propia A de un conjunto E, tenemos a la vez 
Gx e E)p(x), (Vx € A)p(x). 
La introducción de los cuantificadores permite distinguir netamente lo que se llama 
en la enseñanza elemental «igualdad» e «identidad», por ejemplo, 
(VxeR) (+ 19=x24+2x +1 
GxeR) 2x+1 =0 
igualmente 
[(WxeR)  ax+b=0 
[GxeR) ax+b=0]>ax0 o a=b 


c) Relaciones entre los cuantificadores 3 y Y 


Todos los elementos considerados se les supone pertenecientes a E. Las 


fórmulas 
(Wap) (xp) 


son proposiciones (de hecho las proposiciones particulares que hemos llamado 
aserciones, ver $ 2); busquemos su negación; tenemos 


(Vx)Jp(x) > A =(r€ E] p(x)) = E 
pues A= QZ. La negación de esta proposición es A x (2, es decir, 
“existe al menos un x de E que posee no p”. Igualmente 

Gap) >B=(xeEl pa) Y 
la negación de esta proposición es B= Y luego [,3 = E, es decir, “todo 


elemento de E posee no p”. 
Tenemos, pues, 
no [(Vx)p()] > [G x) no p(x)] 
no [G Dp(x)] > [(V x) no p(x)]. 


Estas dos reglas son muy importantes para transformar la negación de una 
proposición haciendo intervenir una propiedad, en la afirmación de una pro- 
posición haciendo intervenir la negación de la propiedad. Precisan, además, el 
lenguaje corriente que es muchas veces ambiguo; en este último la locución 
“todos los x no poseen p” podría ser interpretado por “todo + que no posee 
p” o por “todo x que posee no p”. 


d) Relaciones entre partes de un conjunto y propiedades definidas sobre 
un conjunto 


Sean dos partes A y B de E, p una propiedad característica de los elemen- 
tos de A y q una propiedad característica de los elementos d2 B. Como hemos 
dicho anteriormente “p(x)” y “q(x)” son propiedades relativas a los elementos 


de E. La proposición 
pl) = q(«) 
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se leerá “todo elemento de E que posee p, posee q”, dicho de otra manera 
AcB 
de lo que resulta 
[CV x € E) [p(x) > q(0)1] = [A = B] 
lo que justifica el término de propiedades equivalentes sobre E dadas a p y q 


en este caso: las proposiciones correspondientes px) y q(x) (relativas a los 
elementos de E) son proposiciones equivalentes. 


Tenemos igualmente 
ANB=(xeEl|p(x) y ql) 
AUB=(xeE|p(x) o q(x)). 


Podemos construir el cuadro siguiente dando las correspondencias entre las 
partes de un conjunto E y las propiedades definidas sobre este conjunto E: 


Se p(x) 
ACB a) 
AB (V x € E) [p(2) => q(x)] 
(V x € E) [p(x) > q()] 
me C,A no plx) 
( (e A)=A (Vx € E) [no (no p(x)) > p()] 
E E 
xeA MB e) y a) 
reAUB px) o ql) . 
ANB=98 (V x € E) [p(x), q(x) incompatibles] 
ANB=8 y AUB=E (Vx € E) [q(x) > no p(x)] 


Se podría prolongar aún este cuadro (transitividad de la inclusión y de la 
implicación, distributividad de la intersección con relación a la reunión, dis- 
tributividad de la conjunción en relación con la disjunción, etc.); en particular 
las reglas de dualidad enunciadas en el $ 2 corresponden a las fórmulas (1) 
y (1 del $ 5. 


Estas dos maneras de razonar, ya sobre los elementos de E, ya sobre las propiedades 
de los elementos de E, son rigurosamente equivalentes. Hasta el último tercio del siglo xIx 
los matemáticos preferían razonar en términos de propiedades más que en términos de 
elementos y conjuntos, por el reparo en emplear los conjuntos que son con frecuencia 
infinitos (N, conjunto de los puntos de un plano, etc.). Utilizaban, por otra parte, una 
noción de propiedad extremadamente vaga, que, junto con la ambigiiedad del verbo ser 
(ver $ 26) y a la de «o», entrañaban muchas veces errores en los razonamientos, en 
particular en la negación de las proposiciones. La definición precisa que hemos dado 
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de la noción de propiedad definida sobre un conjunto a partir de la noción de parte de un 
conjunto y el uso de los cuantificadores hacen desaparecer estas dificultades. 

Esta correspondencia biunívoca entre las partes de un conjunto E, y las propiedades 
definidas sobre E, muestran la equivalencia de dos puntos de vista clásicos de la lógica 
tradicional: punto de vista de la extensión (razonamientos sobre los individuos), punto 
de vista de la comprensión (razonamiento sobre fas propiedades): los matemáticos moder- 
nos han adoptado claramente el punto de vista de la extensión. 


7. Generalización de la noción de reunión de intersección 


Consideremos un conjunto E y un conjunto $ de partes E, se llama también 
una familia $ de partes de E; $ es, pues, una parte de S(E). 
Se llamará intersección*de la familia $ que se escribirá 
08 
Fe$ 


la parte de E tal que cada uno de sus elementos pertenece a todos los conjun- 
tos de $, luego 


N]E=te1WFe5)xeF). 
Fes 
Se llamará reunión de la familia $, que se designará 
Ur 
Fes 
la parte de E tal que cada uno de sus elementos pertenece al menos a uno 
de los conjuntos de $, luego 
|)E=(+16Fe5)xeF). 
res 


-Algunas familias de partes de un conjunto E tienen un papel importante: 
los recubrimientos y las particiones. 


DerINIcIÓN 1.—Un recubrimiento X de una parte A de E es una familia de partes 
de E cuya reunión contiene A. 


Esta definición puede, pues, expresarse de la manera siguiente 
(VxeA) EXEeR) xex 


DerINICIÓN 2.— Una partición $ de un conjunto E es un cubrimiento de E cuyos 
elementos (partes de E) son no vacíos y dos a dos disjuntos. 


De donde X=E con 


(WXEP)XAD y (VWX,X'E PAX HX => XNX=92) 
de lo que se deduce: todo x de E pertenece a uno y sólo un elemento de 8. 
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III. Producto cartesiano. Relaciones. Correspondencias 


8. Producto cartesiano 


Dados dos conjuntos A y B descritos, respectivamente, por el elemento x 
y por el elemento y, se llama par (x, y) o doblete un objeto tal que 


Ey=4,y=er=Y" e y=Y) 
de donde por negación (ver $ 2) 
yr yor o yy) 


x es la primera coordenada e y la segunda coordenada del par (x, y). 
Los pares (x, y) describen un nuevo conjunto llamado producto cartesiano 
de A y de B designado A X B 


AxB=((%, y)|reA, yeB) 
AXB se puede leer “A cruz B”., 


ATENCIÓN: No confundir la noción del par (x, y) y la noción de conjunto 
de dos elementos ([x, y) 


(1 yeAxB  (x, y)eS(A U B) 
en particular (x, y) = (Y, x). 


Por el contrario, si x€ A, y€B, (x, y) es un elemento de AX B e (y, x) 
es un elemento de BX A y no de A x B en general, igualmente en el caso en 
que A=B, (x, y) e (y, x) son dos elementos de AXB=AXA, que son 
en general distintos (sólo son iguales cuando x= y). En este último caso 
(A = B) se puede escribir AX A= A?, si no ha lugar a confusión (ver $ 50). 


Observemos las siguientes propiedades 
(ACA y B”cB>AxBCAxB 
AXB=Ye(A=P2 o B=QJ) 
Ax(BNC)=(AXxB)Nn(A x C) 
AX(BUC)=(A x B) U (A x C) 
(CxYD y AXC=BXC)>A=B, 


Dados tres conjuntos A, B, C, descritos, respectivamente, por x, y y 2, 
se llama triplete (x, y, z) tanto al objeto ((x, y), 2) como al objeto (x, (Y, 2)). 
Los tripletes (x, y, z) designan un nuevo conjunto llamado producto cartesiano 
de A, B, C y denotado A x B Xx C. Tenemos por convenio 


AXBxC=(AxB)xC=A x (B x C). 
Si A=B=C, se puede escribir, si no ha lugar a confusión, 
AXAXA=A?, 
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EJEMPLOS 


1. El plano de la geometría analítica es el conjunto producto R?; el espacio es 
el conjunto de los tripletes (x, y, z) de tres números reales, luego el conjunto R3, 

2. El conjunto de las homotecias del espacio, es decir, el conjunto de los pares 
(A, k), en donde A es un punto del espacio R3 y k un número real no nulo, luego un 
elemento de R*, es el conjunto producto R3x R*. 

3. El conjunto de las fracciones a/b es el conjunto de los pares (a, b), donde a 
es un entero cualquiera y b un entero no nulo; el conjunto es, pues, Z x Z*. 


9. Relación. Gráfica de una relación 


a) Se llama relación R entre x e y describiendo, respectivamente, dos 
conjuntos A y B, toda propiedad definida sobre A X B, es decir, una propie- 
dad característica de los elementos de una parte G de AXB. G se llama 
gráfica de la relación R. 

A “(x, y) pertenece a G” podemos, pues, sustituirla por la proposición 
equivalente “x e y verifican la relación R” que se designa abreviadamente 
R(x, y), así 

R(, Yo (xr, yeG, 

o bien 

G= ((x, y€A x B|Ríx, y)). 
Igualmente 

G 

no R(x, y) > (1, y) € Leds 
y de un modo más general todo lo que hemos dicho de las propiedades defi- 
nidas sobre E es válido para las relaciones entre elementos de A y de B, 
puesto que son las propiedades definidas sobre A X B. En particular si R y 
R' tienen por gráficas respectivas G y G” 


G c G' eS [Ríx, y) >R'x, y)] 
G =G'>[Ríx, y) > Rx, yl. 


En este último caso se dice que las relaciones R y R” son equivalentes. 
b) Alguna vez se consideran fórmulas como 


(VxeA) GyeB) —Rí(x y) 


que se enuncia: “Para todo x de A, existe un y de B tal que x e y verifican 
la relación R". El orden de los cuantificadores es esencial. Escribamos todas 
las fórmulas posibles (siendo x un elemento de A e y de B, tomaremos la 
notación abreviada) 


(WM (Vx) (vy RG, y) (MM (y (Vx) RG, y) 
20) Gx Ey Ray Q) Ey (Gx) R( y) 
6) Vx Ey RG, y (4 Ey (Vx) RG) y 
(5) Gv (vy RG, y) (6) (VWyY (Gx) RG, y). 


36 CONJUNTOS. APLICACIONES. RELACIONES [Cap. 1 


(1) y (1) son equivalentes, igualmente (2) y (2%. Contrariamente no es 
lo mismo para (3) y (4); tomemos, por ejemplo, A=B=N, siendo la rela- 
ción R, xr <y 


(vx) Gy x<y es verdadera 
Gy (Vx) x<y - es falsa. 


Se podrá demostrar a título de ejercicio que (5) entraña (6). 

Observemos que una vez los conjuntos A y B y la relación R escogidos, 
las fórmulas precedentes no contienen ni x, ni y: cada una de ellas es o bien 
verdadera, o bien falsa, son aserciones. En el mismo orden de ideas, la fórmula 


Ey R(, y) 


no contiene y (ver $ 6, b), los conjuntos A, B y la relación R escogidos, esta 
proposición será o bien verdadera, o bien falsa siguiendo la elección de x en 
A: es, pues, una propiedad de x; igualmente 


(Vx) R(x, y) 


es una propiedad de y, etc. Esta observación nos permitirá formar la negación 
de una aserción tal como (1), (1”, ..., (6). Consideremos (3), por ejemplo, 
pongamos 

px)>Gy R( y) 
obtendremos las afirmaciones siguientes, todas equivalentes entre sí 


no [(Wx) (y) R(x, yl] no [(Vx) pa] 
Gx) no p(x)> Gx) no [Ey) R(x, Y] 
Gx) (Vy) no R(x, y). 

Así, pues, utilizando dos veces el resultado de 6, c vemos que se obtiene la 
negación de (3) reemplazando cada Y por un 3 y cada 3 por un V, y reemplazando 
Ríx, y) por no Ríx, Y). 

Se comprobará fácilmente que la regla es general; en particular es esta 
regla la que realza el interés del uso de los cuantificadores. 

c) Se definirá una relación R(x, y, z) entre x elemento de A, y elemento 
de B, z elemento de C; como aquella que expresa una propiedad definida 
sobre A X B Xx C, es decir, es una propiedad característica de los elementos 
de una parte G de AXBXxC, G es el gráfico de la relación R. 


(6) Las fórmulas (1) y (2) podrían escribirse, respectivamente, si A=B=E 
(VA, YNeE) R(5 y), (30% y)€E%) Ríx y) 
se utilizan a menudo las fórmulas abreviadas 
(xr ye E) Roy. (Gx yeF) R(x y) 


o si no ha lugar a confusión 3 
(yx y Ry Gx y) oR( y). 


Ss 10] PRODUCTO CARTESIANO. RELACIONES. CORRESPONDENCIAS 37 


Una fórmula como la 
(Vx) Gy (V2) RG y 2) 
es una aserción, cuya negación es 
Ex (Vy (72) no RG, y, 2). 


d) Estudiaremos en fin el caso particular en que A=B = E; una relación 
entre x e y de E se llama relación binaria entre elementos de E o relación bi- 
naria definida sobre E; está caracterizada por su grafo o gráfica G, que es 
una parte de E X E. 

Por ejemplo, la igualdad x« =y es una relación binaria definida sobre un 
conjunto E cualquiera, su grafo A se llama la diagonal de EXE, A está 
descrito por los pares (x, x), describiendo x el conjunto E. 

Si una relación definida sobre E es verdadera para todo par (x, y), se dice 
algunas veces que es una identidad, su grafo es E X E. 


Una relación binaria definida sobre E es 


—reflexiva si (Vx) Ríx, x) 

— simétrica si (Vx y») [Ry => RO, 2] 

— antisimétrica si : (Vx, y) [R(x, Y) y RO] <=> x=y 

— transitiva si (Vx, y», 2) [R(x, y) Y RO,z2] => R(x, z). 
EJERCICIOS 


1. Caracterizar las propiedades de los grafos de las relaciones binarias definidas 
sobre E que tengan una de las propiedades precedentes (reflexividad, simetría, etc.). 


2. Se consideran las relaciones siguientes definidas sobre N 
xX<Y *—Y=P X+y=Pp (p entero natural dado). 


Determinar las propiedades de estas distintas relaciones, así como su grafo, 


3. Iguales preguntas para cada una de las relaciones definidas sobre E = (1, 2, ..., 10): 
x divide a y, x e'y primos entre sí. 


10. Correspondencia entre elementos de un conjunto A y elementos de un 
conjunto B 


a) Sea R una relación entre x elemento de A e y elemento de B, sea G 
su grafo; se llama correspondencia entre A y B el triplete (A, B, G). A es el 
conjunto de salida, B el conjunto de llegada, G el grafo de la correspondencia. 
Se llama corte según x el conjunto de los elementos y de B tales que los 
pares (x, y) pertenecen a G, igualmente corte según y el conjunto de los ele- 
mentos x de A tales que los pares (x, y) pertenecen a G. 

El conjunto de definición de la correspondencia (A, B, G) es el conjunto X 
de los elementos x de A tales que los cortes según x no sean vacíos; el con- 
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junto de los valores de la correspondencia es el conjunto Y de los elementos 
y de B tales que los cortes según y no sean vacíos. Luego 


X=(x|GyeB) (1, y)€G) 
Y=(y|(GxeA) (x, y eG). 


Se dice también que para todo x de X la correspondencia está definida y 
que todo Y es un valor tomado por la correspondencia. 

Estos diferentes conjuntos están “figurados” en la figura 5, el corte según 
x=a es no vacío, igualmente el corte según y= b, los cortes según x=a' 
e y =b' son vacíos. 


Fic. 5 


b) Una correspondencia da origen a dos familias “de ecuaciones” 
(D R(, ) (Q) Ría, y). 


Resolver (1) es buscar el corte según y = b, los elementos de este corte 
(elementos de A) son las soluciones de (1). Lo mismo para (2) las soluciones 
son los elementos del corte según x =a. 


Fic. 6 
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c) Una correspondencia (A, B, G) es funcional en relación con la segunda variable 
si, cualquiera que sea x de A, existe un elemento único y EB tal que (x, y) EG. Dicho de 
otra manera, el conjunto de definición es idéntico al conjunto de salida y todos los cortes 
según x contienen un elemento único. La siguiente sección se va a dedicar al estudio de 
estas correspondencias particulares y muy importantes. 

Cuando la correspondencia es funcional respecto a las dos variables: 

Para todo x EA, existe y única de B, tal que (x, y) EG. 

Para todo y EB, existe x única de A, tal que (x, y) EG. 

Se dice que es una correspondencia biunívoca entre A y B. 


EJERCICIO 
A=B=R se considera las correspondencias definidas por las relaciones 
xX*=y snx=y *<y Y3=y *2+yY=1 
determinar para cada una de ellas los cortes según x= a, según y= b, su conjunto de 


definición, su conjunto de valores. Determinar las que son funcionales en x, las que son 
funcionales en y. 


IV. Aplicación de A en B 
11. Noción de aplicación (o de función) 


Dados dos conjuntos A y B, una aplicación f[ de A en B es una correspon- 
dencia entre un elemento de A y un elemento de B, funcional con relación a este 
elemento de B. 


Dicho de otra manera: 


Cualquiera que seu el elemento x de A la aplicación f hace corresponder 
a x un elemento único y de B. Se dice que f aplica A en B o también que f 
es una aplicación de A en B. 

La palabra función es sinónima“ de la palabra aplicación; se dice que 
la función f está definida en A y toma sus valores en B. 

A es el conjunto de salida o conjunto de definición de f, B el conjunto 
de llegada de f. 

x elemento arbitrario de A es la variable o el argumento de la función. 
El elemento único y de B que corresponde a x se designa f(x); es el valor 
de la función en x o la imagen de x por f, se lee “f de x”. 

La gráfica de la aplicación o de la función f es la parte A X B definida por 


G=((x, ye Ax Bly= f(x). 


Notaciones. — Se escribe 


f: A>B o aba 


(7) El uso hace que se emplee principalmente a ES «función» cuando el conjunto de llegada 
es un conjunto de «números», es decir, una parte de R o C, pero esta regla no es general. 
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que se lee: “f aplica A en B”. Se escribe igualmente 
(VreA) x>y=f(x)€B 
o simplemente 
>y o x> f(x) 
cuando no da lugar a confusión; se lee “x da y por f” o “x tiene por imagen 
y por f” o “f envié x sobre y”. 
En lugar de f(x) se escribe en ciertos casos f,, que se lee “f índice x”; 
volveremos a tratar esta cuestión de índices en $ 17. 
Una aplicación es, pues, un triplete f=(A, B, G), dos aplicaciones 
f=(A, B, G) y f =(A', B', G”) son, pues, iguales si y sólo si 
A=A B=B  G=G;, 
es decir, si tienen el mismo conjunto de salida, igual conjunto de llegada y si 
(VxeA) fl) =8) 


se escribe entonces f= 8. 
Serán desiguales (f  g) si al menos una de estas condiciones no se cumple. 
En particular si A=A'” y B=B', f + g es equivalente a 
GxeA) (0) 8(0). 


El conjunto de todas las aplicaciones de A en B es un nuevo conjunto 
designado S(A, B). 


OBSERVACION 


Cuando no ha lugar a confusión hemos indicado que se puede decir «sea la aplicación 
(o la función) f:x—f(x)»; por el contrario, la expresión «sea la función f(x)» es un 
abuso de lenguaje grave; en efecto, 


Í)eB  feS(A, B). 


Esta confusión entre el valor de una función en x y la función f, demasiado frecuente, 
es la causa de múltiples errores. 

Así no se debe decir «la función cos x», sino 

—la función x => cos X; 

—o la función coseno. 


12. Ejemplos 


a A=B=R (a, L, c reales). 


x>ax +b, x>ad+bx+c, *—>sen x 
x>fíx) con f(x3=0 si xeQ y f(0)=1 si xQ 
son funciones definidas en R y con valores en R. 
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A=[—1, +1]cR, B=R, x>Y1—x3? es una función definida en 
[— 1, +1] y con valores en R. 

De una manera general se llama función numérica real toda aplicación de 
un conjunto E en R, y función numérica real de variable real toda aplicación 
de una parte de R en R. 

b) Las “transformaciones geométricas punto a punto del espacio” son apli- 
caciones del conjunto R? en sí mismo; por ejemplo, las traslaciones, rotacio- 
nes, homotecias de razón k x 0, etc. 

La inversión 1(0, k 0) es una aplicación de Ri—+(0) en sí mismo. 


c) La aplicación f de A en B definida por 
(VxeA)  f)=b 
es una función constante (donde b es:un elemento particular de B). 
La aplicación f de A en A definida por 
(VxeA) f)=x 
es la aplicación idéntica de A, o identidad de A; se le designa id,. 
Si A c B, la aplicación f de A en B tal que 
(Vxe A) (0) =x 
es la aplicación canónica de una parte A de B en B. 


d) Si el conjunto de salida es el producto cartesiano A X B y el conjunto 
de llegada es C, la aplicación 
f: AXB>C 
definido también por 
(y >2=Í(x, y) 


se la llama función de dos variables, o de dos argumentos x, y. 

Así la aplicación de A X B en A definida por (x, y) >x es la función: pri- 
mera coordenada designada pr, Se definirá igualmente pr,; en consecuencia, 
se tiene 

práx, y =x prix, y)=y. 

A partir de una aplicación f de A x B en C, se puede definir una familia 
de aplicaciones de A en C: supongamos y fijo, la aplicación de A en C defi- 
nida por 

x>fíx, y) 


depende de y; se le llama la aplicación parcial definida por f relativa al valor 
y del segundo argumento; se le designa f, o f(., y). Se tiene, pues, 


f:A—=>C co /()=f, ». 
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Se definiría de manera semejante f, o f(x, .) que es una aplicación de B 
en C relativa al valor * del primer argumento; se tiene, pues, 


Y > Í4Y) = f(x, Y). 
e) Sea E un conjunto y A una de sus partes; la aplicación p, de E en 
£0, 1) definida por 
xeA pax) =1 
xeE—-A  qix)=0 
se llama función característiga de la parte A de E. 
Es una aplicación parcial de la aplicación y de E X 8(E) en (0, 1) defi- 
nida por 
(A AO EE —ÑA. 


EJERCICIO 
Demostrar que, siendo A y B dos partes de E no vacío, para todo x de E 
PAX) = 1 —pa(x) 
Qa(x) = pg(x) > A =B 
Pana) = 900P 0) 
Paya) = 9,00 + Pa) — eLo. 


13. Imágenes e imágenes recíprocas de subconjuntos 


Sea f una aplicación de A en B y X una parte de A, se llama imagen de X 
por f y se escribe f(X) el subconjunto de B definido por 


(0%) = (f(x) |xeX); 


dicho de otra manera, f(X) se halla descrito por f(x) cuando x describe X. 
En particular, f(A) se llama la imagen de f, es un abuso de lenguaje por: 
la imagen del conjunto de salida de f por f, se la designa algunas veces Im f. 
Siendo Y un subconjunto de B, se llama imagen recíproca de Y por f y se 
escribe f-(Y) el subconjunto de A definido por 


PD) = (+10) € Y). 


Observemios que f(X) es vacío si y sólo si X es vacío. Por el contrario, 
f-(Y) puede ser vacío sin que Y lo sea, por ejemplo, si existe Y no vacío 


tal que 
Y cB—f(A). 


Si X=(x), Á(X) tiene un solo elemento, es el conjunto [f(x)), es una 
parte de B, mientras que f(x) es un elemento de B. Contrariamente, f-((y) 
puede ser vacío o contener varios elementos; con un abuso de notación, se 
le designa f-y). 
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Por ejemplo, sea f: R—R, f(x) = sen x 


1 Tr Sm 
HI) =9, m(7)-P+20 ART] dez. 


Se demostrará a título de ejercicio los resultados siguientes, si X, y Xz 
son dos partes de A e Y, e Y, son dos partes de B 


(0) X cx >f(X) c AX) (1) Y CY. >f UY) c PY) 

(2) (MX UX)=fAXDUAX)  Q) FPUY, UY) =PFUY) U FAY) 
86) (ANX)CR)N(AS) 6) FMANY)I=FUY)N FAY) 
(4) PUNA) > X (4) UV) e Y. 


Se observará en particular los resultados (3), (4) y (4'). Para estos tres 
casos, los ejercicios 2 y 3 del $ 14 darán una condición necesaria y suficiente 
para que la inclusión sea reemplazada, bien por la inclusión estricta, bien por 
la igualdad. 


EJERCICIO 
Con la ayuda de la función pri: E, X E,>E;, dar un ejemplo en el que 


(AN XD AX) N 1). 


Cuando A = B se pueden producir algunas particularidades: 

Si f(X) c X, se dirá que X es una parte estable por f. 

Si (X)=X, se dirá que X es una parte invariante por f. Un elemento 
x de A tal que f(x) =x se dice invariante por f. 

Para una parte X invariante, se distinguirá una parte X descrita por elementos in- 
variantes de una parte en la que no todos los elementos son invariantes (parte globalmente 
invariante). Por ejemplo, en la inversión plana 1(O, R?) para el círculo (O, R) cada 
punto es invariante, mientras que todo círculo que es ortogonal al círculo (O, R) es 
globalmente invariante. 


14. Suprayecciones. Inyecciones. Biyecciones. Aplicación recíproca de una 
biyección 


a) Dada una aplicación f de A en B e y un elemento de B, surgen dos 
preguntas: 

1% f-(y), ¿es vacío o no? 

2. Si f (y) no es vacío, este subconjunto de A ¿Contiene uno o varios 
elementos? 

Conocemos la respuesta de la primera pregunta (si A YD) 


ye (Me > D, 


lo que nos permite definir una clase particular de aplicación: 
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DerinicióÓN 1.—Una aplicación f de A en B es suprayectiva, o también es una 
suprayección si y sólo si 


F(A) =B. 


Se dice también que f es una aplicación de A sobre B. 


Si f es suprayectiva para todo y de B, f-(y) no es vacía, se dice también 
que f transforma A en B. 

En cuanto a la segunda pregunta, para y perteneciente a f(A), nos lleva 
a definir una clase particular de aplicaciones, aquellas tales para las que 
cuando f-(y) es no vacío, contiene uno y sólo un elemento: 


DeriNICIÓN 2.— Una aplicación f de A en B es inyectiva o también es una inyección 
si y sólo si 
(Vx, EA) [1600 =/(%) => x=Y] 
o también si y sólo si 
Wx vea) [xx => SOS). 


DerinicióÓN 3.—En fin, una aplicación de A en B es biyectiva, o bien es una 
biyección de A sobre B, si es a la vez suprayectiva e inyectiva, Se dice también que es 
una aplicación biunívoca de A sobre B. 


b) A toda aplicación f de A en B y a todo elemento hb de B corresponde 
una ecuación (ver $ 10 b), es decir, la propiedad de x 


f(x) =b 


verdadera para ciertos elementos x de A y falsa para los otros. Estos valores 
de x, que son los elementos de f-“(b) son las soluciones de la ecuación; 
encontrarlas es resolver la ecuación. 


Las definiciones precedentes nos permiten presentar la discusión siguiente: 


f cualquiera : bef(A): al menos una solución, 
Déf(A): ninguna solución. 


f suprayectiva : cualquiera que sea b: al menos una solución. 


f inyectiva : bef(A): una única solución, 
béEf(A): ninguna solución. 
f biyectiva : cualquiera que sea b: una solución única. 
Teorema. — La aplicación | de A en B es biyectiva si y sólo si la ecuación f(x) = y 


tiene una única solución cualquiera que sea y de B. 


c) Supongamos f biyectiva; cualquiera que sea y la ecuación y = [(x) tiene 
una solución única; designémosla por x= g(y), definamos así una aplicación 
de Ben A 


g B>A y>x= gy) 
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que es visiblemente biyectiva, pues 
y=((X)>x= ay. 


La aplicación g se llama aplicación recíproca de la aplicación biyectiva f, 
se la designa f-!, lo que no presenta ningún inconveniente, pues la equi- 
valencia anterior muestra que g(Y) = f-(Y). 

Una biyección y su recíproca pueden representarse 


f 
AzeB 
fa 
por otro lado, 
(Vxe A)(VyEeB) [y = (0) x= f-y9)]. 


OBSERVACIONES 


1. Algunos autores llaman función inversa a la función recíproca de una biyección. 
Esta costumbre se debe desechar, pues si f es, por ejemplo, una' aplicación de A en R* 
la inversa de f es la aplicación definida por x= 1/f(x). 

2. No se confundirán las fórmulas f-(Y) y f-1(y) utilizadas en todos los casos (ima- 
gen recíproca de Y, o de y por f) y la fórmula f-! utilizada únicamente cuando f es 
biyectiva. 

3. Se puede considerar la aplicación F de S3(A) en 3(B) definida por 


XCA  F(X) =Í(X) 


que se llama extensión de f a los conjuntos de las partes de A y de B y la aplicación G 
de $(B) en 8(A) definida por 


YCcB  G(Y)=f1UY). 


Ciertos autores representan F y f con el mismo símbolo, así como G y f-!; desgraciada- 
mente en general, F y G no son biyectivos (ver filas 4 y 4” del $ 13 y ejercicio 2 a 
continuación) y F y G no son recíprocas una de otra. Nosotros no haremos esta asimi- 
lación y nos limitaremos a las fórmulas definidas en el $ 12 y recordadas en la observa- 
ción 2 más arriba. 


EJERCICIOS 


1. Entre los ejemplos dados en el parágrafo 11, determinar las aplicaciones que son 
suprayectivas, inyectivas, biyectivas. Determinar las aplicaciones recíprocas de las bi- 
yecciones. 

2. Demostrar que 

[cualquiera que sea XA, X= f-(H(X)) =X]>/ es inyectiva 
[cualquiera que sea Y CB, Y' = (UV) = Y] > f es suprayectiva. 


Dad ejemplos en que 
NX E AY 
3. Demostrar que . 
[cualquiera que sean X, y X, de A,  AX¡N X) = HX) N [(X)] >f es inyectiva. 
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15. Composición de aplicaciones 


a) Sean tres conjuntos A, B, C distintos o no y dos aplicaciones f de A 
en B y g de B en C definidas por 


:>y=((%) y>2=84) 
se puede definir una aplicación h de A en C por 
(VxeA)  2=hHx)= glf(x)); 
h es la aplicación compuesta de g y de f y se representa gof, luego 
(VxeA)  glf(x)) =(g0f)(x). 


Esta operación, que asocia a toda aplicación f de S(A, B) y 2 de $(B, C) 
una aplicación determinada gof de S(A, C), se llama “composición de las 
aplicaciones”; puede ser representada por uno de los diagramas siguientes: 


B f g 
TN ASB>C 
A 6 ==> 
gof fog 
Dado el diagrama 
pul 
? Y 
8 
=> F 


se dice que este diagrama es conmutativo si y sólo si f'op=yof. 


EJEMPLOS 


1. SIA=B=C=R, gof es la aplicación llamada «función de función» en matemá- 
ticas elementales. 

2. SiA=B=C=E, E espacio de la geometría elemental, f y g dos transformaciones 
puntuales de E (desplazamientos, homotecias, etc.), gof es el «producto» de las dos 
transformaciones puntuales f y g. 


OBSERVACIONES 


1. En la notación gof, g escrito primeramente es la aplicación efectuada en segundo 
lugar, análogamente f escrita en segundo lugar es la aplicación efectuada en primer lugar, 
se dirá que g es la aplicación de izquierda y no la primera aplicación, que daría lugar a 
confusión, igualmente f será la aplicación de derecha. 

2. En lugar de aplicación compuesta, se emplea algunas veces (ver ejemplo 2 más 
arriba) el término de aplicación producto; en general esta expresión no se debe usar(8), 


(8) Se podrá decir en rigor «producto» cuando no haya lugar a confusión; por ejemplo, «producto 
de dos traslaciones, de dos desplazamientos...» o producto de dos permutaciones de un conjunto 
(ver 5 85), 
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pues si A=B=C=R, por ejemplo, se llamará aplicación producto (ver $ 54) de g y / 
la aplicación p definida por 
(vxeR)  p(x)= g00/(). 
Así si 
g(x) = sen x 
go)) (x) = sen (12) 
p(x) = x2 sen x 


naturalmente Ax p. 
b) Sean cuatro conjuntos A, B, C, D y tres aplicaciones definidas por el 
diagrama siguiente 
f g h 
A>B>C>D. 
Comparemos (ho g)of y ho(gof); observemos antes que 
hoge5(B, D)>(hog)ofe 5(A, D) 
gofes(A, C)>ho(gof)e5(A, D). 


Compararemos los valores de (hog)of y ho(gof) para todo valor de A 


[(ho g)0f] (+) = (ho 8) [01] = RE) 
[ho(g0f)] (x) = h[(g0N ()] = Hglf60) 


luego estas dos aplicaciones, teniendo el mismo conjunto de salida A y el mismo 
conjunto de llegada D y tomando el mismo valor cualquiera que sea x de A, 
son iguales 


(hog)Jof=ho(g0f) 


se expresa esta propiedad diciendo que la composición de las aplicaciones cs 
asociativa; se puede representar esta asociatividad por el diagrama siguiente 


hogof 


y se escribirá simplemente 
(hog)Jof=ho(gof)=hogof. 
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c) Observemos que para que gof tenga un sentido, es suficiente que 
conjunto de llegada de f = conjunto de salida de g, 


luego en particular si A=C, gof y fog, aunque tienen sentido al mismo 
tiempo, éste es tal que 


gofes(A, A)  foges(B, B), 


luego finalmente la cuestión relativa a la conmutatividad de la composición de 
las aplicaciones no surgirá, en el caso estudiado, más que cuando A=B=C, 
Un contraejemplo nos mostrará que en general gofxfog, sea, 
A=B=C=R y 
(0) =x* 2(x) = sen x 
h,=g0f h=fo08 
hi(x) = sen (1%) — hAx)= (sen xY 
Sea f una biyección de A en B (B distinto de A) y f”! la aplicación 
recíproca de f, vemos que 
1 fa 
A>B>A B>A>B, 
es decir, 
frof=id  fof”* = id. 
d) TEOREMA. —Si f y g son suprayectivas (resp. inyectivas) gof es suprayectiva 
(resp. inyectiva). 
Si f y g son biyectivas, gof es biyectiva y 


(go fl = toga 
Escribamos 
f: AB, g: B>C, h=gof: A>C 
x>y= (1) >2 = g(y) = Mx). 
Supongamos f y g suprayectivas para todo z de C 
GyeB) 2=g(Y) 
y So(reA) 2=hx) 
GxreA) y= f(x) 


luego h es suprayectiva. 
Supongamos f y g inyectivos 


Mx) = HH) e gy) = 8) > y =y' 
y=y efo=fM>r=xw 


luego Rh es claramente inyectiva. 
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Si f y g son biyectivas, análogamente gof; cualquiera que sea z de C 
z=(80/)(x) = 81(0)] > (1) = g (2) > =fMg"(2)) 
luego 
Eop=fog”. 
e) Siendo f una aplicación de A en A se puede escribir 
f=f f=1fof..fi=furof 


se dice que f, es la iterada n-ésima de f (n entero estrictamente positivo). 
Si, además, f es biyectiva, se escribirá (n entero estrictamente positivo) 


fo=idx fan = (e 
OBSERVACION 


Se escribe algunas veces f” en lugar de f,, pero esta notación puede confundirnos en 
algunos casos; por ejemplo, si A=R (ver observación 2 más arriba). 


EJERCICIOS 


1. Sea f:A—>B y g:B—>C, mostrar que gof inyectiva => f inyectiva, y que gof 
suprayectiva => g suprayectiva. 

2. Siendo f, g, h aplicaciones de A en A, mostrar que fog=foh=>g=h si y sólo 
si f es inyectiva, y que gof=hof=>g=h si y sólo si f es suprayectiva. 

3. Sea/: A—B y g y h dos aplicaciones de B en A tales que gof= id,, foh = idy, 
demostrar que f es biyectiva y que g=h=f-l. 

4. Dados tres conjuntos A, B, C, si existe una biyección f de A sobre B (resp. g 
de B sobre C) para toda aplicación h de A en C, existe g de B en C (resp. f de A en B) 
tal que gof=h. 

5, Teniendo f por espacio de salida A y teniendo g por espacio de salida B, deter- 
minar las condiciones necesarias y suficientes verificadas por A, B, f(A), g(B) para que 
las aplicaciones gof y fog existan simultáneamente. 

6. Siendo f una aplicación de A en A demostrar que las propiedades siguientes son 
equivalentes: 


a) [es biyectiva y f= f-!; 

b) fof=idy 

Se dice entonces que f es involutiva. 

Entre las aplicaciones siguientes buscar las que son involutivas 


A=R HKx) =ax +b 
a d ax+b 

A=R ] » ' 2) = (c 0). 
e c ex+d 


16. Restricción y prolongación de una aplicación 
Siendo f una aplicación de A en B y X una parte de A, se llama restricción 
de fa X la aplicación g de X en B definida por 
(VxeX)  g(x)=Í(x) 
f es una prolongación de g. 
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Se representa algunas veces g por los símbolos fx o f|X. 

Si la restricción de una función está bien determinada por el conocimiento 
de f y X, no ocurre lo mismo con las prolongaciones: siendo g conocido, 
una prolongación f de g tiene sus valores bien determinados en X; por el 
contrario, en A—X sus valores son arbitrarios. 

Siguiendo el-mismo orden de ideas, siendo f una aplicación de A en B 
e Y una parte de B tal que f(A) c Y, se puede considerar la aplicación h 
de A en Y definida por h(x)= f(x) para todo x de A, que se le denomina 
aplicación con valores en Y inducida por f. 

Es frecuente que, por abuso de notación, se representen todas estas apli- 
caciones por la misma letra f, no sin inconvenientes; consideremos, por ejemplo, 


f: R>R Í(x) = sen x 
TOT 

E [2 +] >R 81) = sen x 

h: R>[-—1, +1] h(x) = sen x 

k [|55)=t-s +1] Kk(x) = sen x 


Estas cuatro funciones no son iguales (sus conjuntos de salida y llegada 
respectivos no son los mismos); por otra parte, no tienen las mismas pro- 
piedades: 

f no es ni suprayectiva ni inyectiva. 

g es inyectiva y no suprayectiva. 

h es suprayectiva y no inyectiva. 

k es biyectiva. 


Por el contrario, toman las cuatro el mismo valor para todo x de 


Tm r o 
==, +=|; de una manera general diremos que dos aplicaciones 
23 a 


f: A>B g: C>D 
coinciden sobre una parte común X de A y de C si 
(VreX) (0) =8l0), 


naturalmente esto supone también que BN D no sea vacía y contenga f(X). 
T 
a 


, is T 
Las cuatro funciones f, g, h, k coinciden sobre == > ] , no las con- 


fundiremos, pero para simplificar designaremos su valor común en x* por sen «. 

De manera general, se puede deducir de toda aplicación f de A en B una 
aplicación suprayectiva g que coincide con f sobre A, la g: A>f(A) defi- 
nida por 


(Vxe A) (0) = fla) 
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si, además, f es inyectiva, g será biyectiva. Se observa que si ¿es la inyección 
canónica de f(A) en B (ver $ 12 b), se tiene f=:0g, fórmula que se puede 
representar por el diagrama 
A) 
y FC E 
A ———> B 


ES 


f una aplicación cualquiera; g, suprayectiva; ¿, inyectiva canónica. 

En fin, si A=B y si X es una parte estable de A por f, es decir, si 
f(X) c X, llamaremos aplicación inducida sobre X por f, la aplicación g de 
X en X que coincide con f sobre X. 


17. Notación de índices. Familia de elementos. Familia de partes 


Hemos dicho que se utilizaba algunas veces en lugar de la notación f(x), 
la notación por índice f, (ver $ 11). Se dice entonces que la aplicación f: I>E 
define una familia de elementos de E con índices pertenecientes al conjunto 1 
que se llama conjunto de los índices; en lugar de la notación ¡->4, se 
emplea a menudo la notación 

(die 


si JcI el conjunto (4,),g, es una subfamilia de (a,),¿,; se dice también 
familia extraída de la familia (a) (¡€ D. 

Si el conjunto de los índices es un producto cartesiano IX J, se define 
una familia doble 


Mayer 


Dado un conjunto E podremos definir la noción de familia de las partes 
de E con índices; escribiremos 


(ADier 


Hemos definido $ 7 la intersección y la reunión de una familia de par- 
tes de E, para una familia con índices, tendremos 


Na=twien xa) 


sel 
Ua=(w3ieD reas). 
el 


El conjunto de las A, cuando ¿ describe I será un recubrimiento de F 
parte de E (ver 8 7), si y sólo si 


FeUa. 


¡el 
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La- aplicación ¿—> A; siendo inyectiva, el conjunto de las A, recubrimiento 
de E, cuando ¿ describe 1 será una partición de E si y sólo si (ver 87 
(vieD A xYg 
(Vi.PeD [41 > A4MAr=9], 
es decir, todo x de E pertenece a una y sólo una parte A; 


OBSERVACION 


Si ¡—>f(i) = a, se comete alguna vez el abuso de lenguaje que consiste en llamar 
familia (a,),¿, no a la aplicación f: 1—>E, sino a la imagen de f, es decir, al conjunto (1). 


y 


V, Relaciones de equivalencia 


18. Definición. Clases de equivalencia. Conjunto cociente 


a) DrerinicióN. — Una relación binaria R entre elementos de un conjunto E es una 
relación de equivalencia si es reflexiva, simétrica, transitiva. 


Se escribirá 
x =Y (mod R) 


que. se. enuncia -“x e y son equivalentes —o congruentes— módulo R”, o bien 
“x es equivalente —o congruente— a y, módulo R”. Luego si R es una relación 
de equivalencia, tenemos (ver $ 9, d) 


(VxeE) x =x (mod R) 
(Vx, eE) [x= y (mod R) => y=x (mod R)] 
(Vx, y, 7 eE) [(x=y (mod R) e y=z (mod R) => x= z (mod R)] 
b) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Demostrar que las relaciones siguientes son relaciones de equivalencia: 

1. En E, x= y (igualdad, o identidad). 

2. En E, x = y cualquiera que sean x e y de E (equivalencia absoluta). 

3. En Z, siendo p un entero estrictamente positivo la relación «p|x—y», es decir, 
«p divide x— y». Se le llama congruencia módulo p. 

4. En R la relación «existe un entero racional k tal que x—y= 2km». Se le lama 
congruencia módulo 21. 

5. En el espacio E de la geometría elemental el paralelismo de las rectas (resp. de 
los planos), considerando por convenio que una recta o un plano es paralela a ella 
(o a sí mismo). 

6. Siendo L el conjunto de los vectores ligados del espacio de la geometría elemental, 


—> — 
la equipolencia, es decir, la relación «A'B” se deduce de AB por una traslación». 
7. Siendo L el conjunto de los vectores ligados del espacio de la geometría elemen- 


—+ — — 
tal, la relación «A'B” se deduce de AB por una traslación paralela a AB». 
8. Si f es una aplicación de A en B, la relación definida en A por f(x) = f(x. 
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c) Clases de equivalencia módulo R. Conjunto cociente 


Si R es una relación de equivalencia definida sobre E, se llama clase de 
equivalencia, módulo R, toda parte de E descrita por todos los equivalentes 
a uno de ellos x, se le designará Y, se dirá que x es un representante de la 
clase Y. 

Todo x” equivalente a x módulo R pertenece a x; luego x” c x; como la 
relación x=" (mod R) es simétrica, se tiene también x cx”; finalmente 


[x =xv (mod R)]>x3=*. 


Consideremos dos clases de equivalencia módulo R, + e Y; o bien son 
disjuntas, o bien existe z de E tal que 


zE% y z€y, 


luego z es equivalente, módulo R, a x y a y y en virtud de la transitividad 
x e y son equivalentes, módulo R; luego las clases x e y se confunden; 
por tanto: 


TEOREMA. — Dos clases de equivalencia, módulo R, son disjuntas o confundidas. 


Por otro lado, todo x de E pertenece al menos a una clase x (aquella que 
representa) y a una sola, puesto que dos clases son disjuntas o confundidas; 
en fin, ninguna clase es vacía, puesto que x contiene al menos a x, luego el 
conjunto de las clases módulo R es una partición de E. 

Recíprocamente, sea $ una partición de E (ver 8 7 y $ 17), la relación 
“x e y pertenecen al mismo elemento F de la partición” es visiblemente una 
relación de equivalencia definida sobre E, luego: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dada una relación de equivalencia R definida sobre un con- 
junto E, el conjunto de las clases de equivalencia, módulo R, es una partición de E. 
Recíprocamente, toda partición de E define una relación de equivalencia sobre E. 

El conjunto de las clases de equivalencia de E, módulo R, se llama conjunto cociente 
de E por la relación de equivalencia R y se designa E/R. 


Siendo las clases de equivalencias partes de E son los elementos de $(E), 
E/R es, pues, una parte de $(E), luego un elemento de S(S(E)) 


xex £cE ie8(E) 
*eE/R E/Rc8(E) E/Re8(S(E)). 


Consideremos la aplicación de E en E/R definida por x>x; por definición 
del conjunto E/R es suprayectiva, se le llama la suprayección canónica de E 
sobre E/R. 


OBSERVACION 


Sobre el término «representante» de una clase de equivalencia. 
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Si % comprende más de un elemento, la noción de representante no es una noción 
canónica. Pero puede ocurrir que haya un representante privilegiado determinado por una 
condición natural: 


1. Por ejemplo, en Z para la relación p|x—y (p> 0), para todo x existe q y r 
únicos (ver $ 36) tales que x=pg+r y 0<r<p se tiene ¿=r re(0, 1, 2, ..., p—1) 
y r es único. 

2. Análogamente en R para la relación sen x= sen y existe un x, único tal que 


ES nr 
Sh y ml 3 lb 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
Verificar la tabla siguiente dando las clases de equivalencia y los conjuntos cocientes 


relativos a los ejemplos anteriores y las denominaciones de algunas de estas clases y de 
estos conjuntos cocientes. 


Conjunto E Relación R Clases módulo R Conjunto cociente E/R 
E 
1 E x = y (identidad) JE (6), ...] eS(8(E)) 
2 BE Equivalencia absoluta] E e 8(E) (E) € 3(8(E)) 
3. z p|x—y Enteros módulo p Z/pZ 
4 R (GkeZ) x—y= Números reales mó- 
dulo 27 R/21Z 
5. Rectas del espacio, Paralelismo Dirección de recta Conjunto de todas las 
direcciones de recta 
Planos del espacio | Paralelismo Dirección de plano Conjunto de todas las 
direcciones de plano 
6. Vectores ligados | Equipolencia Vector libre Conjunto de los vec- 
del espacio SS | tores libres 
7. Vectores ligados ¡A'B' se deduce de AB] 
del espacio | por traslación di Vector deslizante Conjunto de los vecto- 
| ro res deslizantes 
lela a AB 
8. E f: ESF A) HUY, ...) y eE) 
1) = f(x) 


a | 


Cuando hayamos definido Z (estudiaremos con detalle la relación p|x—y (ver 8 64, 
c)) explicaremos en el $ 75 la notación Z/pZ. Por otro lado, la medida de un ángulo 
es un número real módulo 27. 


19. Compatibilidad de una relación con una relación de equivalencia 


a) Una relación de equivalencia sobre E presenta un mayor interés cuando 
conserva para a” equivalente a x, módulo R, ciertas de las propiedades de x- 
de donde las siguientes definiciones: 
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1. Una propiedad P definida sobre E es compatible con una relación de 
equivalencia R definida sobre E si 


(Vx,x) [(0 y R(Gx,x) => P(x)]. 


2. Una relación binaria S definida sobre E es compatible respecto a x 
(resp. a y) con una relación de equivalencia R definida sobre E si 


War.» [(S,) y RG, x) => Sr, y] 
respectivamente, 
Wx»y) [(S, y») y RO, y) => Síx, y)]. 


3. Una relación binaria S definida sobre E es compatible con una relación 
de equivalencia R definida sobre E si 


(Vx, y», x,y) [(S(r, Y) y R(x%,x) y RO, y) => S(*, y)]. 
b) En particular, dada una aplicación | de E en F, la relación 
K) =1(*) 
es una relación de equivalencia definida sobre E y 


ly=f) y  fo=f01=y=10) 
de donde: 


“TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dada la aplicación f de E en F, la relación y= f(x) es 
compatible respecto a x con la relación de equivalencia f(x) = f(x"); esta relación se llama 
relación de equivalencia asociada a la aplicación f. 


Esto nos permitirá factorizar de una manera canónica toda aplicación. 
Hemos dicho anteriormente (8 16) que f=:0g, siendo g la suprayección 
de E sobre f(E) que coincide con f sobre E e i la inyección canónica de 
f(E) en F 

1(0) =1(4) e gla) = g(x) 


sea R la relación de equivalencia asociada a f (de E en F) o a g (de E sobre 
f(E)). Designemos por x la clase de equivalencia, módulo R; si se pone 
y = f(x) = g(x), í no es otro que f-'(y), si se considera la suprayección canó- 
nica s (ver $ 18) definida por x—>s(x)=x de E sobre E/R, cada clase 
x= f-(y) corresponde biunívocamente a y elemento de f(E); dicho de otro 
modo, 

g=bos 


siendo b la biyección de E/R sobre f(E) definido por x-— b(x) = y, tenemos 


s b i 
E>E/R >f(E) >F 
rai >Yy >y 
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es decir, 
f=iobos, 


fórmula que se puede representar por el diagrama 


f 
E >F 
sy Ri 
E/R > Í(E) 
b 


s suprayección canónica de E sobre E/R. 
b biyección canónica de E/R sobre f(E). 
i inyección canónica de f(E) en F. 


Conclusión. — Las consideraciones desarrolladas en este párrafo y el pre- 
cedente muestran que, para un conjunto E, definir: 

—una partición de E, 

— una relación de equivalencia R sobre E, 

—una aplicación de E en un conjunto no vacío cualquiera F 
son tres aspectos de una sola noción: se trata de descomponer siempre E 
en subconjuntos no vacíos tales que cada elemento de E pertenezca a uno 
y sólo a uno de estos subconjuntos. 


EJERCICIOS 


1. Siendo f una aplicación de E en F, demostrar que hay sobre E relaciones de 
equivalencia S distintas de la f(x) = f(x”) tales que y= f(x) sea compatible respecto x 
con S (ver ejercicio número 22, fin del capítulo 1). 

2. Determinar las descomposiciones canónicas de las siguientes aplicaciones de R 
en R 

x>x  x—senYx. 


20. Potencia de los conjuntos 


Dados dos conjuntos E y F, consideremos el enunciado “existe una bi- 
yección de E sobre F”. Como no existe ningún conjunto del que todo con- 
junto sea elemento (ver $ 3), diremos, por extensión de la noción de relación, 
que el enunciado precedente define una relación sobre la clase de todos los 
conjuntos. 

Precisemos las propiedades de esta relación: 

1. Existe una biyección de E sobre E: identidad de E. 

2. Si existe una biyección f de E sobre F, existe una biyección de F 
sobre E; a saber, f-! (ver 8 14). 

3. Si existe una biyección f de E sobre F y una biyección g de F sobre G, 
existe una biyección de E sobre G; a saber, gof (ver $ 15). 
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Luego esta relación entre conjuntos cualesquiera posee las tres propie- 
dades de una relación de equivalencia. La relación “existe una biyección de 
E sobre F” se traduce por “los conjuntos E y F tienen la misma potencia” 
o bien “E y F son equipotentes”, y se escribe 

E eq F. 
EJERCICIOS Y EJEMPLOS 

1. Todos los conjuntos que tienen n elementos distintos dos a dos son equipotentes 
entre sí y en particular a (1, 2, ..., n—1, n). 

2. Los conjuntos equipotentes a N o a una parte de N se llaman numerables. Demostrar 
que el conjunto de los enteros pares positivos con el O es equipotente a N, análogamente 
el conjunto de los enteros positivos con el O que son los cuadrados de enteros, o las 
potencias p-ésimas de enteros (ver $ 42). 

3. Demostrar que el conjunto de los reales x tales que 0<x<X1 es equipotente 


al conjunto de los reales y tales que a<y<b y que los dos son equipotentes a R, se dice 
que tienen la potencia del continuo (utilizar una función lineal, después la función tangente). 


VI. Relaciones de orden 


21. Relaciones de orden. Conjuntos ordenados. Ejemplos 


a) DerINICIÓN. —Una relación binaria R entre elementos de un conjunto E es una 
relación de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. 


En lugar de R(x, y), se designará una relación de orden bien por un signo 
específico (ver los ejemplos), bien por 


x<y 


que se enuncia indiferentemente: 

—“x es inferior a y”, o “y es superior a 1”. 

—“x es anterior a y”, o “y es posterior a 1”, 

La relación y<x (entre x e y) se llama la relación de orden opuesto a 
x<y. 

Para toda relación de orden tenemos, pues (ver 8 9, d), 


(vxeE) we 
(Vx, yeE)[x<y e y<x)=>x*=y] 
(Vx, y,2€E) [xX<y e y<z)=>x<z). 


Un conjunto provisto de una relación de orden se llama conjunto ordenado 
por esta relación de orden, se dice también que posee una estructura de orden. 
Sea A una parte de un conjunto E ordenado por la relación *<y, para 
los elementos de A esta relación define una relación de orden sobre A, se 
dice que esta relación sobre A es inducida por la relación *<y sobre E. 
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Representaremos una relación de orden sobre E y las relaciones de orden 
inducidas sobre las partes de E por el mismo símbolo; una relación de or- 
den definido sobre E es una prolongación de la relación de orden definido 
sobre A. 


b) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sobre R la relación a <b es una relación de orden, ella induce sobre Q, Z, N 
la relación a < b. Se enuncia «a inferior a b» o «b superior a a». 

2. Sobre N* la relación a|b que se enuncia «a divide b» es una relación de orden. 

3. Siendo E un conjunto, sobre S(E), la relación AC B (inclusión de las partes) 
es una relación de orden. 

4. Sobre el conjunto de los puntos regados por un río, sus afluentes y los afluentes 
de estos últimos, la relación «A es posterior a B en el sentido de la corriente de las aguas» 
es una relación de orden. 


c) La relación 
*<y y rry 
no es una relación de orden: no es ni reflexiva, ni antisimétrica, es sola- 
mente transitiva; se enuncia 


“x es estrictamente inferior a y” 


“x es estrictamente anterior a y”. 


OBSERVACION 


Algunos autores llaman esta relación «x<y y x »* y» relación de orden estricto, esta 
expresión no es aconsejable, pues esta «digamos relación de orden estricto» debería ser 
un caso particular de relación de orden, luego debería tener al menos las propiedades 
de una relación de orden; sin embargo, no es así, como acabamos de ver. 


En R se escribirá x< y (x estrictamente inferior a y) por x<y y r xy. 
Se verá que nos alejamos del lenguaje al cual, quizás, el lector está acos- 
tumbrado enunciando 


“x inferior a y” para “x<y” 
“x estrictamente inferior a y” para te<y”; 
para evitar una posible ambigiiedad, se puede también decir 
“x inferior a y en sentido amplio” para “x<y"” 
(pero esto recarga el lenguaje). 


Así, para x>0 (resp. x <0), se dirá “x positivo” (resp. x negativo), 
“x positivo en el sentido. amplio” (resp. x negativo en el sentido amplio). 


22. Orden total, orden parcial. Conjunto totalmente ordenado 


a) En el ejemplo 1 ($ 21), cualesquiera que sean a y b de R una de las 
dos relaciones 
asb b<a 
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es siempre verdadera. No ocurre lo mismo para los ejemplos 2, 3, 4. En N* si 
consideramos 3 y 7, ninguno de los dos divide al otro. De donde las defini- 
ciones siguientes: 


DerINICIÓN. —Se dice que una relación de orden R define sobre E un orden total 
si, cualesquiera que sean a y b, se verifica 


a<b o b=<a. 


Se dice también que dos elementos cualesquiera son comparables en el orden definido 
por R. Se dice igualmente que E está totalmente ordenado por R o que E posee una 
estructura de orden total. 

Cuando existe al menos un par (x, y) de elementos de E no comparables por el 
orden definido por R, se dice que R define un orden parcial o que E está parcialmente 
ordenado por R. 


b) En un conjunto totalmente ordenado se llamará segmento o intervalo 
cerrado [a, b] e intervalo abierto Ja, b[“” las dos partes de E definidas, 
respectivamente, por 

[a, b] =(x]a<x=<bj) 
Ja, b[ =(xla<x<b y xxa y xxb). 


Igualmente adaptaremos las notaciones siguientes 


(09) [a, b[ =(xJa<x<b y xxb) 
(2) Ja, b] =(xja<x<b y xa) 
(3) [a, >[ =(x]a<x) 

6) Ja >[ =(xja<x y xa) 
(4) Je, 2] =(x]|x<a) 

(4) Je, a[ =(x|x<a y xa). 


(1) (resp. (2)) se llama intervalo semicerrado a la izquierda (resp. a la 
derecha), semiabierto a la derecha (resp. a la izquierda). 

(3) (resp. (3')) se llama sección terminante cerrada (resp. abierta). 

(4) (resp. (4')) se llama sección principiante cerrada (resp. abierta). 

Todas estas notaciones se utilizarán principalmente en R, así como en 
totalmente ordenados por Y < y. 


0 


c) En E totalmente ordenado, se llama sucesor a” de a todo elemento 
tal que Ja, a'[ sea vacío, se demostrará fácilmente que si tal elemento existe 
es único; se llamará igualmente predecesor 'a de a todo elemento tal que 
Ja, a[ sea vacío. Si existe es único. 


Por ejemplo, en R o Q un elemento no tiene ni sucesor ni predecesor; en Z: 
a=a+1 y 'a=a—1, 


(*) Con a<b. 
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23. Elementos notables de un conjunto ordenado o de una parte de un 
conjunto ordenado 


a) Mayorantes (cotas superiores) y minorantes (cotas inferiores) de una 
parte X de un conjunto ordenado E 


DEFINICIÓN. — Dada una parte X de un conjunto ordenado E, un elemento a de E 
es un mayorante (cota superior) de X si 


(VxeX)  x<a, 
Se dice que X es una parte mayorada'" de E. Igualmente b de E es un 


minorante de X si 
(vreX)  b<x. 


Se dice que X es una parte minorada(*" de E. 

Una parte a la vez mayorada y minorada se llama una parte acotada de E. 

Es evidente que todo elemento superior a un mayorante es también un 
mayorante, y todo elemento inferior a un minorante es también un minorante. 
EJEMPLOS 


1. En un conjunto totalmente ordenado (por ejemplo, R) una sección principiante 
es mayorada, una sección terminante es minorada, un intervalo es acotado. 
2. Designemos por Él el conjunto de las partes de E contenidas en una parte A 
no vacía de E, €l es mayorada por todas las partes de E que contienen A. 
b) Máximo y mínimo elemento de un conjunto ordenado 
Supongamos que existe, en E, un M tal que 
(vxeE) x<M. 
Este elemento es único; en efecto, sea M” otro elemento tal que 
(vreE) x<M' 
tendremos a la vez 
M<M y M<M', 
luego M= M”; de donde: 


"TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Si existe en E ordenado un elemento superior a todos los 
demás es único, y se le llama el máximo elemento de E. 

Igualmente si existe en E ordenado un elemento inferior a todos los otros es único, 
y se le llama el mínimo elemento de E. 


Se podrá definir, si existen, el máximo y el mínimo elemento de una parte X 
de E ordenado; son únicos y pertenecen a X. 


(*) Acotada superiormente. (N. del T.) 
(**) Acotada inferiormente. (N. del T.) 
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EJEMPLOS 


1. R,Q, Z, ordenados por x < y no tienen ni máximo ni mínimo elemento, N orde- 
nado por x<y tiene un mínimo elemento 0. 

Un intervalo cerrado [a, b] de R tiene un mínimo elemento a, un máximo elemento b, 
no ocurre lo mismo en Ja, b[. 

2. En N* ordenado por x|y hay un mínimo elemento 1, pero no hay máximo. 

3. 8(E) ordenado por A C B tiene un mínimo elemento 2 y un máximo elemento E. 


c) Límite superior (resp. inferior) de una parte acotada superiormente 
(resp. inferiormente) de un conjunto ordenado 


DerinicióN. —Se llama límite superior en E, de una parte acotada superiormente X 
de E ordenada, la más pequeña de las cotas superiores (si existe) y límite inferior en E de 
una parte acotada inferiormente X de E la más grande de las cotas inferiores (si existe). 


Estos límites, si existen, son únicos, y se les designa 
b= infg X B = sup X, 
que se enuncia “inf de X en E” y “sup de X en E”. Observemos que estas 
nociones son relativas a X y a E; si 
XcFcE 
X puede tener muy bien un límite superior (o inferior) en E y no tener en F 


(ver ej. 4 más abajo). 
Si no puede surgir ninguna ambigiledad, se escribirá 


b= inf X B = sup X. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E es totalmente ordenado y si a<b 
inf (a, bj=a sup (a, b)=b. 


Igualmente si X = (4, 4, 4,) con a,<a,<...<a, el límite inferior es aj, 


y el límite superior es a, se escri 


inf (a, b)=a inf (4, Ay... 
sup (a, b)=b sup (4,, 4, ..., 4, 


2. EnQoR 


inf [a, b] =inf Ja, b[ =inf Ja, b]= inf [a, b[ =a 
sup [a, b] = sup Ja, b[ =sup Ja, b] = sup [a, b[ = b. 


3. En $(E) ordenado por ACB demostrar que inf (X, Y) y sup (X, Y) existen 
y determinarlos. 

La misma pregunta para (x, y) partes de N* ordenada a|b. 

4. Sea X el conjunto de los racionales x positivos tales que x?< 2, demostrar que X 
tiene un sup en R y no en Q. 
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5. Teniendo X e Y partes de E un límite superior y un límite inferior en E, 
demostrar que 
XcY > inf X> inf Y y sup X <sup Y. 


6. Se considera la parte X de Q: (x,),¿y» definida por 


X= + 1)" 
”n 


ordenado por a < b. Demostrar que X tiene un límite inferior y un límite superior. 


Con algunos de los ejemplos precedentes se ve que el límite inferior —o 
superior— de X (si existe) puede o no pertenecer a X. Se demostrará fácil- 
mente el siguiente resultado: 


TeorEMa. —Si X es una parte de un conjunto ordenado, las dos propiedades siguientes 
son equivalentes: 

a) Mes límite superior (resp. inferior) de X y pertenece a X. 

b) M es el máximo (resp. mínimo) elemento de X. 


d) Elementos maximales, elementos minimales de un conjunto ordenado 


Der1NICIÓN. — Si existe un elemento a de E ordenado tal que 
[xeE y a<x]=x=a4 


se dice que a es un elemento maximal de E. 
Si existe un elemento a de E ordenado tal que 


[xeE y x<a]>x=a 
se dice que a es un elemento minimal de E. 


Dicho de otra manera, un elemento de E ordenado es maximal si no hay 
en E elementos que le sean estrictamente superiores, y minimal si no hay en E 
elementos que le sean estrictamente inferiores. 

Es evidente que el máximo elemento M de E, si existe, es maximal; por 
otra parte, es el único; igualmente si hay en E un elemento mínimo m, es 
minimal y es también el único. 

Como se verá en los siguientes ejemplos, las recíprocas son en general 
falsas; sin embargo, si el conjunto E está totalmente ordenado y si a es un 
elemento maximal, es comparable todo elemento x de E y es imposible que a 
admita elementos que le sean estrictamente superiores, y es, pues, superior 
a todo x de E, luego es el máximo y es único. Análogamente en E totalmente 
ordenado, si a es un elemento minimal, es el mínimo y es único. 


Entonces las nociones de elemento maximal y elemento minimal de un 
conjunto ordenado no tienen verdaderamente interés más que para los con- 
juntos parcialmente ordenados. 
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EJEMPLOS 


1. En 8(E) ordenado por A C B, como hay un elemento mínimo 2 y un máximo E, 
el único elemento minimal es Y y el único elemento maximal es E. 

Pero en S(E)— Y no hay elemento mínimo, las partes (x) con un solo elemento 
son los elementos minimales. 

En $(E)— (0, E) (conjunto de las partes propias de E) hay elementos minimales 
([x) y elementos maximales E — (x). 

2. En N*—(1) ordenado por «| b hay elementos minimales: los números primos no 
tienen elementos «estrictamente inferiores», es decir, elementos que los diyidan y sean 
diferentes a ellos. 

3. En el ejemplo 4 del $ 21, la desembocadura del río es a la vez el mínimo y el 
elemento minimal; pero todo nacimiento de río, de un afluente, de un subafluente, 
es un elemento maximal. 


24. Orden sobre el producto cartesiano de dos conjuntos ordenados 


Dados dos conjuntos ordenados E, y E, se puede preguntar cómo definir un 
orden sobre E, X E, mediante los órdenes definidos sobre E, y Ez, se puede 
hacer de varias maneras, de las que daremos solamente ejemplos. 


a) EJEMPLO 1. —Sea E, descrito por *,, Yi, ... y E, descrito por X, Yz ... 
designamos las dos relaciones de orden por la notación <. 


Pongamos 
x= (%, x,) y=(Y, Y) 
y consideremos la relación O definida sobre E, X Ez por 
Or yol[lxu=<Yy y *<yl. 


Se ve fácilmente que la relación O definida sobre E, X E, es una relación 
de orden: se dice que este orden es el orden producto de los órdenes defi- 
nidos sobre E, y Ez. 

Se constata que si E, y E, tienen cada uno más de un elemento, el orden 
producto es parcial (si x, < Y, X2 < Ya, los pares (Y, Ya) y (Yi, *2) no son com- 
parables). 

Tomemos, por ejemplo, E, = E,=R, siendo el orden sobre R el orden 
habitual, consideremos el elemento a= (a, a), las rectas Y, =4, x=, 
permiten descomponer el plano RX R en cuatro partes (fig. 7). 


L x>a y > 4 
IL x>4a y <a, 
T. *x,<a y X, S Qz. 
IV, x,<a, Y  *>4, 


Esta descomposición es un recubrimiento del plan RX R, lo que no es 
una partición, pues 1 y III tienen por intersección (a). 
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Se observa que a= (a, d,) es comparable con los elementos *= (x,, 2) 
de 1 (a los que a es inferior) y con los de III (a los que es superior). Pero a 
no es comparable con los elementos de II y de IV. 


» 


FIG. 7 Fic. 8 


b) EjemPLO 2.—Con la misma notación que en el ejemplo precedente, 
consideremos la relación O” definida sobre E, X E, por 


O yeo[<y o 1=Y y *=<Y)l. 


Se prueba fácilmente que O' es una relación de orden (resulta sólo un poco 
más largo que en el ejemplo precedente). Naturalmente si al menos uno de 
los órdenes sobre E, o E, es parcial, el orden definido sobre E, X E, es 
también parcial; pero si el orden sobre E, y Ez son órdenes totales, se ob- 
serva que el orden sobre E, X E, es también total. Tomemos, por ejemplo, 
E,=E,=R, siendo el orden natural el orden sobre R. Consideremos un 
elemento a = (a,, a), la recta x,=4, y el punto a permiten descomponer 
el plano en dos regiones solamente k 


L x>4 o (,=4 y %.>4). 

Tñ <a o (4,=4, y x,<a)). 
Es un recubrimiento del plano (no es una partición, pues la intersección de 
l y de Il es (a)). a es comparable a todo punto del plano: es inferior a los 
puntos de 1 y superior a los puntos de IL 


EJERCICIO 


Demostrar utilizando un cambio de coordenadas en el plano que se podría definir 
en R Xx R una infinidad de órdenes análogos bien a O, bien a O”. 
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c) Orden lexicográfico 


Podríamos fácilmente extender estos dos ejemplos al producto de más 
de dos conjuntos ordenados. Consideremos solamente n conjuntos iguales 
E,=E,=... =E,=E totalmente ordenados y consideremos el conjunto 
producto. Pongamos 


= (Xp Ya 0, 70) Y = (Yi Yo +++) Yn) 


y consideremos la relación L definida por: 
—o bien x,< y, 
—o bien existe un índice h>mnm tal que 
x=Y  paratodo ¡<h y  *<Ywm 
—o bien 
x=Y; para todo i<n y ES Yw 
Se probará que la relación L es una relación de orden total, se le llama 
el orden lexicográfico, pues siendo E el alfabeto de una lengua ordenada 


en el orden normal (por ejemplo, a, b, ..., z), el orden de las palabras en un 
diccionario es un orden de esta naturaleza. 


25. Aplicaciones de A en B (A o B ordenados) 


a) Aplicación de un conjunto A en un conjunto B ordenado 


Estando B ordenado por una relación que designaremos <, consideremos 
en $S(A, B) la relación definida por 


(VxeA)  f(%) < gla) 
se verifica que es una relación de orden, se le designará f < g. 
Observemos que igualmente si el orden sobre B es total, el orden así 
definido sobre S(A, B) es parcial cuando A tiene más de un elemento. 
OBSERVACION 
Í<g significa f<g y fx g, es decir (ver $ 11), 


[(VxeA) 1(x)=g0)] yno  [(YxeA) f()= (01, 
O sea, 
[(WxeA) f)=<g0)] y  [GxeA) /(0E2(0]. 


Por otra parte, si f(A) tiene un límite superior (o inferior) en B, se dirá 
por abuso de lenguaje que este límite superior (o inferior) es el límite superior 
(o inferior) de f cuando x describe A y se escribirá 


supa Í(A) = sup Í infa (A) = inf Í. 
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Igualmente si Í(A) es acotada inferiormente (o superiormente, o acotada 
en B), se dirá, siempre por abuso de lenguaje, que la función f es acotada in- 
feriormente (o acotada superiormente o acotada). 

En particular si X es una parte de un conjunto ordenado A, considerando 
la aplicación canónica de X en A (ver $ 12, b), se escribirá 


sup X = sup Y inf X = inf x. 
EX ex 


EJERCICIO 


Demostrar que supg /(A) es el valor de la menor aplicación constante superior a f; 
igualmente infy f(A) es el valor de la mayor aplicación constante inferior a f. 


b) Aplicaciones de un conjunto ordenado A en un conjunto ordenado B 


Designaremos con el mismo símbolo las dos relaciones de orden sobre 
A y B (<). 


DerINICIÓN 1.—Se dice que la aplicación f de A en B es creciente si la relación 
x, S x, entraña 1) < Mx); se dice que Í es decreciente si la relación x, < x, entraña 


1(x) = 1xp. 


Se dice que f es monótona si f es creciente o si f es decreciente. 


OBSERVACIONES 


1. Se observará que si el orden sobre A y B es parcial, la definición de una función 
decreciente (o creciente) indica que, si x, y xz son comparables, también lo son f(x) 
y Hp. 

2. No hay que pensar que una función no creciente es decreciente, En efecto, la 
negación de «para todo par (x, x,) tal que x, <x,, se tiene f(x) < f(x)» es «existe 
al menos un par (x,, x,) tal que f(x) > f(x,)». 


DerINICIÓN 2.—Se dice que la aplicación | de A en B es estrictamente creciente 
si la relación x,<x, entraña [(x,) <f(x,); se dice que f es estrictamente decreciente si la 
relación x,<x, entraña [(x,)> Í(x,). 

Se dice que f es estrictamente monótona si f es estrictamente creciente o estricta- 
mente decreciente. 


TEOREMA. —Si f y g son monótonas (resp. estrictamente monótonas) gof es monótona 
(resp. estrictamente monótona); gof es creciente (resp. estrictamente creciente) si y sólo 
si f y g son las dos crecientes o las dos decrecientes (resp. estrictamente crecientes, o estricta- 
mente decrecientes). 


Pongamos 
f: AB; g: B>C; h=gof 
1>y=(()>2= 80) = Mx). 
Supongamos, por ejemplo, f creciente y g decreciente, tenemos que 


1<%>Y=<Y>2%> 2 
luego h es decreciente. 
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EJERCICIOS 


1. Se considera las aplicaciones siguientes de una parte de R en R. Determinar los 
intervalos en que ellas son monótonas 


b 
x>/f(x) = ax + bx+c PM 
cx+d 
x—log f(x) x— elo 
x log g(x) x—.et(x) 
x— arctg f(x) x — arctg g(x). 


2. Demostrar que toda aplicación estrictamente monótona de E totalmente ordenado 
en F ordenado es inyectiva. 


c) Isomorfismo por el orden de dos conjuntos ordenados 


Dados dos conjuntos ordenados A y B y f una biyección monótona de A 
sobre B, tenemos 


1 1) f(x) 


luego una biyección monótona de A sobre B es estrictamente monótona; 
por otra parte, siendo f biyectiva y estrictamente monótona, si *, y x, son 
comparables, resulta que f(x) y f(x, son comparables (observación 1 de b 
más arriba), pero si f(*,). y f(x») son comparables, no se puede afirmar en 
general que x, y x, son comparables (salvo naturalmente si A es totalmente 
ordenado), de donde la definición siguiente: 


DerinicióN. — Dados dos conjuntos ordenados A y B, se llama isomorfismo de A 
sobre B, para los órdenes respectivos A y B, toda biyección tal que las relaciones x, < x, 
y f(x) < f(x, sean equivalentes. 


Esta definición y las consideraciones anteriores muestran que: 


TeorEMA. — Para que una biyección f de A ordenado, sobre B ordenado, sea un ¡so- 
morfismo para los órdenes respectivos definidos sobre A y B, es condición necesaria y 
suficiente que f y [71 sean crecientes. 

Los órdenes definidos sobre A y B son los dos parciales, o los dos totales. 


Inversamente, dado un conjunto A ordenado y f una biyección de A 
sobre B, podemos definir un orden sobre B de la manera siguiente: 
Y = f(x), Y. = f(x) de B serán comparables si y sólo si x, y *z lo son y 


*1<X.5Y =< Y2 
Habrá evidentemente un isomorfismo entre A provisto de su orden y B 


provisto del orden así definido sobre él. Se dice que este orden ha sido 
definido sobre B por transporte del orden definido sobre A. 
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Vil. Conclusión 


26. Sobre las nociones de conjunto, de igualdad, ... 


Las nociones que hemos definido y los resultados que hemos adquirido 
relativos a las operaciones sobre los conjuntos, las aplicaciones y las rela- 
ciones, nos permiten completar el $ 3 mediante las observaciones siguientes: 


a) Las dos maneras principales de definir un conjunto 


En el $ 3, hemos definido un conjunto finito por una enumeración; sea 
(1) este proceder; y en el $ 6, hemos definido un conjunto A contenido 
en E mediante una propiedad p definida sobre E y taracterística de los 
elementos de E; sea (2) este procedimiento 


(D A= (a, b, c, d, e, f) 
Q) A=(x€E|p(x)). 
El procedimiento (1) puede generalizarse así: sean E y F dos conjuntos 
y f una aplicación de E en F, se puede deducir de ella (ver $ 16) una supra- 
yección s de E sobre A = f(E) = s(E) 
E>5A=s(E) 
t=>x =s(t). 
Se dice que s es una representación paramétrica de A mediante E, llamado 
conjunto de parámetros (procedimiento 1”. 


EJEMPLOS 
1. Consideremos la aplicación f de R en R? definida por 
t=>(x y) x=cC08 f y = sen t. 


Si los elementos de R? se expresan en función de ún sistema de referencia orto- 
normal, f(R) será el conjunto de los puntos de un círculo de centro (0, 0) y de radio 1. 
2. Consideremos la aplicación F de R? en R3 definida por 


(voy r:=/(v) " y=gu,v)  z=h(u v) 


siendo f, g, h tres funciones continuas de las dos variables reales u y v. 

Se verá más adelante que con ciertas condiciones F(R?) está constituido por un 
conjunto de puntos llamado superficie; por ejemplo, en R3 expresado en una referencia 
ortonormal si 


Xx =C05 4 Cos Y 
cos u sen Y 
z=sen u 


F(R2) es una esfera de centro (0, O, 0) y de radio 1. 
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Este procedimiento (1') de definir A mediante una suprayección s: E>A 
se parece a (1); en efecto, conociendo los elementos de E, x, y, ... conoce- 
mos los elementos s(x), s(y), ... de A por así decir uno por uno como en 
la enumeración de un conjunto finito. Los métodos (1) (1% nos “proporcio- 
nan” los elementos de A, pero no nos indican de estos elementos más pro- 
piedad que la siguiente: *€ A. Si queremos definir otras propiedades de 05 
elementos de A, será preciso demostrar teoremas. 

Consideremos, por el contrario, un conjunto definido por el procedimiento 2, 
conocemos una propiedad característica de los elementos de A, pero no co- 
nocemos ningún elemento de A, ni siquiera sabemos si A es vacío o no, 
se nos presenta un problema para resolver: encontrar los elementos x de E 
tales que x posea p. Si la resolución de este problema nos da A <Q, enun- 
ciaremos un teorema de existencia. En el caso particular en que A=(x), 
la solución del problema precedente nos conducirá a enunciar un teorema 
de unicidad. Los teoremas de existencia y de unicidad son seguidos a me- 
nudo de una definición. 


EJEMPLOS 


3. Consideremos R? expresado mediante una referencia ortonormal, sea A el conjunto 
de los (x, y) tales que 


24+y=1. 
Si conocemos las funciones circulares vemos que 
A=((%, y] +y=1)=((% y) | (Vte R) x=c0s 1 y= sen ft). 


Hemos mostrado la existencia de los elementos de A, y demostrado, además, la 
equivalencia para este ejemplo del procedimiento (1') y del procedimiento (2) de defi- 
nición de A. 

Con frecuencia el enunciado del problema debe ser precisado por una discusión antes 
de enunciar un teorema de existencia o de unicidad. 

4. Siendo a y b dos reales encontrar la parte A de R descrita por x tal que 
ax+b=0 

ar0 A=(—b/a) 
a=0 y bx0 A=9 
a=b=0 A=R. 


b) Conjuntos deducidos de un conjunto E 


Dado E, podemos definir las partes de E: A, B, ... después el conjunto 
8(E), los conjuntos A UB, A N B, conjuntos productos A X B, conjuntos 
cocientes E/R, conjuntos de aplicaciones S(A, B). 

Estando definidos todos estos conjuntos, podemos aplicarles estos mis- 
mos procedimientos y recomenzar indefinidamente. 


En nuestro nivel, todos los conjuntos que vamos a considerar serán dedu- 
cidos así de N: por ejemplo, Z será (N X N)/R, Q será (Z x Z*)/R'” (siendo 
R y R' las relaciones de equivalencia convenientemente escogidas (ver 8 58 
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y $ 107)). R será descrito por los elementos de 38(Q), C será R x R, estos 
conjuntos R y C están provistos de ciertas operaciones (ver $ 109 y $ 113). 
El conjunto de los puntos del espacio de la geometría elemental será Ri, ... 


c) Noción de igualdad 


Nosotros hemos dicho en el $ 3 que dos objetos son iguales si son idénti- 
cos. Por ejemplo, un elemento que está representado por un símbolo más o 
menos complicado se le puede representar por un símbolo más simple, así si 
f(x) es la imagen de x por f, se escribirá y = f(x), los dos objetos y y f(x) 
son idénticos. 

Hemos visto que una propiedad de un elemento x definido sobre un con- 
junto puede ser verdadera o falsa según la elección de x en E; sucede a me- 
nudo que esta propiedad se expresa mediante una igualdad, entonces tenemos 
una ecuación (ver $ 14). 

f(x) =b. 


Se dice que es una igualdad condicional, se transforma en una igualdad si 
xf-(b), es decir, si x es solución de la ecuación. 

En una teoría, dos elementos distintos de un conjunto E pueden hacer un 
papel análogo; hemos sustituido esta noción vaga por la de equivalencia mó- 
dulo R (R relación de equivalencia definida sobre E) 


a=b (mod R)eá=b. 
Sucede a veces que se confunde una clase de equivalencia y un represen- 


tante, es un abuso de lenguaje frecuente que es preciso evitar; pero si se 
comete hay que ser consciente de ello. 


EJEMPLOS 
1. Cuando escribimos (ver $ 18, ej. 6) 
== — 
(1) AB=CD 


=z > 

no queremos, en general, decir que los vectores ligados AB y CD son idénticos, sino que 
> 

son equivalentes; es decir, el «vector libre representado por AB es idéntico al vector 


— 
libre representado por CD»; haría falta escribir 


o (=)-(3) 


pero los vectores ligados se usan poco, se escribe «la igualdad» convencional (1) por 
la (1). 
2. Veremos que para las fracciones a/a”, b/b', la relación ab' = a'b es una relación 
de equivalencia, la clase de equivalencia (aja”) es un número racional cuando escribimos 
9 3 


(2) e 
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No queremos decir con esto que las fracciones 9/6 y 3/2 son idénticas (lo que es 
falso), sino que 


' ()-(5) 


es decir, que son dos representantes de un mismo número racional. 


d) Observación sobre el verbo ser 


El uso del verbo ser es un excelente ejemplo de la precisión obtenida al 
pasar del lenguaje corriente al lenguaje matemático. Consideremos los enun- 
ciados siguientes: 


1. 2 es el número de los elementos de (a, b) aXxb (le diremos el cardinal de 
La, b), ver $ 31). 

2. a.es un número par. 

3. Los números pares son enteros. 


Si P designa el conjunto de los enteros pares, estos enunciados traducen: 


1. Una igualdad 2 =card (a, b) (ax b). 
2. Una pertenencia aeP. 
3. Una inclusión Pcz. 


La confusión de estas tres nociones es la causa de las paradojas surgidas 
en la lógica tradicional. 

En conclusión, preferiremos siempre al lenguaje corriente, forzosamente 
ambiguo, la precisión del lenguaje matemático y si empleamos abusos de len- 
guaje “sin los que todo texto matemático resultaría pedante e incluso ilegible” 
(N. BOURBAKI), los señalaremos como hemos hecho en este primer capítulo. 
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Ejercicios 


1. Dados tres conjuntos A, B, C tales que 
AUBCAUC Y ANBCANC 


¿qué se puede decir de los dos conjuntos B y C? 


2. Dadas dos partes A y B de E, se llama diferencia simétrica de A y B (que se escri- 
birá AAB) el conjunto 
AAB=(AUB)—(ANB). 


a) Demostrar que AAB =(A—B) U (B—A). 
b) Demostrar que, cualesquiera que sean tres partes A, B, C de E, 
(AABJAC=AA(BAC). 


€) Demostrar que existe una sola parte X de E tal que, 1) para toda parte A 
de E: AAX=XAA=A, 2) existe una sola parte A” de E tal que 
AAA =A'AA=X. 


3. En el plano de la geometría elemental se suponen conocidas las definiciones de una 
traslación, de una rotación, de un desplazamiento, de una semejanza. Se designa, 
respectivamente, por T, R, D, XK, S el conjunto de las traslaciones, de las rotaciones, 
de los desplazamientos, de las homotecias, de las semejanzas del plano. Determinar 
las intersecciones dos a dos de estos cinco conjuntos. 


4. Siendo f una aplicación de A en B (A y B no vacíos), demostrar que las dos propie- 
dades siguientes son equivalentes: a) f es inyectiva; b) existe f' de B en A tal que 
Pof=idz. 

Cuando f' existe, ¿es única? Estudiar el caso de A=B=N con f(n) = 2n. 

5. Siendo g una aplicación de A en B (A y B no vacíos), demostrar que las dos pro- 
piedades siguientes son equivalentes: a) g es suprayectiva; b) existe g” de B en A 
tal que gog' = idp. 

Si g' existe, ¿es única? Demostrar que, si existe 872 tales que g¡(B) = g;(B), 
entonces 8 = e Estudiar el caso A=B = N con g(2p) = p, g(2p + 1) =0. 

6. Sean tres aplicaciones f: A >B, g:B>C,h:C +A, demostrar que si entre las tres 
aplicaciones hogof, gofoh, fohog dos son inyectivas (resp. suprayectivas), y la 
tercera suprayectiva (resp. inyectiva), entonces f, g, h, son biyectivas. 


7. Sean tres aplicaciones /: A >B, g:B>C, h:C>D tales que gof y hog sean 
biyectivas, demostrar que f, g, h son biyectivas. 


8. Siendo a un entero natural estrictamente positivo, se consideran las aplicaciones de N* 
en sí mismo definidas por 
y= f(x) =Día, x)  2= g(x) = Mía, x). 


Donde Día, x) y Mía, x) designan el M.C.D. y el M.C.M. de a y x, respectivamente. 
Determinar f(N*), g(N*), f-(y) y g1(2). 


9. Siendo A una parte fija del conjunto E, se consideran las aplicaciones de S(E) en sí 
mismo definidas por 
Y=fX)=ANX Z=g4X)=AUX 
Determinar 
(SE), ASE), FO y  gnz). 
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Sean A y B dos conjuntos no vacíos. 

a) Siendo X, y X, dos partes no vacías de A y f, y f, dos aplicaciones f,: X, —B, 
f,: X,>B demostrar que, para que exista una aplicación f de X, U X, en B tal que f, 
sea la restricción de f a X, y f, la restricción de f a X,, es necesario y suficiente que 
para todo x de X, U X,, f,(1) = f(x). 

b) Generalizar a una familia de partes (X¡) de A y a una familia de aplicaciones (f;) 
de X, en B, (X,) y (/;) referidos al mismo conjunto de índices I. Demostrar que para 


que exista f 
(Un)-» 


iel 


tal que para todo ¡ de I, f sea la restricción de f a X,, es necesario y suficiente que 
para todo par (i, j) % (i, i) y para todo x de X,NX, f(x) = f(x). 


Con las mismas anotaciones que en el ejercicio 9, determinar las relaciones de equi- 
valencia R y S asociadas, respectivamente, a las aplicaciones f y g; determinar S(E)/R 
y 8(E)/S y demostrar que existe una biyección de S(E)/R sobre S(A) y una biyección 
de 8(E)/S sobre S(E— A). 

Determinar el error en el razonamiento siguiente: «R es una relación binaria definida 
sobre E, simétrica y transitiva; luego R(x, y) > R(y, x) (simetría) y R(», x) > R(x, x) 
(transitividad), luego R es reflexivo y, por consiguiente, es una relación de equi- 
valencia». 


Siendo f una aplicación de E en F (E y F no vacías), existe una relación de equiva- 
lencia S sobre F, se define sobre E la relación R por 


R(x, y) => S(1(x), 1(). 


Demostrar que R es una relación de equivalencia. ¿Cuáles son sus clases? ¿Es com- 
patible con f? 


Dados dos conjuntos E y F no vacíos provistos, respectivamente, de una relación de 
equivalencia R, y de una relación de equivalencia S, se designa por u y v las aplica- 
ciones canónicas u: E—>E/R, v: F—=F/S. Se dirá que f, aplicación de E en F, es 
compatible con R y S si vof es compatible con R. Demostrar que en este caso: 
a) x=x' (mod R)> [(x) = /(x”) (mod S). 

b) Existe h: E/R»—F/S tal que vof=hou. 

¿Recíproco? 


Siendo R una relación de equivalencia definida sobre E, se dice que una parte S 
de E está saturada por R si, para todo x de S, S contiene la clase de x módulo R. 
Se llama parte saturada engendrada por una parte A de E y se designa sat (A), la 
más pequeña parte saturada de E conteniendo A. 


a) Demostrar que sat (A) = U Y 
xeA 

b) Siendo R la relación de equivalencia asociada a una aplicación f de E en un 

conjunto cualquiera F, demostrar que, para que S esté saturado por R, es necesario 

y suficiente que f-(A(S)) =S. 

Siendo A una parte de E, determinar sat (A) para este relación R. Demostrar que 

hay una biyección entre las partes saturadas de E y las partes de (E). 


Dada una aplicación f de E en F, se designa por $ la familia de partes de S de E 
tales que f-(f(S)) =S. 
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a) Siendo A una parte cualquiera de E, demostrar que f-Uf(A)) es un conjunto 
de 8. 

b) Demostrar que toda intersección y toda reunión de conjuntos de 3 es un con- 
junto de $. 

e) Siendo S un conjunto de $ y A una parte de E tal que S y A sean disjuntos, 
demostrar que S y f-I(f(A)) son disjuntos. 

d) Siendo S, y S, dos conjuntos de 5 tales que S, C S,, demostrar que S,—S, es 
un conjunto de $. 

Siendo R, una relación de equivalencia definida sobre un conjunto E, y R, una rela- 
ción de equivalencia definida sobre un conjunto E,, se designa por R la relación 
entre 

x=(x, xp) e y=(Y, Y) de E=E,XE, definido por Ry(x,, Y) y RAx, y). 
a) Demostrar que R es una relación de equivalencia; ella se llama equivalencia pro- 
ducto de R, y R, y designada R, x R). 

b) Demostrar que: (E, X E,)/(R, x R,) = (E,¡/R¡) x (E,/R)). 


Dado un conjunto E, se designa por R el conjunto de las relaciones de equivalencia 
definidas sobre E; para simplificar se representará con la misma letra una equi- 
valencia y su grafo. 


a) Siendo R, y R, dos elementos de R, se considera la relación R: «R, y R)» llamada 
intersección de R; y R,. Demostrar que R es una relación de equivalencia. ¿Cuál es 
su grafo? Demostrar que una clase módulo R es la intersección de una clase módulo 
R, y de una clase módulo R,. 

Estudiar los ejemplos siguientes: «) E = Z, R, y R, siendo las congruencias de módulos 
respectivos p, y P, (P, Y Pp, enteros estrictamente positivos distintos). PB) E es el plano 
de la geometría elemental. R, y R, son, respectivamente, las relaciones «MM” es 
paralela a d,», «MM” es paralela a dy» (d,. d, son dos direcciones distintas del 
plano). 

b) Con las misma notaciones anteriores, averiguar si la relación «R, o R,» es una 
relación de equivalencia. ¿Cuál es su grafo? 

e) Siendo (R;) una familia de relaciones de equivalencias definidas sobre E, cuyo 
conjunto de índices es 1, se designa por R la relación siguiente, llamada intersección 
de las (Ry), 


R(x, y) = para todo ¡ de I, R¡(x, y). 


Demostrar que R es una relación de equivalencia. ¿Cuál es su grafo? Demostrar que 
una clase C módulo R está contenida para todo ¡ en una y sólo una clase, C, m“dulo 
R, y que C es la intersección de la familia (C;). 


Tomamos las mismas notaciones generales que en el ejercicio 18. Se dice que R es 
«más fina» que R” si y solamente si 

R(x, y) Rx, y). 
a) Demostrar que esta relación entre R y R” define un orden sobre RX; comparar los 
grafos de R y R'; este orden, ¿es total o parcial? 


b) Demostrar que R es más fina que R” si y solamente si toda clase de equivalencia 
módulo R” es un reunión de clases de equivalencia módulo R. 

e) ¿Existe un elemento mínimo y uno máximo en $K ordenado por la relación de 
orden definido más arriba? 
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d) E=Z, determinar todas las congruencias módulo un entero estrictamente positivo 
que son más finas que x = y (módulo 1) o que son menos finas que esta relación. 


Con las mismas notaciones que en los ejercicios 18 y 19. 

a) Demostrar que el conjunto de las relaciones de equivalencias más finas que R, 
y R, no es vacío y que entre estas últimas hay una menos fina que las otras, a saber, 
«R, y R)» que es, pues, inf (R,, R)). 

b) Demostrar que el conjunto de las relaciones de equivalencia menos finas que 
R, y R, no es vacío y su intersección S (ver ej. 18 e)) no es vacía. Demostrar que esta 
relación S es la más fina de todas las que son menos finas que R, y R), es decir, S 
es sup (R,, R)). Determinar la relación S para los dos ejemplos a y f (ej. 18, a). 
€) Se considera la relación S” definida sobre E de la manera siguiente: «S'(x, y) 
si y solamente si existe una sucesión a,, a, ..., a, de elementos de E tales que 


[R,(% a) o Ríx 2)] y [Ría, a) o Ría, ap] yo. 
y [R,(a,, y) o Ra, y)]». Demostrar que S” es una relación de equivalencia definida 


sobre E a la vez menos fina y más fina que la relación S definida en la pregunta 
b) anterior, luego que S” es equivalente a S =sup (R;, R)). 


Siendo A y B dos conjuntos, se designa por F el conjunto de las aplicaciones de una 
parte de A en B, siendo f un elemento de F, se designará por D(f) el conjunto de 
definición de f. 

a) Demostrar que la relación definida sobre F, «g prolonga f», es decir, «D(g) > D(M) 
y la restricción de g a D(f) es f» es una relación de orden sobre F. Este orden, ¿es 
total o parcial. 

b) Determinar los elementos máximos de F para el orden así definido. 

<) Siendo f y g dos elementos de F (o bien (f/) una familia de elementos de F con 1 
como conjunto de índices), determinar en qué condiciones existe sup (f, g) O sup, (4) 
(Utilizar el ejercicio 10.) 


Dada la aplicación f de A en B, la relación y = f(x) es compatible respecto a x 
con la relación de equivalencia R : f(x) = f(x”). Demostrar que hay otras relaciones 
de equivalencia definidas sobre A que poseen esta propiedad; caracterizar R entre 
estas últimas con la noción de finura (ver ejercicio 19). 


Se dice que una relación binaria definida sobre E es una relación de preorden si es 
reflexiva y transitiva; sea P una relación tal. Se considera la relación R definida 


sobre E por 
R(x, y =>P(x, y) y PO, x). 


a) Demostrar que R es una relación de equivalencia. 
b) Demostrar que P es compatible con R, deducir que se puede definir sobre E/R 
una relación O mediante 

O(i, $) =>P(x, y). 
Demostrar que O es una relación de orden definida sobre E/R. Se la llama relación 
de orden O asociada a la relación P. 


€) Demostrar que las relaciones siguientes son relaciones de preorden, buscar las 
relaciones de orden asociadas. 
a) E=RXR la relación P entre x=(x, x) e y= (Y, y, siendo x, S y, 
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B) E=3, $ conjunto de partes finitas de N, se designa por 5(X) la suma de los 
enteros de una parte finita X de N, la relación P es MX) < X(Y). 
Y) E=Z* la relación P es «x divide y». 


Se dice que un conjunto ordenado T es un retículo (o un conjunto reticulado) si y 
sólo si existe para todo par (x, y) de elementos de T, inf (x, y) y sup (x, y). Todo 
conjunto totalmente ordenado es un retículo, luego la noción de retículo es intere- 
sante principalmente para los conjuntos parcialmente ordenados. 

Demostrar que cada uno de los conjuntos siguientes parcialmente ordenados es un 
retículo, determinar en cada caso inf (x, y) y sup (x, y). 

a) 8(E) ordenado por Ac B. 

b) N* ordenado por x|y (x divide y). 

€) % conjunto de las relaciones de equivalencia ordenadas por «R es más fino que 
R'» (ver ejercicios 18 y 19). 

d) £ conjunto de las partes del espacio E de la geometría elemental comprendiendo 
únicamente: la parte vacía y la parte llena de E, las partes de E reducidas a un punto, 
las rectas y los planos. La relación de orden es la inclusión inducida sobre £ por la 
inclusión definida sobre 8(E). 


Sea (a, b) una familia finita (1 <i< mn) de intervalos (cerrados, abiertos o semi- 
abiertos), de R tales que dos cualesquiera de entre ellos se cortan. Demostrar que 
la intersección 1 de dicha familia es un intervalo cerrado no vacío (cerrado, abierto 
o semiabierto) que se determinará. ¿Se podría en este enunciado reemplazas R por 
un conjunto cualquiera E totalmente ordenado? 


2 
ENTEROS NATURALES 


l. Conjunto N de los enteros naturales. 
II. Conjuntos finitos. 
NI. Operaciones sobre los enteros naturales. 
IV. Análisis combinatorio. 
V. Nociones sobre los conjuntos numerables. 


I. Conjunto N de los enteros naturales 


27. Los programas de estudios (Ciencias y escuelas especiales) correspon- 
dientes al nivel intelectual a que este libro va dirigido autorizan al autor 
a admitir la existencia del conjunto de los números enteros N, sus propie- 
dades y las operaciones clásicas entre sus elementos. 

Sin embargo, todos los demás conjuntos de números estudiados en este 
curso Z, Q, R, C al construirse a partir de N, nos ha parecido que un cierto 
número de estudiantes estarían interesados en la exposición de un modo 
de introducción de N. 

Por otra parte, los que no sigan sus estudios matemáticos hasta el final de 
la licenciatura y se dediquen a la enseñanza de la Aritmética les agradará 
conocer uno de los sistemas de axiomas que definen N y sus consecuencias: 
no para que enseñen estos axiomas a sus jóvenes alumnos, sino para que sepan 
algo más que ellos en esta materia. 

La existencia de N deriva de la teoría de conjuntos. Para simplificar admi- 
timos la existencia de N, contentándonos con determinar las propiedades clá- 
sicas partiendo de un reducido número de ellas (sección I). Estudiaremos 
seguidamente los conjuntos (sección II). Esto nos permitirá definir correcta- 
mente las operaciones en N (sección ID. 

A continuación con los resultados así adquiridos y con la noción de apli- 
cación, demostraremos un cierto número de propiedades de los conjuntos 
finitos conocidas bajo el nombre de análisis combinatorio. Esta sección reitera 
el estudio de resultados en parte ya conocidos por el lector, si bien se pre- 
sentan a partir de la teoría de conjuntos. 
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En fin, en la sección V, daremos algunas indicaciones sobre los conjuntos 
numerables. 


28. Introducción de los enteros naturales 


Designemos por E un conjunto no vacío poseyendo las tres propiedades 
designadas más abajo por N,, Nz, Ny. 


Axioma N,.—E es un conjunto ordenado, toda parte no vacía de E tiene un elemento 
mínimo. 

Consecuencias: 

l. Toda parte (x, y) de E tiene un elemento mínimo, luego E es total- 
mente ordenado. 


2. La parte llena de E tiene un elemento mínimo, juego E tiene un ele- 
mento mínimo m. 


Axioma N,—E no tiene elemento máximo. 


Consecuencia: Todo elemento a de E tiene un sucesor a” (ver $ 22, c). 


Sea X el conjunto de los elementos x de E inferiores o iguales a a e Y 
el conjunto de las cotas superiores de X no pertenecientes a X, es el com- 
plementario de X con respecto a E, Y no es vacío, si no a sería el máximo 
elemento de E; luego Y tiene un elemento mínimo (axioma N), sea a”; el 
intervalo abierto Ja, a'[ es vacío, pues si existiera b tal que a<b<a', b 
sería una cota superior de X que no pertenecería a X, luego un elemento 
de Y y a' no sería el mínimo elemento de Y. 


Axioma N3.—Todo elemento u de E distinto de m tiene un predecesor 'a (ver 
$ 22, c). 


Consecuencia: Toda parte no vacía de E acotada superiormente tiene un 
elemento máximo. 

Sea X una parte no vacía acotada superiormente de E, y sea Z el conjunto 
de las cotas superiores de X, Z no es vacío, puesto que X es acotado superior- 
mente, y tiene, por lo tanto, un elemento mínimo a (que es la menor de 
las cotas superiores de X, es decir, sup X). 

Sia=m, X=(m), m es entonces también el mayor (y único elemento 
de X). 

Si am, a pertenece a X; en efecto, si a no perteneciera a X, su pre- 
decesor 'a sería también cota superior de X, puesto que ]'a, a[ es vacío, 
y a no sería la más pequeña de las cotas superiores de X. 


En resumen, un conjunto E verificando los axiomas N,, N,, N;, tiene las 
propiedades siguientes: 

—E es totalmente ordenado. 

—E tiene un elemento mínimo m y no tiene elemento máximo. 

— Todo elemento x de E tiene un sucesor *” y todo elemento x  m de E 
tiene un predecesor “x. 
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—Toda parte no vacia de E tiene un elemento mínimo y toda parte 
acotada superiormente no vacía de E tiene un elemento máximo. 


Para simplificar la exposición (ver ejercicio 28 fin del capítulo), admiti- 
mos que todos los conjuntos E que poseen las propiedades N,, Na, Ny son 
isomorfos para la estructura de orden y designamos por N aquel cuyo primer 
elemento se representa por 0, el sucesor de 0 es 1, el de 1 es 2, etc. Los 
elementos de N se llaman enteros naturales. Se representa N* =N-—(0). 

Observemos también que el sucesor y el predecesor de un elemento x 
siendo únicos (ver $ 22, Cc), las aplicaciones 


f: N >N* definido por 10)=x" 
g: N>N definido por 2£(x)='x 


son biyecciones recíprocas una de otra, pues 


(vreN") (1 =x 
(vxreN) (xa) =x. 


Por otra parte, x<y implica <v* <y<y', luego f es estrictamente 
creciente; análogamente con g. 

Toda familia de elementos (ver $ 17) cuyo conjunto de índices es N o una 
parte de N se llama una sucesión. Una sucesión a,(n€ N) es estacionaria si 
existe p tal que n>p entraña 4, = dp. 

Todo conjunto equipotente (ver $ 20) con N o con una parte de N se 
llama numerable (ver 8 42). 


29. Noción de recurrencia 


Ocurre que se toma por uno de los axiomas definiendo N el resultado 
siguiente, que es el principio de razonamiento por recurrencia; con el modo 
de exposición adoptado, este enunciado se transforma en un teorema: 


TEOREMA. — Toda parte X de N tal que 
0EX y (reX=>x€X) 
es idéntico a N. 


Sea Y el complementario de X con respecto a N, si Y es vacío, el teorema 
está demostrado; supongamos, pues, Y no vacío, Y tiene, por lo tanto, un 
elemento mínimo a (axioma N;), a es distinto de 0, puesto que 0 pertenece 
a X, luego 'a existe y es estrictamente inferior a todo elemento de Y, luego 
no pertenece a Y, sino a X; en virtud de la segunda hipótesis ('a)” =a per- 
tenece a X, lo que es imposible, puesto que a pertenece a Y, luego la hipóte- 
sis hecha sobre Y es falsa: Y es, pues, vacío y X=N. 

Hemos enunciado este resultado utilizando las nociones de elementos y de 
partes del conjunto N, podemos también enunciarlo mediante la noción 
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de propiedad definida sobre N (ver $ 6). Sea, en efecto, p una propiedad 
definida sobre N escribiendo 


X =(x eN | p(x)). 
Obtenemos el teorema siguiente, fundamento del razonamiento por re- 
currencia: 
TEOREMA. — Si p es una propiedad definida sobre N tal que 
vo) y [vxem (0 => »))] 


entonces p es verdadero para todo x de N. 

Este teorema sirve también para construir una sucesión de elementos de 
un conjunto A en las condiciones siguientes: se conoce dy y conociendo 4, 
se posee un método que permite formar d,,. Designemos por p la propiedad 
siguiente: “se sabe formar a, de A”; según las condiciones dadas, p verifica 
las hipótesis del teorema precedente, luego p es cierta para todos los enteros 
naturales y sabemos construir, en consecuencia, la sucesión (a,) (n € N). 

En los teoremas precedentes, las hipótesis sirven para mostrar que X =N 
o que p es verdadera para todos los enteros naturales, se dice entonces que 
se efectúa una recurrencia sobre N; con hipótesis distintas se obtendrá los 
resultados siguientes que el lector demostrará fácilmente: 


CoRroLARIO 1.—Si a es un entero natural distinto de 0, toda parte X de N tal que 
aeX y [(WxreX)x ex] 
contiene [a, —[ (recurrencia a partir de a). 
COroLARIO 2.—Si b es un entero distinto de 0, toda parte de N tal que 
DeX y [vw x e lo, 5) Y eX] 
contiene [0, b] (recurrencia hasta b). 


CoroLArRIO 3.— Si a y b son dos enteros naturales tales que O0<a<b, toda parte X 
de N tal que 


aeX y [(w x e [a, bl) eX] 


contiene [a, b] (recurrencia sobre un intervalo). 


ll. Conjuntos finitos 


30. Definición. Partes finitas de N 


DerinicióN. — Un conjunto F es finito, si es vacío o si existe una biyección de F 
sobre un intervalo cerrado [1, a] de N (a 0). Un conjunto no finito se llama infinito. 


Estudiaremos primero en este párrafo las partes finitas de N. 
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TEOREMA 1.— Si a y b son dos enteros naturales no nulos, si existe una inyección 
de A=[1, a] en B=[1, b], a<b. 


Razonemos por recurrencia sobre a, el teorema es verdadero para a=1, 
puesto que b=> l. 

Supongamos el teorema cierto para a, siendo a” el sucesor de a; consi- 
deremos una inyección f de A”=[1, a'] en B=[1, b], pongamos 


c= fía”) C=B-—(c). 


Designemos por g la aplicación de A en C coincidiendo con f sobre A, 
es también una inyección; o bien c=b 0 bien cx b: si c=b, C=[1, 'b] 
('b predecesor de b), luego (hipótesis de recurrencia) a < 'b y (crecimiento 
de la aplicación .x >”) 


a <(by=b. 
Si cx b, consideremos la aplicación pg de C sobre [1, 'b] definida por 


l<x<c p()= x 
c<x<b olx) = 'x 
si c=1 l<x<b p(x) ='x. 


Es una biyección de C sobre [1, “b], luego y es inyectiva y pog que 
aplica A = [1, a] en [1, 'b] es una inyección (compuesta de dos inyecciones, 
$ 15, d), luego (hipótesis de recurrencia) a < 'b y como más arriba a' < b. 
El teorema está, pues, demostrado. 


CoROoLARIO. —Si a y b son dos enteros naturales no nulos, si existe una biyección 
de [1, a] sobre [1, b], a=b. 


En efecto, según el teorema 1: a<b, b<a, luego a=b. 


TEOREMA 1'.—Si a es un entero natural no nulo, toda inyección de A= [1, a] 
en A es una biyección. 


El teorema cs verdadero para a=1. Sea a>1l, supongamos el teorema 
verdadero para 'a (hipótesis de recurrencia) y sea f una inyección de A en A. 
Pongamos c= fía) y C= A—(c) y sea g la aplicación de [1, 'a] en C que 
coincide con f sobre [1, a]. 

Si c=a, C=[1, 'a] g es biyectiva (hipótesis de recurrencia), luego f 
también. 

Si c x a, consideremos, como en la demostración del teorema 1 (haciendo 
b=a), la biyección y de C sobre [1, 'a], pog es entonces una inyección de 
[1, a] en [1, 'a], luego una biyección (hipótesis de recurrencia); y asimismo 
g y, por tanto, f: con lo que el teorema queda demostrado. 


Trorema 2.—Toda parte no vacía de N es finita si y sólo si es acotada superior- 
mente. 
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a) Toda parte no vacía finita F de N es acotada superiormente. Existe, 
pues, un n 0 y una biyección f de [1, n] sobre F. Razonemos por recurren- 
cia: si n=1, F=(f(1)) y EF está acotada superiormente por todos los enteros 
superiores a f(1). Supongamos cierto el teorema para n y sea M una cota 
superior de (f(1), f(2), ..., f(n)), veamos que también es cierto para n'; en 
efecto, sup (M, f(n')) es una cota superior de (f(D), [(2), ..., f(1)). 

b) Toda parte no vacía acotada superiormente F de N es finita. 

Por la consecuencia del axioma N; ($ 28), F tiene un elemento máximo p. 

Razonemos por recurrencia sobre p. 

Si p=0, F=(0) y EF es finito, pues existe una biyección (única, por 
otra parte) de (0) sobre (1)= [1, 1]. 

Supongamos el teorema verdadero hasta p. Sea F una parte cuyo máximo 
es p'; pongamos X =F—(p'), el elemento máximo de X es <p, luego 
existe una biyección (hipótesis de recurrencia) f: X-—>[1, a]; consideremos 
la aplicación g de F sobre [1, a'] que coincide con f sobre X tal que g(p”) = 4", 
es una biyección de F sobre [1, a'], siendo el teorema cierto para p es cierto 
para p', siendo verdadero para p= 0, es cierto cualquiera que sea p máximo 
elemento de F, luego para toda parte no vacía acotada superiormente de N, 

CoroLARIO 1.— Toda parte G de una parte finita F de N es finita. 

En efecto, si G c F, toda cota superior de F es una cota superior de G. 

CoroLARIO 2.— Toda intersección 1 de partes finitas de N es una parte finita de N. 

CoroLarIO 3.— La reunión de dos partes finitas de N es finita. 


Sean F, y F, las dos partes finitas de N, sup F, y sup F, existen, sup 
(sup F,, sup F,) es una cota superior de F, U F,, luego F, U F, parte acotada 
superiormente, es finita. 


CoroLarIo 4.— Toda parte complementaria respecto a N de una parte finita de N 
es infinita. En particular, N es infinito. 


En efecto, si F es finito C F no es finito, ya que si ambos F y [Cr fuesen 


finitos serían acotados superiormente, así como F U | F=N, pero N no está 


acotado superiormente (pues N entonces tendría un elemento máximo, lo que 
es falso: axioma N)). 


31. Propiedades de los conjuntos finitos 


TEOREMA 3.—Si a y b son dos enteros naturales distintos de cero, si existe una 
biyección f de un conjunto F sobre [1, a] y una biyección g de F sobre [1, b], 
entonces a = b. 


gof-l es una biyección de [1, a] sobre [1, b], luego (corolario del teore- 
ma 1) a=b. 
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COROLARIO Y DEFINICIÓN. — Dados varios conjuntos F finitos no vacíos equipotentes 
entre sí, existe un entero natural único no nulo a tal que cada conjunto F sea equi- 
potente a [1, al. 

A a se le llama el cardinal de F, o bien el número de elementos de F; se escribe 

card F=a, 

Por definición card UV =0. 

Así: card [1, a] =a, card (X+)=1 y si xx y, card (x, y)=2, ... 

TEOREMA 4.— Toda parte A de un conjunto finito B es finito y card A <card B. 
Y card A=card B implica A =B. 

Si B= £Z, lo es también A y el teorema es evidente. Igualmente si A= Y. 

Supongamos A y B no vacíos. Sea g una biyección de B sobre [1, b] 
(b = card B); designemos por g' la aplicación de A sobre g(A) que coincide 
con g sobre A, es una biyección; pero g(A) parte de [1, b] es finito (coro- 
lario 1 del teorema 2), A es, pues, finito, llamemos f una biyección de A 


sobre [1, a] (a card de A) y q la inyección canónica de A en B (ver $ 12, c); 
tenemos el diagrama 


FP 9 8 
[1, a >A>B>[1, b] 


h=gopof"' es una biyección, luego (teorema 1) a < b. 
Si a=b, h es una biyección (teorema 1”), también lo es p=g"'ohof, 
resulta de ello que p es suprayectiva, luego es la identidad de A y A=B, 
CoroLArIO 1.—La intersección de una familia cualquiera finita o infinita de con. 
juntos finitos es finita. 


CoroLarIo 2.—Si f es una aplicación de E finito en un conjunto cualquiera F, 
HE) es finito y 
card /(E) < card E. 


Además, card f(E) = card E si y sólo si f es inyectiva. 


Perteneciendo y a f(E), escojamos un x único en cada subconjunto f-(y), 
sea A la parte de E descrita por estos elementos x; consideremos la aplicación 
g de A sobre f(E) coincidiendo con f sobre A, g es biyectiva, luego (teorema 4) 


card f(E) = card A < card E. 


Por otra parte, en virtud del teorema 4, card f(E) = card A = card E equi- 
vale a A=E, es decir, a “f es inyectiva”. 
CoroLARIO 3.— Si f es una aplicación suprayectiva de E finito sobre F, F es 
finito y 
card F < card E. 
Además, card F=card E si y sólo si f es biyectiva. 


En efecto, es suficiente de aplicar el corolario precedente a F = (E). 


84 ENTEROS NATURALES [Cap. 2 


CoroLArIo 4.—Si f es una aplicación inyectiva de E en F, si f(E) es finito, también 
lo es E y 


card E = card f(E). 


En efecto, la aplicación g de E sobre f(E) coincidiendo con f sobre E es 
una biyección (ver $ 16). 

Algunos de los resultados precedentes pueden resumirse en el enunciado 
siguiente: 

CoroLarIo 5.— Dados dos conjuntos E y F finitos de igual cardinal y siendo f una 
aplicación de E en F, las propiedades siguientes son equivalentes: 

a) f es inyectiva. 

b) f es suprayectiva. 

c) f es biyectiva. 
OBSERVACION 

Este teorema es falso para los conjuntos infinitos, es suficiente considerar las apli- 
caciones f y g de N en sí mismo definidas por 


Kn) = 2n (inyectiva, no suprayectiva) 
n par g(n) = n/2 (suprayectiva, no inyectiva) 
n impar g(n) =0. 


Teorema 5.— La reunión de dos conjuntos finitos es finita. 
Cualesquiera que sean A y B se tiene 
AUB=AU(B—A). 


Luego se puede suponer A y B disjuntos. 

Si A es vacío, Y UB=B, el teorema es cierto. 

Supongamos el teorema demostrado para card A=a 0. 

Consideremos un conjunto A” de cardinal a” (siguiente de a), pongamos 
A = (Xp Ya 0.0) Xa)  B=([Yu Yo +» Yo) 


existe una biyección f de (A' — (Y,,)) U B sobre [1, c] (hipótesis de recurren- 
cia), sea g una aplicación de A” U B en [1, c'] definida por 


[Vze(A'—(x.) UB] ge) =fme[1 c] 


g(x.) =<c €[1, c]. 


Es ciertamente una biyección, pues f es una biyección y A” y B son dis- 
juntos. Luego A' U B es finito. 

Por recurrencia, se demostrará el resultado siguiente: 

CoroLarIo 1.—La reunión de una familia finita de conjuntos finitos es finita. 


COROLARIO 2.—Sea f una aplicación de E en F finito tal que cada imagen recíproca 
de un elemento y de f(E) sea finita, entonces E es finito. 
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Sea R la relación de equivalencia asociada a f (ver 8 19 b), la aplicación 
canónica y: E/R-—>f(E) es biyectiva, luego E/R es finito (pues f(E) parte de 
F finito es finito). Luego E reunión de un número finito de clases f-(y) finitas 
es finito. 


CoroLARIO 3.—El conjunto producto de dos conjuntos finitos es finito. 


Sean A y B dos conjuntos finitos descritos, respectivamente, ¡por x y por y, 
consideremos la primera proyección pr, de A X B sobre A (ver 8 12, d), si 
card A=a y card B=b, card (pr;'x)= card B, pues para x fijo, la apli- 
cación y —> (x, y) es una biyección, luego se puede aplicar el corolario anterior. 


32. Notaciones para una familia finita de elementos o de conjuntos 


Hemos indicado en el $ 17 las notaciones para una familia de elementos 
o de conjuntos cuyos índices pertenecen a un conjunto I. Si el conjunto 1 
es una parte finita de N, se dice que la familia de elementos, o de conjun- 
tos, es una familia finita. Si no es vacía, se puede tomar por conjunto de 
índices [1, 1] y se escribirá 


Edision  (Adisicn 


observemos que n no será el cardinal del conjunto de las x, (o de las A¡) más 
que en el caso en que la aplicación 


iu (>A) 


sea biyectiva. 
La intersección, la reunión de los A(l<i<m) se notarán, respectiva- 


mente 
Ja fa 


i=l 


Análogamente, si para l <i<m, a, describe A,, definiremos el conjunto 
producto de los conjuntos (A),..,... por recurrencia de 1 a n poniendo 


A¡XArX co X Ajo =(Ay XAg X 5 X Ap) X Ajo 


(p' siguiente de p, siendo p tal que 1 <p < 'n) (ver $ 29). Escribiremos 
A, XA2X-.. X An II +. 
i=1 


Este conjunto está descrito por (a;, d,, ..., dy) que llamaremos una n-étupla. 
«, se llama el n-coordenado de la n-étupla. 
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Observemos que en las notaciones precedentes 
i=n i=n i=n 
A; A [Ia 
Ya Ys ll 


i representa un índice entero que toma todos los valores de 1 a n. Podemos . 
reemplazarlo por cualquier letra ¡, k, ... o símbolo, excepto por 1; primer 
valor especificado, o por n: último valor especificado. Así, por ejemplo, 


i=n p=n 
U A= U A, 
dal pai 


contrariamente un símbolo como U A, no tiene sentido. Diremos que ¿, o p, 
es un índice mudo, o que los términos precedentes no contienen i (ni p) (ver 
$ 6, b, nota 2). 

Supongamos, además, que Aj, ..., A, sean conjuntos finitos, hemos 
visto en el $ 31 (corolario 1 del teorema 4) que toda intersección finita o in- 
finita de conjuntos finitos era finita, y que toda reunión finita de conjun- 
tos finitos era finita (corolario 1 del teorema 1), se demuestra por recurrencia 
mediante el corolario 3 el resultado siguiente: 


CoroLarto 4.—El conjunto producto de un número finito de conjuntos finitos es 
un conjunto finito. 


NIl. Operaciones con los enteros naturales 


33. Sumas de dos o varios enteros naturales 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Sean dos conjuntos finitos disjuntos A de cardinal a 
y B de cardinal b y A' y B', dos conjuntos disjuntos equipotentes, respectivamente, 
a A y a B, entonces 
card (A U B) = card (A” U B”. 
El cardinal de A UB se llama la suma de los enteros a y b y se designa a+ b; 
a y b son los términos de la suma; la operación que permite pasar del par (a, b) a a+b 
se llama suma en N. 


Existe, en efecto, una biyección f de A sobre A” y una biyección g de B 
sobre B'; consideremos la aplicación 


F: AUB>A'UB' 


definido por 
(VvxeA) F(x)=f(0);  (AxeB) F()=g8(%) 


es una biyección, cualquiera que sea y de A” U B', la ecuación F(x) =y tiene 
una única solución, al ser A” y B' disjuntos y f y g biyecciones. 
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Por otra parte, A U B es finito (ver $ 31, t. 5), puesto que card (A U B) 
no depende de A y de B, sino del card A y card B, podemos escribir por 
definición 

(card A) + (card B)= card (A U B). 


Las propiedades de la reunión (ver $ 5) muestran (con las notaciones evi- 
dentes) que cualesquiera que sean los enteros naturales, a, b, c cardinales 
respectivos de conjuntos finitos dos a dos disjuntos 


(a+b+c=a+(b+c) (asociativa) 
a+b=b+a (conmutativa) 
a+0 =0+a=a (existencia de un elemento neutro para la suma). 


Por inducción sobre el entero (1 <i<m), definiremos la suma de n 
enteros representada 


a+a+.+a=) a 


Observemos que en el término del segundo miembro ¿ es mudo ($ 6, b, 
nota 2). Las demostraciones fáciles en su principio, pero pesadas y que omi- 
tiremos (ver capítulo 3, ejer. 42 y 43), establecen que en una suma de enteros 
se puede modificar arbitrariamente el orden de los términos de la suma, y 
reemplazar un grupo arbitrario de estos términos por su suma, sin modificar 
la suma primitiva. 


b) Siendo la suma de dos enteros un entero bien determinado, cuales- 
quiera que sean a, b, c, tenemos 


a=b>a+c=b+c 


y de una manera más general 


es decir: se puede “sumar miembro a miembro" un número finito de igual- 
dades entre enteros. 
Recíprocamente, sean tres conjuntos finitos A, B, C (de cardinales respec- 
tivos a, b, c), se ve fácilmente que 
ANC=Bnc=9Y 
y =>A=B 
AUC=BUC 


luego cualesquiera que sean los enteros naturales a, b, c 


a+c=b+c=>a=b; 
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se dice que todo entero natural es regular para la suma, o también que las 
igualdades entre sumas se pueden simplificar por un mismo número entero. 
Por otra parte, hemos visto (ver 8 31, teorema 4) 


AcBz>as<b 
se ve fácilmente que 


ANnNC=BNnNC=9 
y SAUCEBUC 
AcB 


luego cualesquiera que sean los enteros naturales a, b, c 
asbeoa+c<b+c; 


se dice que la relación de orden a < b definida sobre N es compatible con la 
suma en N; se deduce que se puede “sumar miembro a miembro” un número 
finito de desigualdades del mismo sentido. 

c) Busquemos el siguiente de a. Si a=0, 0'=1=0+ 1; supongamos 
azx0, a=card [1, a] y a” =card [1, a'], pero por definición del siguiente, 
Ja, a'[ es vacío, luego 


[)4]=[1aJU(4Y y [Lalníia)=9 


luego a'=a+ 1. 

Dados dos enteros naturales a y b, si existe un entero natural d tal que 
b+d=a, es único (regularidad de todo entero para la suma). 

Podemos considerar hb y d como los cardinales respectivos de B y D con 
BND=9, si ponemos A=B UD, a=card A, tendremos (ver $ 31, 
teorema 4) 

A>B a>b, 


Supongamos, pues, a>b, si a=b, D=8Y y d=0; por otra parte, si 
b=0, d=a; supongamos, pues, 0<b<a, tendremos entonces 


[l)aJ=[1,5]JU[», a] y  [109nN[4a=0, 
de donde 
a=b + card [b”, a], 


luego d existe, es el card [D”, a], se le llama la diferencia de a y b y se 
designa a—b, la operación (a, b)>a—b es la sustracción, no está definida 
más que cuando a > b. 

Si a 0 tenemos, como más arriba, 


[1 a] =[1 2] U (a), 
de donde 'a=a—1. 


En adelante sólo emplearemos las notaciones a+ 1 y a—1 en lugar de 
a y“. 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar que sobre el conjunto de pares de enteros, en que está definida la 
sustracción, la relación entre (a,, b,) y (a, b,) dada por 


es una relación de equivalencia. 
2. Demostrar que la relación, definida sobre N X N, entre (a, b,) y (a, b) 


a,+b,=4,+b, 


es una relación de equivalencia. 


34. Multiplicación de dos o más enteros naturales 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Sean dos conjuntos finitos A de cardinal a y B de 
cardinal b y A' y B” dos conjuntos, respectivamente, equipotentes a A y a B, entonces 


card (A x B) = card (A” X B”. 


El cardinal de AX B se llama el producto de los enteros naturales a y b y se 
escribe a.b o ab; a y b son los factores del producto; la operación que permite 
pasar del par (a, b) a ab se llama multiplicación en N. 


Existe, en efecto, una biyección f de A sobre A” y una biyección g de B 
sobre B”; consideremos la aplicación 


h: AXB>A' x B' 
definida por 
(VxeA) (WyeB) — hx, y) =(f(x), gly)). 


Que es evidentemente una biyección, pues cualquiera que sea el par (*”, y”) 
de A' x B' 
(0, ¿Y) =(4,y9Neo[()=Y y n=] 

pero estas dos últimas ecuaciones tienen una solución única cualquiera que 
sea x' de A' e y' de B', luego h es una biyección. 

Por otra parte, AX B es finito (ver $ 31, corolario 3 del teorema 5), 
card (A Xx B) no dependiendo de A y de B, sino únicamente del card A 
y card B; podemos poner por definición 


(card A) (card B) = card (A X B). 


La definición de Ax B Xx C (ver $ 8) muestra que, cualesquiera que sean 
los enteros naturales a, b, c, 


(ab)c = a(bc) (asociatividad). 
La aplicación de AX B en BX A definida por 
(Y >(Y, x) 
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(con las notaciones del principio del párrafo) es una biyección, luego cuales- 
quiera que sean los enteros naturales a y b 


ab = ba (conmutatividad). 
Por otra parte, x describiendo A y siendo y fija, la aplicación de A en 
A X (y) definida por 
=> (x, y) 


es una biyección, luego para todo entero natural a 
a=al= la (existencia de un elemento neutro para la multiplicación). 


En fin, si B, y B, son dos conjuntos finitos y disjuntos, análogamente lo 
son AXB, y AX B, y (ver 8 8) 


A Xx (B, U By) =(A Xx Bj) U (A x By 
luego, cualesquiera que sean los enteros naturales a, b,, b,, 


a(b, + by) = ab, + ab,  (distributividad de la multiplicación 
con relación a la suma). 


Por recurrencia sobre el entero ¿(1 <i < nm) definiremos el producto de n 
enteros que se escribe 


Observemos que, en el término del segundo miembro, i es mudo (ver $ 6, b, 
nota 2). 

Como para la suma, admitiremos que en un producto de enteros se puede 
modificar arbitrariamente el orden de los factores y reemplazar un grupo arbi- 
trario de factores por su producto, sin modificar el producto primitivo (ver 
(capítulo 3, ej. 42 y 43). 

Por recurrencia sobre ¡(1 << q), se mostrará que 


(50) -En 


im1 j=l 


y seguidamente por recurrencia sobre ¡(l <i <p) 


i=1 f=1 i=1 j=1 
b) Las propiedades del producto cartesiano indicadas en el $ 8 muestran 
que, para todo entero natural a, 
«0=0=0 


d ab=0=(a=0 o b=0). 
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Por otro lado, siendo el producto de dos enteros un entero bien determi- 
nado, cualesquiera que sean a, b, c, 


a=b=ac= bc 
y más generalmente 


E= bs ao ]]e=[|s 
i=l 


recíprocamente (ver $ 8) 
(CD y AXC=BxXC)I>A=B 
luego, cualesquiera que sean a y b y cualquiera que sea c 0, 
ac=bc>a=b, 


Se dice que todo entero natural no nulo es regular para la multiplicación, 
o bien que se puede simplificar por un mismo entero natural no nulo las 
igualdades entre productos. 
En fin (ver $ 8), 
ACB>AXCCcBxC 
luego 
a<b=ac< be, 


en cambio se tendrá solamente 
(ac<bc y cx0)>as<b. 


Se dice que la relación a < h es compatible con la multiplicación por un 
entero natural no nulo. 


c) OBSERVACION 


¡za 
Consideremos la suma >» de a enteros todos iguales a b, se ve fácilmente por 


inducción a partir de a=1 y utilizando la distributividad de la multiplicación respecto 


a la suma que 
> b,=ab. 


i=1 

Es ésta la definición que se toma algunas veces para el producto de dos enteros natu- 

rales: la misma hace desempeñar papeles diferentes a a y a b («multiplicando», multiplica- 

dor»), de donde surgen las dificultades para la demostración de la conmutatividad: por 
esto hemos preferido la definición simétrica que hemos dado. 


d) Dados dos enteros naturales a y b (bx 0), si existe q tal que a= bq 
es único (regularidad de todo entero no nulo para la multiplicación). Se dice 
que a es un múltiplo de b, o que b divide a; esta última relación se escribe 
b|a; hemos visto en el $ 22 que era una relación de orden parcial definida 
sobre N*, 
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Cuando existe q, se le llama el cociente de a por b y se escribe a/b. 

Se escribirá bN el conjunto de los enteros naturales múltiples de b; así 
ON =(0), IN=N, 2N es el conjunto de los enteros naturales pares (ver 
$ 50). 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que si b,—b, existe, también existe ab, —ab, y que 


a(b, —b,) = ab, —ab,. 


2. Demostrar que la relación a,b, = a,b, entre los pares (a,, b,) y (a, b,) de N x N* 
es una relación de equivalencia. 
3. La relación b|a, ¿es compatible con la adición, con la multiplicación en N*? 


35. Aplicaciones de la suma y de la multiplicación de enteros a los cardinales 
de conjuntos finitos 


Sean dos conjuntos finitos A y B no forzosamente disjuntos; pongamos 
A'=A—(ANB) B'=B—(ANB) 
tendremos (al ser A” y A N B finitos y disjuntos, igualmente que B' y A N B) 
card A'= card A—card (A N B) card B'= card B—card (A N B). 


Por otro lado, 
AUB=A'UB'U(ANB) 


los tres conjuntos A”, B”, A N B son disjuntos dos a dos, de donde 
card (A U B)= card A + card B + card (A N B), 


es decir, card (A U B) < card A + card B, verificándose la igualdad si y sólo 
si card (A N B)=0, es decir, si A y B son disjuntos. 

Por recurrencia podemos extender este resultado a nm conjuntos finitos 
F, F» ..., F, (n= 2), considerando los dos conjuntos (F, U F;... U F_1) 
y En de donde 


TEOREMA. — Dados n conjuntos finitos F(1<i< mn), se tiene 


con) Zuen 


i=1 i=1 
Se verifica la igualdad si y sólo si los F, son disjuntos dos a dos. 


CoroLario 1.—Si (F) 1<i<mn es un recubrimiento finito de una parte finita A de 
un conjunto E, siendo las partes F; de E finitas, se tiene 
” 


n 
card A < cara) F,s > card F;. 


i=l i=1 
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CoroLARIO 2.—Si (F¡) asi<m 2 una partición finita de un conjunto E, si las 
partes F; de E son finitas, se tiene 


n 
card E= > card F;. 
B 


COROLARIO 3.—Si f es una aplicación de E en F finita tal que cada subconjunto 
de E, f-Uy) sea finito, siendo n el cardinal de f(E), se tiene que 


n 
card E => card f- (y). 
i=1 


En efecto, f(E) es finito; sea n su cardinal, (f-(yi))(l <i<m) es una 
partición de E. 
Aplicando la observación del $ 34, c, obtendremos el resultado siguiente: 


CoroLarIo 4. (Principio de los pastores.) —Si f es una suprayección de E sobre F 
finito de cardinal n tal que, cualquiera que sea y de F, card f-Uy) =p, tenemos 


card E =np. 
EJERCICIO 


Dados p elementos repartidos entre n conjuntos de una familia, si p>Hn existe al 
menos un conjunto de la familia conteniendo al menos dos elementos (principio de 
los cajones). 


36. División euclídea de los enteros naturales 


a) Sean a y b dos enteros naturales (b 0), consideremos la aplicación 
f de N en bN definida por Y->f(x) = bx; es suprayectiva por definición, es 
inyectiva, pues hb no nulo es regular para la multiplicación; es, pues, una 
biyección de N sobre bN; bN no está acotado superiormente, si no sería 
finito (ver $ 30, teorema 2), cualquiera que sea a, existe, pues, p tal que 
bp> a, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Cualesquiera que sean el entero natural a y el entero na- 
tural bx0, existe un entero natural p tal que bp>a; se dice que el orden total 
definido sobre N es arquimediano con respecto a la suma. 


Se puede mostrar un tal entero; por ejemplo, a +1; en efecto, 


(a+ Db=ab+b>a+b>a+1>a. 


b) Sea P el conjunto de los enteros p tales que pb>a; acabamos de 
ver que este conjunto no es vacío; tiene, pues, un mínimo (ver $ 28, axioma 
N,); este elemento n no es nulo (pues 0b = 0 < a); se puede, pues, escribir 
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q + 1; qb es, pues, inferior o igual a a (puesto que q +1 es el más pequeño 
entero tal que pb> a), luego existe q único tal que 


bq < a<b(q +1) 
pongamos r=a—bq; r es único y 0 <r<b, luego: 
TEOREMA Y DEFINICIÓN. — A todo par de enteros naturales a y b tal que bx0, 
se puede hacer corresponder un par único de enteros naturales q y r tales que 
a=bq4+r y  0<r<b, 


La operación que permite pasar del par (a, b) al par (q, r) se llama división 
euclídea de los enteros naturales, q y r sun, respectivamente, el cociente y el resto en 
esta división. 


Si r=0, b divide a y q es entonces el cociente en N de a por b. 
Observemos que si a<b, q=0 y r=a. 


37. Exponencial de base a y de exponente b 


Cualquiera que sea el entero natural a y cualquiera que sea el entero 
natural bx 0, escribiremos 


(1) a=a, A=a4a, ..., a =qt-lq, 
en particular para todo bx 0: 0”=0, 

Escribiremos también para todo a 0 

(2) =1 


Estas igualdades muestran que para todo par (a, b) « (0, 0) el símbolo a? 
está definido, de donde: 


DeriNIciÓN. — La aplicación de N XN—((0, 0)) en N definida por 
(a, b) => a> 
se llama exponencial de base a y de exponente b. 


Se verificará sin esfuerzo cuando todos los símbolos utilizados tienen un 
sentido 
arar =aP+9,  arbr=(aby, (ar) =ar, 
pero esta operación no es ni conmutativa ni asociativa; se tiene, por ejemplo, 
2P=8 39=9 
(2P=8=64 —2M=2= 512 


por convención ab* representa siempre at (en efecto, la notación (ab) es 
inútil, puesto que (ab) = ade), 
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EJERCICIOS 
1. Demostrar que en N es 
as<sbea <br, a<boa< bn, (si nx0). 


2. Demostrar que en N, para todo 4>1 y todo n>1: 4>14mnma, 


3. Deducir del ejercicio precedente que en N, para todo 4>1 y para todo b existe 
n tal que: ar>b (se dice que el orden total definido sobre N es arquimediano para 
la multiplicación). 


38. Conclusión 


Cualquiera que sea la pareja (a, b) de enteros naturales (excepto la pareja 
(0, 0) para la exponencial), hemos definido tres operaciones que tienen por 
resultados respectivos 


a4+d, ab, e, 
pero las ecuaciones 


() b+x=a Q) bx0  br=a 
(€) b=a (35 *=a 


no tienen siempre soluciones en N, para (1) y (2) la condición de existencia 
y de unicidad de x es, respectivamente, b <a y ba. 

Uno de los fines de algunos estudios de los capítulos siguientes será el 
construir conjuntos conteniendo N y en los que estas ecuaciones tendrán siem- 
pre soluciones: para (1) éste será Z, para (2) lo será Q, para (3) y (3 lo 
será R. 

Además, (1) tendrá siempre soluciones en Z, incluso si a y b no se toman 
en N, sino en Z; análogamente (2) tendrá siempre soluciones en Q, al tomar 
aybenQ (50). 

Por el contrario, si queremos dar un sentido a la ecuación (3) para a y b 
reales, será necesario suponer a y b estrictamente positivos. En fin, para 
resolver ciertas ecuaciones (3') tales como x1?=-—1l, nos veremos obligados 
a introducir un nuevo conjunto C, conjunto de los números complejos, 

Cada conjunto introducido en el orden indicado será un superconjunto del 
precedente 


NcZcQcRcC. 


Sobre cada uno de estos conjuntos se definirán una suma, una multipli- 
cación, que prolongan las operaciones ya definidas sobre el o los conjuntos 
anteriores. 
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IV. Análisis combinatorio 


39. Número de aplicaciones de un conjunto finito en un conjunto finito 


Sean dos conjuntos M y N finitos no vacíos de cardinales respectivos 
myn. 
Designamos por $(M, N) el conjunto de las aplicaciones de M en N. 
Si m=1, M=(a) y N=(b, bd, ..., Ds), siendo biyectiva la aplicación 
i>b;, las aplicaciones de M en N están definidas por 
a—=> fía) = b; (U<i<m, 


luego S(M, N) es finito y tiene por cardinal n. 
Supongamos que para m =p — 1, 5(M, N) sea finito (hipótesis de recurren- 
cia); sea m=p y a un elemento de M; pongamos 


M=M-(a) M"=(a). 
A toda aplicación f de M en N hacemos corresponder su restricción fy: 
a M' mediante la aplicación 
F: 5S(M, N) >5(M', N), 


es decir, 


fw =E(/). 


E-(fw) es el conjunto de las prolongaciones de fw:, cada uno está determinado 
por fla) € N y son disjuntos dos a dos; luego 


card F-Kfwy) = card N=n. 


En consecuencia, F(M, N) está definido (ver $ 35, corolario 4) y si pone- 
mos (p, n)= card S(M, N); cuando card M= p, tenemos 


91, n)=n 
0Q, n=.» ell, n) 


pp, 1n)=n op— 1, n) 


otn, n)=n gqm—l, n) 


multiplicando estas igualdades miembro a miembro, no siendo ningún factor 
nulo, tendremos 


p(m, n) = nm”. 
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TeorEMa. —Siendo M y N no vacíos y de cardinales respectivos m y n, el conjunto de 
las. aplicaciones F(M, N) es finito y tiene por cardinal n”, 
OBSERVACION 


Es a causa de esta fórmula que se representa algunas veces SF(M, N) por NM, 
cualesquiera que sean los conjuntos M y N. 


40. Número de las inyecciones de un conjunto finito en un conjunto finito. 
Variaciones. Permutaciones 


a) Notemos por F(M, N) el conjunto de las inyecciones de M finito no vacío 
en N finito no vacío; J(M, N) es finito, puesto que es una parte de 5(M, N) 
(ver 8 39). 

Siendo i una inyección de M en N, se tiene 


card M = card ¿(M) < card N, 


puesto que ¡(M) está contenido en N, luego m< nm. 
Tomemos las mismas notaciones que en el párrafo precedente poniendo 
W(p, n) = card FH(M, N) cuando card M=p. 
A toda inyección de ¿ de M en N hacemos corresponder su restricción 
iw a M'=M-—(a) por la aplicación 
G: KM, N)> JM”, N), 


es decir, iy = G(i). G-Uiyw) es el conjunto de las prolongaciones de iy, cada 
una está determinada por i(a), pero i(a) no se debe tomar en N, sino en 
N — in(M”), pues i siendo inyectiva, ¿(a) no puede tener un valor ya tomado 
por iy, luego 


card G-(iy)) = card N—card iy(M”) = n—(p— 1), 


pues siendo iw inyectiva: card im(M”) = card (M” (8 31, corolario 4 del 
teorema 4), luego (principio de los pastores, $ 35) 


card JM, N) =(p—m + 1) card JM”, N), 
por otro lado, W(1, n) =m, de donde 


YA, 1=n 
Ya, 1) =(n—1) yl, n) 


Ur =p +1) Ye—1,m 


von, n=(nm—m+1 dm—1, n) 
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multiplicando estas igualdades miembro a miembro, no siendo nulo ninguno 
de los factores Xp, nm), pues m < na implica n—p+1>0 para l<p<m, 
obtendremos 


dím, n) = n(n—1)...(n—m + 1D), 


es decir, el producto de m enteros consecutivos estrictamente decrecientes a 
partir de n. Obtendremos una expresión más simple gracias a la definición 
siguiente: 


DEFINICIÓN. —Si n es un entero natural, se designa n! (que se enuncia «n factorial»), 
el entero natural definido por 


0! = y para n>1 n! =(n—1)n. 


Luego para n> 1 
n!=123...2n. 


La aplicación n—>n! es estrictamente creciente para n > 2; se tiene 
l!l=1 21=2 3!=6 4!1=2 5!=120... 10! = 3.628.880 


mediante esta notación es 


dm, n) = An—1)...(n—m+1)= 


TEOREMA, —Si M y N son dos conjuntos finitos no vacíos de cardinales respectivos 
m y n (m<mn), el conjunto de las inyecciones de M en N es finito y tiene por cardinal 
1 
an—10)..m—=m+1)= E, 
(1—m)! 
b) Si M=(1, 2, 
en N 


.., Mm) y N=([(1, 2, ..., n), sea i una inyección de M 


p>ip) =i, 
la imagen de i, (M)= ([ú, la ..., im) donde los elementos ¿,, ia ..., im están 
colocados en este orden se llama una variación sin repetición de los n enteros 
1,2, ..,n, mam. 

De una manera más general si N =(X,, Xp ..., X,) UM) =(X,, Mio 00, Y), 
con los elementos X;, Y» ...» %;, Colocados en este orden, se llama una 
variación sin repetición de los n objetos X,, Xy ..., *n Mam. 

Se designa algunas veces el número de estas variaciones por A”: es el 
número de inyecciones de M en N, luego 

nl 
Ar=n0—1)...(1—m+D= 51: 
c) Caso particular: card M= card N=n. 


(9) 20! tiene 19 cifras en el sistema decimal; se demuestra en Análisis la fórmula asintótica 
siguiente (llamada fórmula de STIRLING) 


<y5(3) (ez (2) 
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El corolario 5 del teorema 4 (8 31) indica que toda inyección de M en N 
es una biyección; según el resultado precedente, hay n!, puesto que 
(m—n)! =0! =1. 


En particular: 
Teorema. — Hay n! biyecciones de un conjunto E con n elementos sobre sí mismo, 


Estas biyecciones se les llama también permutaciones de E (ver más ade- 
lante $ 84). Por abuso de lenguaje si E=(*,, Xz ..., Y.) se llama algunas 
veces permutación la imagen f(E), es decir, 


ME)= [Xi Yo +.» 4,3 


con los elementos xj... Y,, colocados en este orden. 


EJERCICIOS 


1. Sean cuatro conjuntos A, B, A”, B”, tales que card A= card A' =a, card B = card 
B' = b, calcular el número de biyecciones de AX B sobre A' Xx B'. 

2. Sean dos parejas de partes (A, B), (A”, B') de un conjunto finito E de cardinal n 
tales que E=AUB=A'UB', ANB=A'NMB'=0, card A=card A'=4, 
card B=card B'=b (ua+b= mn), encontrar el número de biyecciones f de E tal que 
NA) =A', f(B) = B” (utilizar el ejercicio 10 al final del capítulo 1, y el ejercicio pre- 
cedente). 


41. Número de partes de »m elementos de un conjunto E con n elementos. 
Combinaciones sin repeticiones 


Sea E un conjunto finito tal que card E=nx=> 1, busquemos el número 
de partes con m elementos, naturalmente m< mn. Anotemos 8(E) el con- 
junto de estas partes de m elementos. 

Existe una biyección f de N=[1, nm] sobre E, la aplicación de S(N) en 
8(E) definida por (siendo A una parte de N) A >(A) es biyectiva, luego 8(N) 
y 8(E) son equipotentes: supondremos, pues, E=N= [1, a]. 

A toda inyección i de M=[1, m] en N=[1, n] corresponde una parte 
A de N 


A=i(M)= (in la ..> im) 
definimos así una aplicación f de J(M, N) en 8m(N) 
i>f0=A 
f es suprayectiva, pues si B= (¡1 jar ---» jm) es una parte de N con m elementos, 
la aplicación h > j, es una inyección y B = f(¡). Determinemos f—(A), es decir, 
todas las inyecciones de M en N que dan una parte A de N; tendremos 


(M)= (ip dy sin) = UM) = 4d dee... da) 
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si y sólo si la aplicación de A en sí mismo definida por 

> 
es biyectiva, pero hay m! biyecciones de A sobre sí mismo (8 40, c), luego 


card f-(A) =m! 


y, en consecuencia (principio de los pastores, $ 35), 
card J(M, N)= (m! card 8, (N)), 


de donde 


cara 8.0 = OD MAD | 


m! ml(n—m)! F 


El razonamiento precedente supone m> 0; ahora bien, para m= 0, existe 
una sola parte (D) y la fórmula es también válida. 


E En n m 
Este número se representa por la notación oC,, se llama coefi- 
m n 


ciente binomial de índices n y m, veremos más adelante por qué ($ 92). 


TEOREMA. — El número de partes con m elementos de un conjunto de n elementos 
es igual a 


mi —mi(a— ml 


$ ) o RD - a 
m ls 


m 
Observar los lugares diferentes de m y n en las dos notaciones ( a ) y S5 l 


Toda parte con m elementos de un conjunto con n elementos se llama com- 
binación sin repetición de n elementos tomados m a n. 


b) La fórmula precedente muestra que 


O=Cp  Cp=Cp 


Por otra parte, un cálculo fácil da para m= 1 


o 


5 1v] ANALISIS COMBINATORIO 101 


de ahí la construcción por recurrencia de la tabla de coeficientes binomia- 
les, llamada triángulo de Pascal, 


n=0 ] 
n=1 1 dl 
=2 1 2 1 
n=3 1 3 3 01 
1 1 GA, CG, cr4 Cl 1 
n 1 a [0 | Cel. an” 1 
EJERCICIOS 


1. Demostrar la fórmula Cr = Cr=" teniendo en cuenta que la aplicación A — C A 
E 
de 8(E) en sí mismo es biyectiva. 


2. Demostrar que Cm=Cm + Cp) aislando un elemento a en E. Demostrar igual- 


mente 


Cr = Cm, + 2053 + Cua, 


bien mediante cálculo, bien aislando dos elementos a y b de E. 


3. Demostrar que 


4. Siendo n fijo, estudiar el crecimiento de la aplicación m-—= Cr. 

5. Siendo n un número primo, demostrar que para m0 y mn, Cn es divisible 
por n. 

6. Demostrar que 


(Sea q, la función característica de una parte A de E, se demostrará que la aplicación 
de $(E) en el conjunto de las funciones características definidas sobre E (ver $ 12, c) 
A-=>q, es una biyección y se calculará card $S(E, (0, 1)).) 

Deducir de lo precedente que card E=n=card S(E) = 21 (este resultado ha sido 
ya propuesto en el ejercicio del $ 4, ej. 4; propondremos una tercera demostración en el 
$ 9, ej. 4). 
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V. Nociones sobre los conjuntos numerables 


42. Derinición. — Un conjunto E es estrictamente numerable si existe una biyección 
de E sobre el conjunto N de los enteros naturales. Un conjunto es numerable si es finito 
o estrictamente numerable. 


TEOREMA 1.— Para que un conjunto E sea estrictamente numerable, es necesario 
y suficiente que exista una biyección de E sobre un conjunto estrictamente numerable F. 


Si p es la biyección de F sobre N que existe por hipótesis, existe una bi- 
yección f de E sobre F, pof es una biyección de E sobre N. Inversamente, 
si existe una biyección g de E sobre N, y!og es una biyección de E sobre F. 


CoroLArIo 1.—El conjunto N' de los enteros pares y el conjunto N'” de los enteros 
impares son estrictamente numerables. 


Se define, en efecto, una biyección de N' sobre N haciendo corresponder 
a todo entero par 2n su mitad, y una biyección de N” sobre N haciendo 
corresponder a todo entero impar 2n +1 el número entero n. 


CoroLarIo 2.— La reunión de dos conjuntos E, F estrictamente numerables, disjuntos 
es estrictamente numerable. 


En virtud del teorema ], existe una biyección p de E sobre N' y una bi- 
yección y de F sobre N”. La aplicación f de E U F en N que admite y por 
restricción a E y y por restricción a F es una biyección de E U F sobre N. 


EJERCICIOS 


1. Toda parte de un conjunto numerable es numerable. 
2. La reunión de dos conjuntos numerables disjuntos es numerable. 
3. La reunión de dos conjuntos numerables es numerable. 


TeoreMa 2.—El producto cartesiano Ex F de dos conjuntos E, F estrictamente 
numerables es estrictamente numerable. 


Si p es una biyección de E sobre N y y una biyección de F sobre N, la 
aplicación de EX F en NX N que a la pareja (x, y) hace corresponder 
(p(x), (y) es una biyección. Es suficiente, pues, demostrar que NX N es 
numerable. Se puede establecer una biyección de N X N sobre N de esta 
manera: se colocan las parejas (m, n) de enteros en una tabla infinita de 
doble entrada, se enumeran las parejas, dando el número 1 a la pareja (0, 0), 
el número 2 a la pareja (0, 1), el número 3 a la pareja (1, 0) y más general- 
mente tomando las parejas según las diagonales sucesivas (las parejas de una 
misma diagonal están caracterizadas por la suma de los elementos de la pa- 
reja) y recorriendo cada diagonal de derecha a izquierda (ver ej. 41, fin de 
este capítulo). 


CoroLArIo. — La reunión de una familia 3 estrictamente numerable de conjuntos 
estrictamente numerables, dos a dos disjuntos, es estrictamente numerable. 
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Sea y la biyección de $ sobre N. Si E es un conjunto de la familia, sea 
Ye la biyección de E sobre N. 


Si x pertenece al conjunto F, reunión de la familia $, x pertenece a un 
conjunto E, y a uno sólo, puesto que son dos a dos disjuntos. Haciendo 
corresponder a x la pareja (p(E), Wg(x*)), establecemos una biyección de F 
sobre N X N. 


EJERCICIOS 


4, Demostrar que la aplicación precedente es una biyección. 


5. Sea $ una familia estrictamente numerable de conjuntos, y sea E, el conjunto 
que corresponde a n en una biyección de N sobre $. 


Se pone 


Deducir: 


a) Que la reunión de una familia estrictamente numerable de conjuntos estricta- 
mente numerables es estrictamente numerable. 


b) Que la reunión de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable, 
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Ejercicios 


26. Siendo E un conjunto no vacío, demostrar que el conjunto de los axiomas N,, N,, N, 
del $ 28 es equivalente al conjunto de los axiomas: 
N E está totalmente ordenado y tiene un elemento mínimo m. 
N, Todo elemento x de E tiene un siguiente x”. 
N; Toda parte X de E tal que 


meX y (xeX=>vweX) 
es idéntica a E. 


27*. Si E es un conjunto no vacío, demostrar que el conjunto de los axiomas N,, N,, Ny 
del $ es equivalente al conjunto de los axiomas: 
N, E es ordenado y toda parte no vacía de E tiene un elemento mínimo. 
N; E no tiene elemento máximo. 
N;' Toda parte acotada superiormente no vacía de E tiene un elemento máximo. 


28. Dos conjuntos E y E, que verifican los axiomas N,, N,, N, poseen las propiedades 
resumidas en el $ 28 (según la consecuencia del axioma N,). Designando por m y my 
sus primeros elementos respectivos, demostrar para E y E, un teorema análogo al 
teorema del $ 29. 

Se propone demostrar que E y E, son isomorfos para el orden definido en cada uno 
de ellos que se notará <. 

a) Si existe una aplicación /, de [m, a] en E; tal que f,(m) =m, y f(x) = [£¿607' 
para todo x de [m', a] se dirá que a es regular. Demostrar que m” es regular y que 
si a es regular, lo es también a”. 

b) Si a<b, demostrar que la restricción de f, a [m, a] coincide con f, sobre 
[m, a]. 

€) Considerar, en fin, la aplicación f de E en E, que coincide con f, sobre [m, a] 
para todo a de E. Demostrar que f es suprayectiva y estrictamente creciente. ¿Qué 
se puede concluir? 


29. Sea k>a, una aplicación estrictamente creciente de N' en N tal que a,=0. 
a) Demostrar que el conjunto (a,) (ke N) no está acotado superiormente. 
b) Demostrar que para todo entero natural x, existe un entero natural k único 


tal que 


A, EXx<Az4 1 
30. Siendo a un entero natural superior o igual a 2, demostrar que: 
a) Para todo entero natural x 0, existe un entero natural único k tal que 
at <x<akt, 


b) Para todo entero x > 0, existe un entero natural único k y un entero natural x, 
único verificando 0 < x, <a tales que 


xk < x<(x, + Dar. 


e) Para todo entero natural x existe un entero natural 1 único y una sucesión única 
de enteros naturales X,, Xy_¡» ==» X¡» Xp Verificando O < x,<a para todo k de [0, n] 
tal que 

X=X 474... + X10 + Xp 


* Obsérvese que este ejercicio aparece resuelto en el $ 28. 
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3L 


32. 


33. 


34, 


35. 


36. 


37. 


Demostrar que 1000! es divisible por 2% y no por 2%, Buscar el mayor entero 1 
tal que 3" divide 1000! 


Encontrar el número de soluciones enteras y positivas o nula de la ecuación 
x+2y=n 
(dado n entero natural). 


Siendo n un entero natural, sea u, el número de sucesiones finitas (k,, kz ... 
donde cada k, e- igual a 1 0 as2, tales que 


k+k +. +k)=8n+1 


Demostrar que 
Uny2= Us + 


(Sea S,. el conjunto de las sucesiones, se demostrará que el conjunto S, de las suce- 
siones terminadas por 1 y el conjunto S/* de sucesiones terminadas por 2 son com- 
plementarias.) 


a) Demostrar que para O<k<p<mn 


(Teniendo E n elementos, se podrá considerar entre las partes con p elementos aquellas 
que contienen una parte determinada que tiene k elementos.) 


b) Demostrar 
Or + OLOR] si. + CARO, =29Cp, 


Siendo E un conjunto finito de n elementos, se designa por $ el conjunto de los recu- 
brimientos de E, (X¡) (1 < ¡ < m) por partes disjuntas dos a dos tales que card X; = p; 
(con p, +... + Pm =1). Sea (A) y (B)) (1<¡<m) dos recubrimientos de E que 
cumplen esta condición. Demostrar que el número de permutaciones f de E tales que 
NA) = B; para todo ¡ de [1, m] es pj!, Pz!, ...s Py! (Se considera la aplicación 
f; de A, en B, que coincide con f sobre A,; ver $ 40, ej. 2.) 


Las mismas notaciones que en-el ejercicio 35, siendo -f una permutación de E, de- 
mostrar que si (A) (1 <¡<m) es un elemento de $, análogamente lo es (f(A)) 
(1 <¡<m). Escogido (A) (1 <i<m) y siendo P el conjunto de las permutaciones 
de E, se considera la aplicación g: P=>%Y definida por 


e) =(KA)) (1 <i<m). 


Demostrar que g es suprayectiva. 

Si (X)) (1 <¡<m) es un elemento de $, ¿cuál es el cardinal g-1(X/)? 

Deducir el cardinal de $. (Utilizar el ejercicio precedente y el principio de los pas- 
tores). ¿Qué relación tiene este ejercicio con el cálculo de Cr ($ 41)? 


Dado un conjunto E con n elementos, se llaman combinaciones de estos n elementos 
tomados m a m con repetición todo conjunto con m elementos de E, pudiéndose 
repetir cada uno de ellos hasta m veces. 
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38. 


39. 


40. 
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(Por ejemplo, si E=(a, b, c, d, e, f), la, a, c, d, d, f) es una combinación con 
repeticiones de 6 elementos a, b, c, d, e, f, tomados 7 a 7.) 


Se designa por T'»: el número de estas combinaciones con repetición: 


: . m a 
a) Demostrar que un elemento determinado figura ad veces en el conjunto de 


las combinaciones con repetición de n elementos tomados m a m. 
b) Demostrar que 


m a 
Te = TA 


deducir que 
Tm=C 


'm 
n min—-1. 
c) Demostrar que 


DMiO+o+Im=DP,. 
> > 
En el plano referido a dos ejes rectangulares de vectores unitarios respectivos i y j, 


se considera las líneas quebradas uniendo O(O, 0) al punto Míp, q) (p y q enteros 
> > 

naturales), cuyos lados son equipotentes, bien a í, bien a j, sea b el número de líneas 

quebradas. 

a) Demostrar que cada una de estas líneas quebradas tiene p + q lados que se nu- 

merarán 1, 2, ..., p + q. Demostrar que el conocimiento del número de lados equi- 


> > 
potentes a ¡ (o a j) determina la línea quebrada. Deducir que 


b=C» Cg 


p+q— pra 


> > 
b) Demostrar que los lados equipotentes a ¡ (respectivamente, a j) tienen q +1 
ordenadas (respectivamente, p +1 abscisas) posibles (ver ejercicio precedente para 
la definición de Tm) b=T»,=T%,. 


€) Demostrar que Pr=Cm 


a) Siendo a y n dos enteros naturales no nulos, demostrar por recurrencia que 
(14+d0">1+mnma. 


b) Demostrar que si n>2 y p>1 la igualdad n?-!= p es imposible; para n= 2, 
demostrar que la igualdad precedente es posible sólo para p=1 0 p=2. 


e) Demostrar que la igualdad (m, n, p enteros naturales no nulos) 
(my = mr 
es exactamente únicamente para las ternas (1, n, p), (m, n, 1), (m, 2, 2). 


Si x e y son dos enteros naturales no nulos tales que x<y, se propone resolver la 
ecuación 
Y=y. 


EJERCICIOS 107 


41 


a) Sea A el m.c.d. de x e y, se pone x=x'A, y= y'A. 
Demostrar que x” divide y'*-! y por recurrencia que divide y”. Deducir que A =x. 
b) Utilizando el ejercicio precedente, demostrar que x=2, y=4. 


Se considera la aplicación de N X N en N definida por 


ed xy =Hx—1,y+D+1 
x=0 y21 f(0,9y=f—1,0+1 
F(0, 0) =0. 


Siendo k un entero natural, se llamará segmento s; el conjunto de las parejas de 
enteros naturales (x, y) tales que x+y=X. 


a) Cuál es el número de elementos de sj. 
Calcular f(x, y) en función de x y de y. 
b) Siendo n un entero natural, demostrar que existe un entero natural k único 
tal que 

Kk(k + 1) (k +1) (k + 2) 

—— SNE ——_—_— 

2 2 
(se podrá utilizar el ejercicio 29 o las inecuaciones de segundo grado). 
e) Demostrar que cualquiera que sea n la ecuación 
1% y =n 


tiene una solución única (se tratará de determinar el orden k del segmento s,, al 
que pertenece (x, y)). Deducir que f es biyectiva. 
Aplicación numérica: calcular x e y para n= 1970. 
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LEYES DE COMPOSICION 


I.. Conjuntos provistos de una ley de composición interna. 
ll. Diversas leyes internas asociadas a una misma ley interna. 
111. Homomorfismos e isomorfismos de (E, T) en (E', T'). 
IV. Simetrización de una ley interna. El grupo aditivo Z. 
V. Conjuntos provistos de dos leyes de composición internas. Distributividad. 


El anillo Z. 
VI. Leyes externas. 
VII. Estructuras. Isomorfismos. Homomorfismos. 


43. En el capítulo I hemos estudiado las propiedades generales de los 
conjuntos que sólo utilizan las nociones de pertenencia y de orden; en este 
capítulo vamos a definir y estudiar las operaciones algebraicas relativas a uno 
o varios conjuntos: generalizan las operaciones elementales definidas sobre 
N en el capítulo 2; esta operación —o estas operaciones— definida sobre un 
conjunto E, le da una estructura algebraica de una especie determinada, que 
depende de la operación —o de las operaciones— considerada; el conjunto E 
se llama el soporte de la estructura considerada: un mismo conjunto E puede 
estar provisto de estructuras diferentes, y recibe entonces calificaciones dife- 
rentes (ver $ 68). 

El Algebra es la rama de las matemáticas que estudia sistemáticamente 
las estructuras algebraicas: es decir, que se interesa con prioridad por las 
propiedades de las operaciones definidas entre los elementos de los diversos 
conjuntos que por los mismos elementos. Naturalmente, definiremos los conjun- 
tos clásicos Z, Q, R, C, polinomios; volveremos a encontrar sus propiedades 
y definiremos otras. 

En este capítulo vamos a definir ciertas operaciones algebraicas (leyes de 
composición interna y leyes de composición externa) y estudiar sus propie- 
dades generales; el resto del libro se dedicará al estudio de las estructuras 
fundamentales del Algebra. 
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Il. Conjuntos provistos de una ley de composición interna 


44. Definición de una ley de composición interna. Notaciones. Ejemplos 


DerinIcIÓN. —Se llama ley de composición interna entre elementos de E, toda apli- 
cación de una parte A de EX E en E. Se dice entonces que E está provisto de la ley 
interna considerada. 


Es decir, a la pareja (x, y) de A, una ley interna hace corresponder un 
elemento único z de E 


(0 y>2= f(x, y). 


Cuando A=E xX E, se dice que la ley está definida sobre todo E, se dice 
entonces que es una operación interna sobre E o una ley interna sobre E. 

En lo sucesivo, salvo mención contraria, las leyes estudiadas se supondrán 
definidas sobre todo E. 

El valor f(x, y) que corresponde a la pareja (x, y) se llama el compuesto 
de x y de y que son sus términos. El compuesto se designa con diversos 
símbolos 


+ *-Y Y  xTy  xly xy  x*y 


y con otros símbolos específicos de algunas leyes (ver los ejemplos). 

La operación (x, y) >* + y se llama adición; x + y (que se lee “x más y”) 
es la suma de los dos términos x e y. 

La operación (x, y) >Y -y o (x, y) >xy se llama multiplicación; x.y 
(o xy) —que se lee “x multiplicado por y” o simplemente “xy”— es el pro- 
ducto de los dos factores x e y. 

En estos dos casos se dice que se ha adoptado, respectivamente, la notación 
aditiva y la notación multiplicativa para la ley considerada. 

x Ty se lee algunas veces “x truc y” y x Ly “x antitruc y”. 

Dada la ley interna (x, Y) >xTy, la ley interna (x, Y) >yTx se llama 
opuesta a la primera. 

Observemos que siendo único el compuesto de dos términos cualesquiera 
que sean x, Y, Z es 


x=y>xT2=yTz y 2Tr=z2zTy 


En fin, por abuso de lenguaje, en lugar de decir “consideremos sobre E 
la ley (x, y) >x Ty”, diremos “consideremos la ley T sobre E” o también 
“consideremos la ley x Ty definida sobre E”. 

En resumen, podemos decir que un conjunto E provisto de una ley interna 
T es un par, lo que expresaremos frecuentemente por (E, T). 

Así, (N, +) y (N, X) designarán, respectivamente, el conjunto de los en- 
teros naturales provisto de la adición y de la multiplicación. 
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EJEMPLOS 


1. Las dos leyes a+ b, ab son leyes internas definidas sobre todo N, no ocurre 
lo mismo con las leyes a—b (definida solamente para b< a) y a/b (definida solamente 
para ba). 

2. En N la ley a? está definida para toda pareja (a, b), salvo (0, 0). 

3. a+b, a—b, ab son leyes definidas sobre todo Z, Q, R, C. No ocurre lo 
mismo con a/b, que sólo está definida sobre Z cuando b divide a a y sobre Q, R, € 
cuando b 0, 

4. Siendo E un conjunto, las leyes AUB, ANB están definidas sobre todo el 
conjunto S(E). s 

5. Siendo E un conjunto, fog es una ley interna definida sobre todo el conjunto 
S(E, E) (ver $ 15). 

Observemos que si E, F, G son tres conjuntos, f un elemento de $(E, F) y g un 
elemento de $(F, G), (f, 8) >£0/ es una aplicación de S(E, F) xS(F, G) cn S(E, G), 
que no es en general una ley interna. 

6. Las leyes internas sup (a, b), inf (a, b) están definidas sobre la totalidad de todo 
conjunto E totalmente ordenado. Si el conjunto E está parcialmente ordenado, estas dos 
leyes no están en general totalmente definidas sobre el conjunto, pero sí lo son si E 
es un retículo por la relación de orden considerada (ver capítulo 1, ej. 24). 


>» > 
7. En Ri, el producto vectorial A AB de dos vectores es una ley interna (no 


>» > 
ocurre lo mismo con el producto escalar, pues A . B es un número real y no un vector). 


Cuando E es finito, la ley está determinada por su tabla (análoga a la 
tabla de PITÁGORAS); por ejemplo, en notación multiplicativa 


| Oe poo ge eto de la derecha 
a (ar 20, + A 
z Ea A 
a, a dea ' (a) SR ña 
An am A aa, 20 2,12, di EN 


% factor de la izquierda 


OBSERVACION 

En la notación ab o aTb, es mejor designar a como el «factor —o término— de 
izquierda» en lugar de «primer factor —o término—», pues en la notación gof, por 
ejemplo, podría surgir ambigiiedad: f «factor de derecha» se efectúa en primer lugar 
y g «factor de izquierda» se efectúa en segundo (ver $ 15). 
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45. Composición de una sucesión ordenada finita de elementos. Asociatividad 


Sea tres elementos a, b, c dados en este orden de (E, T), para definir el 
elemento compuesto de a, b, c en este orden, se puede calcular los elementos 
compuestos 

(aTb)TC 1) aT(bTC) 


puede ocurrir que estos resultados sean desiguales; como vamos a ver, los 
cálculos en (E, T) son mucho más fáciles si estos dos elementos compuestos 
son iguales, cualesquiera que sean a, hb, c; de donde la definición siguiente: 


DerinicióN. —Una ley interna T definida sobre E es asociativa si y sólo si 
(va, b, ce E) (aTb)Tc=aT(bTC). 


Observemos (ver $ 9, nota 1) que la notación (Va, b, ce E) es un abuso de notación 
por (W(a, b, c)eEXEXE) o (vacENVbeE)(vceE). 


Así, sobre un conjunto provisto de una ley asociativa escrita multiplicativa- 


mente se tiene 
((abjejd = (a(be)d = a((bce)d) = alb(cd)), 


es decir, que se puede empezar el cálculo, ya por la izquierda, ya por la 
derecha, 

Se definiría igualmente para una ley asociativa el elemento compuesto de 
n elementos 4, %a, ..., 4] dados en este orden por 


Ta =a 


2<p<n T sia | L «) To 


ie(l, pl ie[l, 9-1] 


empezando el cálculo por la izquierda, las demostraciones fáciles en su prin- 
cipio, pero pesadas, que omitiremos, muestran que el resultado sería el mismo 
que si se hubiera empezado el cálculo por la derecha y más generalmente si 
los paréntesis estuvieran colocados de manera arbitraria, respetándose el orden 
de los diferentes términos 4, d; ..., G,; proponemos estas demostraciones 
como ejercicio (ver fin del capítulo, ej. 42). 

Este resultado único para una ley asociativa será expresado sin paréntesis, 
según la notación 


Ci Tibi Ta=Ta 
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la observación hecha en el $ 32 (ver también $ 6, b, nota 2) sobre los índices 
es válida aquí: el índice ¿ puede reemplazarse por un símbolo cualquiera 


salvo 1 (su primer valor) y n (su último valor). 


El elemento compuesto de una sucesión de n elementos iguales a a (n > 1) 
se designará, respectivamente, 


T du, na, a 


1 
Te=a la=a, al=a. 


En la última notación se dice que a” es la potencia de exponente n de u. 
Se verificará que para todo entero p=> 1 y todo entero q > l, se tiene 


(fe) (f=)-F. 


aras = qrta 


T (Te)-T+ 
p(ga) = (pga 
(ary = ar, 


conviniendo es 


Il 


EJEMPLOS 


1. Las leyes a+b, ab en N, Z, Q, R, C son asociativas, análogamente las leyes 
definidas en los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo precedente. 

2. La ley a” definida en N, salvo para (0, 0), no es asociativa (ver $ 37), análoga- 
mente para el producto vectorial (ejemplo 7). 


3. La ley fog en S(E, E) ($ 44, ejemplo 5) es asociativa. 


i=n 


Para una ley no asociativa nunca se empleará la notación Ta, se indicará 
i=1 
siempre cómo está efectuada la operación (ver $ 37 para la exponenciación 
en N). 
Salvo mención contraria, las leyes internas utilizadas en lo sucesivo se 
considerarán asociativas. 


EJERCICIOS 
1. En R, dados dos números reales a y b. mostrar que entre las leyes 
xly=ax+ by 


una sola es asociativa. 
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2. Estando E provisto de una ley asociativa T, a un elemento fijo de E, mostrar 
que la ley 1 definida por 


xliy=xTaTy 
es asociativa. 


46. Conmutatividad de una ley interna. Elementos permutables 


a) DerinicióN. —Una ley interna T definida sobre E es conmutativa si y sólo si 
(va, beE) aTb=bTa, 


EJEMPLOS 


1. Las leyes a+b y ab en N, Z, Q, R, C son conmutativas, análogamente las leyes 
definidas en los ejemplos 4 y 6 del $ 44. 


2. Las leyes definidas en los ejemplos 2, 5, 7 del $ 44 no son conmutativas. 
Sea una ley T definida sobre E a la vez asociativa y conmutativa; se de- 


mostrará por recurrencia (ver ej. 43, fin del capítulo) que si ¿—>¡(i) es una 
biyección de [1, n] sobre sí mismo 


(09) T q= T TOS 


De una manera más general se demostrará que si l,, L, ..., I, es una 
partición de un conjunto finito 1 de índices; se tiene 


o Te-T (T,=) 


El lector escribirá estas fórmulas en forma aditiva y multiplicativa. 

Por ejemplo, si el conjunto de índices es K=IX J, con I=[1, Pp] y 
J= [1, q], los elementos a; con estos índices (ver $ 17) pueden escribirse 
en forma de una tabla rectangular (matriz) 


Ay Gn... Ay... Ap 
Ay An ... Ag... Ga 


Arg Gag -.: Gig ..o Ong 
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Los elementos de una partición de K pueden ser o bien los índices de 
los elementos de una misma columna (¿ constante), o bien los índices de los 
elementos de una misma línea (j constante); como es la notación aditiva que 
se empleará en álgebra lineal, damos la fórmula relativa a la suma de todos 
los elementos de la tabla, por 


d=1 i=1 j= i=l 1=1 jal 
El símbolo utilizado en el último miembro de (3) está definido por la 
fórmula precedente, o aplicando la fórmula (2) (en notación aditiva) por 
i=p i=a 
> Ya= Y a 
tl j=l (i, e lxJ 
En lo sucesivo: 


Convendremos que una ley representada aditivamente es asociativa y 
conmutativa. 


b) Sin que la ley T sea conmutativa, puede suceder que para dos ele- 
mentos particulares a y b de E, se tenga 


aTb=bTa 
se dice entonces que a y b son permutables en la ley T, o también que a y b 


permutan en la ley T. Se dice también que a y b son conmutables o también 
que conmutan en la ley T. 


Me existe un elemento a permutable con todo elemento x de E, es decir, 
tal que 


(vxeE) aTx=xTa 


se dice que a es un elemento central de (E, T). Se llama centro de (E, T) el 
conjunto de sus elementos centrales. 


EJERCICIOS 


1. Sia y b son dos elementos permutables de (E, T), mostrar que ocurre lo mismo 


pus Toy Toros . . . 
Tuo-(T.)r(T»). 


2. Las dos proposiciones (a y b elementos de (E, T)) 


Gal(vb) aTb=bTa 
(vb)Ga) aTb=bTa 


¿son equivalentes? Interpretarlas. 


$1] LEY DE COMPOSICION INTERNA 115 


3. Buscar el error en el razonamiento siguiente: «ninguna ley no puede ser no 
conmutativa; en efecto, la relación 


aTbxbTa 


conduciría, para a=b, a una contradicción». 


4. Demostrar que en 3(E, E), la ley fog; no es conmutativa si E tiene al menos 
dos elementos, pero que id; permuta con toda aplicación. 


47. Elementos regulares 


Estando E provisto de una ley T, consideremos las dos aplicaciones de E 
en E definidas por 
x>Y() =4Tx 
x>8(x)=xTa 


se llaman, respectivamente, traslación por la izquierda y traslación por la 
derecha, asociadas al elemento a. 


Si y, es inyectiva, para todo x y todo y de E 
(09) aTx=aTy>x=y 


se dice entonces que a es regular por la izquierda. 
Igualmente si 8, es inyectiva, para todo x y todo y de E 


(2) xTa=yTa>x=y 


se dice que a es regular por la derecha. 

Un elemento a es regular si es a la vez regular por la izquierda y por la 
derecha; cuando se pasa de la igualdad aTx=aTy (0 xTa=yTa) a la 
x =y, se dice que se simplifica por a. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que para la adición en R (o Q, Z, N) todo elemento es regular. 
¿Ocurre lo mismo para la multiplicación? 

2. ¿Cuáles son los elementos regulares en S(E) para la reunión?, ¿para la inter- 
sección? 

3. Demostrar que $(E, E) provisto de la ley fog, los elementos regulares por la 
izquierda son las inyecciones y los elementos regulares por la derecha las suprayecciones 
(ver $ 15, ej. 2). 

4. Si E está provisto de la ley asociativa T, demostrar que 


Yayo = Yao Yo Bayo = 30 3, 
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48. Elemento neutro. Elementos simetrizables. Elementos simétricos 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si existe en (E, T) un elemento e tal que 
(vxeE) eTx=xTe 


si la ley T es asociativa, es único, se le llama el elemento neutro de (E, T). 


Sea, en efecto, dos elementos e y e” tales que, para todo x de E, 
() eTx=xTe=x (2) e Tr=xTe'=x 


haciendo x = e” en (1) y x=e en (2), se tiene 


eTe=eTe=e" eTe=eTe'=e. 


Se ve que el elemento neutro, si existe, es un elemento central de (E, T). 
En notación aditiva el elemento neutro se llama elemento cero; en nota- 
ción multiplicativa, elemento unidad. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. EnR (o Q, Z, N) 0 es el elemento neutro de la adición y 1 el elemento neutro 
de la multiplicación. El conjunto de los enteros racionales pares (o múltiplos de a »* 1) 
¿tiene un elemento neutro para la multiplicación? 

2. ¿Cuál es el elemento neutro de S(E) para la reunión?, ¿para la intersección? 

3. ¿Cuál es el elemento neutro de S(E, E) para la ley fog? 

4. En N* las leyes que a (a, b) hacen corresponder el m.c.d., o el m.c.m., de 
a y b, ¿tienen un elemento neutro? 


b) DerinicióN. — Dada una ley T definida sobre E poseyendo un elemento neutro e, 
un elemento a es simetrizable por la ley T si existe a” de E tal que 


aTa'=aTa=e. 
Se dice que a' es un simétrico de a en (E, T). 


Siendo la relación precedente simétrica en a y a': a es un simétrico de a, 
se dice que a y a' son simétricos. 


TEOREMA. —Si para una ley T definida sobre E, asociativa, poseyendo un elemento 
neutro e, a es simetrizable, su simétrico es único y a es regular. 


Sean a' y a” dos simétricos de a; tenemos 
(D) aTad=aTa=e (2) aTa"=a'Ta=e. 


Utilicemos estas dos relaciones para calcular de dos maneras, merced a la 
asociatividad, a” TaTa', 
a"TaTa=(a"TajTa =eTd =4a 
a”"TaTa=a"T(aTa)=a"Te=a”, 


luego a' = a”. Demostremos ahora que todo elemento simetrizable es regular. 
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Compongamos por la izquierda (o por la derecha) los dos miembros de 
aTx=aTy(0 xTa=yTa) con 4”, obtendremos 


aTx=aTy xTa=yTa 
aT(aTx)=4'T(aTy) (TaTa4=(yTa)Ta 
(1T1TaTx=(4Ta)Ty xT(aTa)=yT(aTa') 
eTx=eTy xTe=yTe 
r=y r=y, 


luego a es regular. 


TEOREMA. — Para toda ley T asociativa, poseyendo un elemento neutro e, el elemento 
compuesto de dos elementos simetrizables es simetrizable y se tiene 


(aTbY=b'Ta". 
Sean a' y b' los simétricos respectivos de los elementos simetrizables a y b, 
supongamos que existe c tal que 
(D cT(aTb=e (Q) (aTb)TCc=e 
compongamos (1) sucesivamente con b” y a'; por la derecha obtendremos 
[cT(aTD)]]TD'=(cTa)T(HbTD)= (cTa)Te=cTa=eTb'=b' 


y como 
(cTajTa=cT(aTA)=cTe=c=b'T4' 


se ve fácilmente que c=b'Ta' verifica también (2); luego aTb es simetri- 
zable y b'Ta' es su simétrico. 
EJERCICIO 


Demostrar que, en E provisto de una ley asociativa poseyendo un elemento neutro, 
si a, que admite un simétrico a”, es permutable con b, entonces a” es también permu- 
table con b; deducir de lo anterior que el simétrico de todo elemento central simetrizable 
es un elemento central. 


49. Observaciones sobre las ecuaciones ys(x)= a, 8s(x)=a. Notaciones 
diversas 


Supongamos E provisto de una ley asociativa T poseyendo un elemento 
neutro e, consideremos las ecuaciones 


DM yp()=bTx=a Q) 8x)=xTb=a. 


Si b tiene un simétrico b', componiendo por la izquierda, o por la derecha 
con b', se obtiene por solución respectiva de (1) y (2) 


() x=Db'Ta (Q) x=aTD'; 


estas soluciones son, en general, distintas para una ley no conmutativa. 
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En notación aditiva, puesto que la ley es entonces conmutativa, las ecua- 
ciones (1) y (2) se reducen a 


b+x=a4. 
La solución, si existe, x =a + b' expresada x =a—b, se llama diferencia 


de a y b. Si se hace a=e se ve que el simétrico de b está representado por 
(—b), que se llama entonces opuesto de b. Luego se tiene 


a—=b=a+(b) 
se verificará que 
—(a—b)=b—a 
En notación multiplicativa el simétrico de b se llama inverso de b (se dice 
que b es inversible) y se designa b”!, las soluciones (si existen) de 
be=a  xb=a 
son, respectivamente, 
xa=ba  x,=ab"! 


y se llaman, respectivamente, cociente por la izquierda y cociente por la 
derecha de a por b. 
Cuando la ley es conmutativa se escribe 
x=x, =x=a/b 
x es el cociente de a por b, a/b es una fracción de la cual a es el numerador 
y b el denominador. 


M. Diversas leyes internas asociadas a una misma ley interna 


50. Ley interna definida sobre S(E) deducida de una ley interna definida 
sobre E 


Estando E provisto de una ley interna T, podemos definir una ley interna 
T' sobre- 8(E) poniendo, para A y B dos partes de E, 


ATB=(z|(GreA), GyeB) 2=xTy) 


dicho de otra manera, AT'B es la parte de E descrita por xTy cuando x 
describe A e y describe B. 
Las leyes T y T' están definidas sobre dos conjuntos diferentes E y 3(E); 


por otra parte, 
(131 (y) =(x Ty) 
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En general no hay ningún inconveniente en designar las dos leyes por el 
mismo símbolo T, se dice entonces que la ley 


(A, B)>ATB 


definida sobre S(E) es la extensión de la ley xTy a las partes de E. En 
ciertos casos no se puede representar las dos leyes por el mismo símbolo 
(ver ejercicio 3 más abajo). 

En notación aditiva, o multiplicativa, el elemento compuesto de dos partes 
A, B estará expresado A +'B y AB. En este último caso, se procurará no 
confundir A?= AA parte de E provista de una multiplicación, y A?>=A X A 
parte del producto cartesiano E X E. 

Por abuso de notación (x)TA, (x) + A, (xJA se expresarán TA, 1 +A, 
xA. Por ejemplo, 2N designará el conjunto de los enteros naturales pares, aN 
el conjunto de los enteros naturales múltiples del entero natural a (ver $ 34, c). 

Cuando hayamos definido el conjunto Z de los enteros racionales, —N 
designará el conjunto de los enteros negativos o nulos, aZ el conjunto de los 
enteros múltiplos de a. 


EJERCICIOS 


1. Cuando la ley no está definida sobre todo E, si se conviene en poner 
(x)T(y) =D cuando xTy no está definido, demostrar que la extensión a las partes 
está completamente definida sobre S(E). Determinar en 8(N) A—B cuando 


A=[3,7] B=[511] o A=[aa+h] B=[b,b+Kk]. 
2. Demostrar que si la ley en E es asociativa o conmutativa, también lo es su 


extensión a las partes de E. Si la ley en E tiene un elemento neutro, ¿también lo tiene 
la extensión a las partes? 

3. Consideremos la ley A UB definida sobre S(E), ¿se puede designar 4 U 8, la 
extensión a las partes que aquí es una ley definida sobre S(3(E))? 

4. Sea E un conjunto provisto de una ley asociativa poseyendo un elemento neutro 
e, representado multiplicativamente, y una parte A descrita por los elementos inversibles 
de E. Comparar AA—! y (e). 

5. Sea E un conjunto provisto de una ley representada multiplicativamente, demos- 
trar que si a es regular, (a) es regular en 8(E). Siendo A una parte de E descrita por 
elementos regulares, demostrar mediante el ejemplo 


N* (2, 3) =N* (2, 3, 6) 


que A no es forzosamente regular en S(E). 


51. Parte estable. Ley inducida 


DerinicióN. — Una parte A de un conjunto E provisto de una ley interna T es estable 
para esta ley si 
(Vx, ye A) xTyeA. 
Utilizando las notaciones del párrafo precedente se ve, pues, que A es 
estable si y sólo si ATACA. 
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La aplicación de AX A en A definida por 
E Y>xTy 


es, pues, una ley de composición interna definida sobre A, se llama ley indu- 
cida sobre A por la ley T definida sobre E, se dice que la ley T sobre E 
prolonga la ley así definida sobre A. Si no da lugar a confusión, la ley T defi- 
nida sobre E y la ley inducida por T sobre una parte estable A de E se 
designarán con el mismo símbolo. 

Si la ley T es asociativa o conmutativa sobre E, se ve inmediatamente 
que la ley inducida en una parte estable de E es asociativa y conmutativa. 

Se ve igualmente que si la ley T posee un elemento neutro e pertene- 
ciente a una parte estable A, la ley inducida sobre A admite e por elemento 
neutro, pero éste no es el único caso a tratar (ver ejercicios 1 y 2 más abajo). 


EJERCICIOS 


1. 2N* es una parte estable de N* para la multiplicación, la ley inducida está 
desprovista de elemento neutro. 

2. Sea E un conjunto, A una parte propia de E; se designa por dl, el conjunto 
de las partes X, de E tales que AC X, y por él, el conjunto de las partes X, de E 
tales que X,C A; demostrar que dl, y dl, son partes estables de S(E) para la reunión 
y la intersección. Los tres conjuntos 8(E), 4, y 4, tienen cada uno un elemento neutro 
para la reunión y las leyes inducidas, ¿son las mismas? La misma cuestión para la inter- 
sección. 

3. Demostrar que el conjunto de los elementos regulares de E para una ley asocia- 
tiva definida sobre E es estable para esta ley. 

4. Todo elemento regular a para una ley definida sobre E es regular para la ley 
inducida sobre una parte estable de E conteniendo a. ¿Es verdadera la recíproca? 


52. Ley producto 


Dados dos conjuntos E, y E, provistos, respectivamente, de una ley in- 
terna T, y de una ley interna T,, se puede definir una ley T sobre el producto 
cartesiano E, X Ez poniendo para dos parejas cualesquiera (a,, a) y (b, b,) 


(a, a) T (b,, b) =(a, T,b,, a, 1, bp). 


La ley T se llama ley producto de las leyes T, y Tz. Se ve fácilmente que 
si T, y Tz son asociativas o conmutativas, también lo es la ley T. Si T, y Ta 
tienen por elementos neutros respectivos e, y € la ley T tiene un elemento 
neutro e = (6, €). 

Si no se teme ninguna confusión se podrá designar las tres leyes T,, Ta, 
T por un mismo símbolo. Por ejemplo, si E, = E, = E sobre E X E, podremos 
definir una ley producto y tendremos 


(a, 4) T(b, Dd) =(aTb, aTb”) 
(a, 4) + (b, d') =(a + b, a + b”) 
(a, a) (b, b') =(ab, a'b”) 
según la notación utilizada. 
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Se puede generalizar esto a E= E, X Ez... X E,, por ejemplo, si los con- 
juntos E,, ..., E, están provistos de una adición, se podrá proveer E de la 
adición 

(Aj, %z, ..., An) + (Bj, Da ..., Dn) = (81 + Di, 2, + Da, ..., An + Dr). 


Si e, es el elemento neutro de E, (1 <i<m), la ley producto tendrá por 


elemento neutro e = (€,, €, ..., €n); Si 4, % ..., q, son simetrizables, respec- 
tivamente, en cada uno de los conjuntos E,, (4, 4, ..., 4,) es simetrizable y 
— (Aj, A ..., An) = (—4;, —G, ..0, — Gn). 


53. Relación de equivalencia compatible con una ley interna. Ley cociente 


Consideremos un conjunto E sobre el cual están definidas: 

—Una relación de equivalencia R: x =x” (mod R). 

—Una ley de composición interna T. 

Se puede estar tentado de definir una ley interna sobre E/R, es decir, 
entre dos clases * e y; la primera idea que se tiene es de considerar la clase 
— 

x Ty, pero para que 


— 
(%, )>xwT 


— 
sea una aplicación de E/R x E/R en E/R, es necesario que la clase xTy 
no dependa de los representantes x de x e y de y, sino únicamente de las 
clases x, y, es decir, que 


[x =x” (mod R) e y=Y (mod R)]]>xTy=xY"Ty' (mod R) 


en este caso se dice que la relación de equivalencia R es compatible con la 
ley T. Se podrá entonces definir una ley de composición T entre las clases 
poniendo 


210 = (577) 
Tp =1xTy4), 
puesto que la clase segundo miembro es independiente de los representantes 
escogidos x e y y no depende, pues, más que de las clases x e y. 


La ley interna Y definida sobre E/R se llama la ley cociente de la ley T 
por la relación de equivalencia R. La aplicación de E en E/R definida por 


x>i 


es por definición suprayectiva; se le llama la suprayección canónica de E 
sobre E/R, en general no es inyectiva (lo es si y sólo si toda clase * contiene 
un solo elemento, es decir, si R es la igualdad). 
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Si no da lugar a confusiones, se podrá designar la ley T y la ley cociente Y 
por el mismo símbolo T. 

Se ve fácilmente que si la ley T es asociativa o conmutativa, lo es también 
la ley cociente; si la ley T tiene un elemento neutro e, la ley cociente tiene 
por elemento neutro e, si a tiene un simétrico a” para la ley Td es simetri- 
zable y tiene por simétrico d' para la ley cociente; pero la ley cociente puede 
tener un elemento neutro sin que la ley T lo tenga y d puede ser simetriza- 
ble en E/R, sin que ningún representante de la clase á lo sea para la ley T: 
ahí radica uno de los intereses de una ley cociente. Contrariamente, a puede 
ser regular para T y á no serlo para la ley cociente (ver ej. 2 más abajo). 

La noción de compatibilidad de una relación de equivalencia con una ley 
de composición interna puede de hecho descomponerse en dos: 

Se dirá que la relación R es compatible por la izquierda (resp. compatible 
por la derecha) con la ley T definida sobre E si para todo y de E 


x=x (mod R)>yTx=yTx" (mod R) 
(resp. x=x" (mod R)>xTy=x'Ty (mod R), 


es decir, una relación R es.compatible por la izquierda (resp. por la derecha) 
con una ley T si componiendo por la izquierda (resp. por la derecha) los dos 
miembros de una congruencia módulo R, se obtiene también una congruen- 
cia módulo R. 

Después de lo que hemos visto anteriormente, una relación de equiva- 
lencia R es compatible con una ley T si y sólo si es compatible por la iz- 
quierda y por la derecha con T. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la relación p divide x—x” en Z (p entero natural > 1) es com- 
patible con la adición y la multiplicación en Z. Construir las tablas de adición y de 
multiplicación de los conjuntos Z/pZ para p=2, p=3, p=5, p=6 (ver $ 18, ej. 3). 

2. Con la ayuda de la tabla de multiplicar del ejercicio precedente para p= 6, 
demostrar que a puede ser regular para la ley definida sobre E y dá no serlo para 
la ley cociente. 


3. Demostrar que si p es un número primo, todo elemento +0 de Z/pZ es 
inversible (utilizar la fórmula de BezouT: ux+vp=1; ver $ 99, t. 5). 


54. Ley interna definida sobre $(E, F) deducida de una ley interna definida 
sobre F 


Siendo E un conjunto cualquiera y F un conjunto provisto de una ley 
interna T, consideremos dos aplicaciones f y g de E en F, es decir, dos ele- 
mentos de $(E, F); podemos definir una ley interna sobre $(E, F) poniendo 


h=figo(vxeE) Mx) =((0T g(0). 
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Se ve que si T es asociativa y conmutativa, también lo es 1. Si T posee 
un elemento neutro e, la función constante que toma este valor e para todo x 


de E es elemento neutro para la ley L. 
En general no hay ningún inconveniente en representar estas dos leyes 


(sobre F y $(E, F)) por el mismo símbolo. 


EJEMPLO 
Sea E=F=R, sobre 3(R, R), se pondrá 
s=f+g=o(VxeR)  s(x) = f(x) + e(x) 
p=fg <=(VxeR)  p(x)= (080), 
s y p son, respectivamente, la suma y el producto de dos funciones f y 8. 


OBSERVACION 
Si E=F y si sobre E está definido un producto, no se confundirá las dos leyes 
definidas sobre $S(E, E), respectivamente, por 
1o=tog (181 
(ver observación 2, $ 15). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que para la ley f + g definida sobre S(R, R) hay un elemento neutro 
que se determinará y que todo elemento f posee un opuesto que se determinará. 

2. Demostrar que para la ley fg definida sobre S(R, R) hay un elemento neutro que 
se determinará. ¿Cuáles son los elementos f regulares, los elementos f simetrizables? 


55. Transporte de una ley interna por biyección 


Sea E un conjunto provisto de una ley interna T y f una biyección de E 
sobre un conjunto E”. Podemos definir una ley interna T” sobre E' de la 
siguiente manera natural: cualesquiera que sean w” e y' de E', existe x e y 


únicos de E, tales que 
(==  (WM=-Y 


por definición, el elemento compuesto de x” e y' por la ley T' será f(x Ty), 
es decir, 

(1) Wx,yeE)  YTiy=f[FE)TFW 

Se dice que la ley T” de E" ha sido definido por transporte de la ley T 
de E mediante la biyección f de E sobre E'. La relación (1) puede también 
escribirse 

Q) (Vx, yeE) [TY =f0)TfWw). 

El estudio de las relaciones tales como (2), sea f biyectiva o no, se hará 
en la sección III; referimos al lector a ella para el estudio de las propiedades 
de la ley T' deducidas de las propiedades de la ley T. 
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III. Homomorfismos e isomorfismos de (E, T) en (E', T”) 


56. Homomorfismo de (E, T) en (E', 1) 


Consideremos una aplicación f de (E, T) en (E”, T'), se puede formar el 
compuesto de x e y en E, sea xTy y su imagen f(x Ty) en E'; se puede 
formar también las imágenes f(x) y f(y), después su elemento compuesto en 
E', sea f(x)T' (y). Las aplicaciones de (E, T) en (E”, T') tales que estos dos 
elementos de E” sean iguales desempeñan un gran papel en Algebra, de donde 
la importancia de la siguiente definición: 


DerINIcIóN. — Se llama homomorfismo de (E, T) en (E”, T”) toda aplicación | de E 
en E! tal que 


(Vx, yeE) — [xTy) =/()T' 10). 


Un homomorfismo de (E, T) en (E, T) se llama un endomorfismo de (E, T). 


EJEMPLOS 


1. Siendo R una relación de equivalencia definida sobre E compatible con la ley 
interna definida sobre E, la aplicación canónica de E sobre E/R (ver $ 53) es un 
homomorfismo de (E, T) sobre (E/R, T), pues para toda pareja x, y de E 


— 


xTy=x1y 
se le dice el homomorfismo canónico de (E, T) sobre (E/R, t). 
2. La aplicación f de (N, +) en (N, X) definida por 
x f(x) = 2% 


es un homomorfismo, pues 2*+> = 2%2, 
3. Igualmente (ver curso de Análisis) la aplicación de (R, +) en (R, X) definida 
por (a> 0) 


x—> f(x) = ar 


es un homomorfismo, pues a*+» = ato. 
4. La aplicación de Re Xx) en (R, +) definida por (a> 0) 


x > g(x) = log, x 
es un homomorfismo, pues log, (xy) = log, x + log, y. 


Un homomorfismo de (E, T) en (E', T') se dice suprayectivo“D, inyectivoW», 
biyectivo según que la aplicación f sea suprayectiva, inyectiva, biyectiva. 


(10) Ciertos autores llaman epimorfismo a un homomorfismo suprayectivo y monomorfismo a un 
homomorfismo inyectivo. 
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EJERCICIO 


Entre los homomorfismos dados como ejemplos, determinar los que son suprayectivos, 
inyectivos, biyectivos. 


TEOREMA 1.—Si f es un homomorfismo de (E, T) en (E”, T') y g es un homo- 
morfismo de (E”, T/) en (E”, 1"), gof es un homomorfismo de-(E, T) en (E”, 1”). 


Cualesquiera que sean x e y de E tenemos 


(¿of (Ty = gl Ty] (definición de gof) 
= g[f(x) 1 f(4)] (f es un homomorfismo) 
= 8L/(x)] 1” gLf(] (g es un homomorfismo) 


=(gof)(x)T"(g0f) (y) (definición de gof). 


TEOREMA 2.—Si f es un homomorfismo de (E, T) en (E”, T”), entonces: 

a) f(E) es una parte estable de E' para la ley T”. 

b) Si la ley T es asociativa (resp. conmutativa), la ley inducida por la ley T” sobre 
KE) es asociativa (resp. conmutativa). 

€) Si e es elemento neutro de (E, T), e” =f(e) es elemento neutro de (f(E), T”). 

Si, además, x es simetrizable en (E, T) y admite x, por simétrico, f(x) es simetrizable 
y admite f(x,) por simétrico en (f(E), T”). 


Este teorema enuncia propiedades de la ley T' sobre f(E) deducidas de 
propiedades de la ley T sobre E. Consideremos, pues, los elementos arbitra- 
rios x', y”, z' de f(E), existe x, y, z de E tales que 


(9=Y (WM=yY, fi)=z. 
a) x e y pertenecen a E, análogamente x Ty, luego 
(Ty) = (1) 1 f(y) = x" 1 y ef(E). 
b) La relación de asociatividad aplicada a x, y, z en E 
(*TyYTZ2=xT(YT2) 
da en f(E) por el homomorfismo f 


(TUTTI = (TIT) =/0)T7 (WT (0]=YTWTz) 
= (TNT =/ATNT)= (TIT =WTYTZ. 


Igualmente 
xTy=yTa>f(TY=f(M4T0)>vTVY=y TY. 
ce) eTr=1xTe=x>fleTx)=f(x1e) = f(%), es decir, poniendo 
e=fle): e TY=x Te =xw. 


Además, sea x,, simétrico de x supuesto simetrizable, 
11 =x" Tx=e=>f(T*) = f(11,1x) =1(8), 
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es decir, 
12) Tf) = f(x) T f(x) = €. 


Vemos, pues, que todas estas propiedades de la ley T' han sido demostra- 
das únicamente. para la ley inducida sobre f(E); no se puede decir nada para 
la ley T' sobre E' —f(E), puesto que la igualdad fundamental 


(TY =1(07 1) 


sólo concierne los elementos de E y de f(E). 

Por otra parte, de las propiedades de la ley T' (incluso sobre f(E)), no 
podremos en general deducir nada para la ley T; sea, en efecto, a”, y”, z”, los 
elementos de f(E), imágenes respectivas de x, y, z, de E, de una igualdad 
en f(E) tal como z'=x"T'y', no podemos en general deducir que z y xTy 
son iguales, sino solamente que por el homomorfismo f, z y xTy tienen la 
misma imagen en f(E). Hay, sin embargo, un caso en que se puede relevar 
las propiedades de (E”, T') a las de (E, T), es el caso en que f es, biyectiva. 
Consagraremos el párrafo siguiente al estudio de estos homomorfismos bi- 
yectivos. 


57. Isomorfismo de (E, T) sobre (E', T”) 


Consideremos un homomorfismo biyectivo, f de (E, T) sobre (E', T”, 
siendo f una biyección, cualesquiera que sean x” e y' de E', existe x e y 
únicos de E imágenes recíprocas respectivas de x” e y”. Tenemos, pues, siendo 
f un homomorfismo, 

(TY =((0T1 (WM) =xw TY 
y siendo f una biyección 
PTY) =xT1Y=PO0TFW, 
luego f-! es un homomorfismo (biyectivo) de (E', T') sobre (E, T), de donde: 


TEOREMA 3 Y DEFINICIÓN, — Si f es un homomorfismo biyectivo de (E, T) sobre (E”, 1”), 
Il es un homomorfismo biyectivo de (E”, T”) sobre (E, T); se dice que f es un iso- 
morfismo de (E, T) sobre (E”, T”). 

Un isomorfismo de (E, T) sobre (E, T) se llama un automorfismo de (E, T). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Si se designa por D el conjunto descrito por 2* (xeN), la aplicación f de (N, +) 
sobre (D, X) definida por x—Hf(x)=2* es un isomorfismo. 

2. f aplicación de R sobre R* definida por (a>0): x>a* es un isomorfismo de 
(R, +) sobre (R*, X). ¿Cuál es el isomorfismo recíproco? 


3. Sea E el conjunto de las rotaciones planas de centro O y de ángulo pr (k 


Pp 
entero positivo, negativo o nulo cualquiera, p entero natural >1 dado), mostrar que 
(E, O) es isomorfo a (Z/pZ, +). 
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4. Si la ley T' está definida sobre E” por transporte de la ley T definida sobre E 
mediante una biyección f de E sobre E” (ver $ 55), f es un isomorfismo de (E, T) sobre 
(E%, 1). 

5. La aplicación f=id¿ es un automorfismo de (E, T). 


Naturalmente un isomorfismo posee todas las propiedades de un homo- 
morfismo en particular: 


COROLARIO DEL TEOREMA 1.—El elemento compuesto gof de dos isomorfismos es 
un isomorfismo. 


Si consideramos la “relación” siguiente sobre la “clase” (ver $8 3 y 20) 
de los conjuntos provistos de una ley interna: “Existe un isomorfismo de 
(E, T) sobre (E”, T')”, esta relación es: 

—Reflexiva, pues id¿ es un automorfismo de (E, T) (ver ej. 5). 

—Simétrica (ver teorema 3). 

— Transitiva (ver corolario anterior). 

Esta “relación” que se expresa: “(E, T) y (E', T') son isomorfos” se designa 
por ciertos autores 

(E, T) = (E', 1) 
o 
E E' 


si no se teme ninguna ambigiiedad sobre las leyes internas T y T'. 

Pero el hecho de que el homomorfismo f sea biyectivo entraña resultados 
más precisos que los del teorema 2 ($ 56): De una manera general, toda 
propiedad de la ley T sobre E (resp. de la ley T' sobre E”) implica la misma pro- 
piedad de la ley T' sobre E” (resp. de la ley T sobre E). Veremos múltiples 
ilustraciones de este hecho en lo sucesivo. Demos seguidamente un ejemplo: 


EJERCICIO 
6. Si f es un isomorfismo de (E, T) sobre (E”, 1”), demostrar que si a es regular 
en (E, T), igualmente lo es a' = f(a) en (E”, T”). 


¿Valdría este resultado si f fuera un homomorfismo no biyectivo? (Considerar el 
homomorfismo canónico Z»->Z/nZ.) 


IV. Simetrización de una ley interna - Grupo aditivo Z 


58. Simetrización de la adición en N. Grupo aditivo Z 


a) La adición en N es asociativa, conmutativa, posee un elemento neutro 
0, todo elemento es regular, pero ningún elemento, salvo cero, es simetriza- 
ble; más generalmente la ecuación 


(1) x+a=a 
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no tiene solución en N más que si a > a”, esta solución se escribe entonces 
a—a'. Busquemos un conjunto G provisto de una ley T conmutativa tal que 
N sea una parte estable de G para T, con la adición como la ley inducida 
sobre N y tal que todo elemento de G sea simetrizable. Convenimos designar 
igualmente por el signo + la ley en G. Entonces cualquiera que sea la pareja 
(a, a”) de enteros naturales, la ecuación (1) será resoluble en G. Pero a un 
tal elemento a—a' de G no corresponderá una pareja única (a, a”), sino 
todas las parejas (b, b') tales que 


102) b—b'=a—4a", 

Pero esta relación es equivalente a 

(2) a+b'=b+a' (relación R) 
que es una relación definida sobre N X N. Nos vemos así obligados a consi- 
derar el conjunto producto N X N provisto de la relación R. 


b) Proveamos, además, al conjunto N X N de una ley producto (ver $ 52), 
que expresaremos también por el signo +, 


(a, 4) +(b, D)=(a +b, al +”). 
Se ve fácilmente que sobre N X N, la adición es asociativa, conmutativa, 
todo elemento es regular y hay un elemento neutro (0, 0). 
Consideremos ahora la relación R definida por (2”), es una equivalencia; 
en efecto: 
—es reflexiva, pues para toda pareja (a, a) 


a+a=a+4, 
—.es simétrica, ya que 
a+b=b+04=>b+d=a+b', 
— es transitiva, pues 
a+b=b+4 y b4c=c+Db 
entrañan 
(a+ D)+ CO =(b+0)+0=(b+c)+40=(c+b) +4, 

de donde siendo regular todo elemento de N (simplificación .por b'): 


a+o=c+4. 


Designamos por ( a a ) la clase de (a, a”) módulo R, tendremos para todo 
x de N 


7) a+xd+tx 
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estas clases describen el conjunto E = (N x N)/R, para que podamos definir 
una ley cociente sobre E, es necesario que la relación R sea compatible con 
la adición en N X N (ver 8 53); ahora bien, 
(a, a) =(0, 4) y  (byb)=(b,bj) (modR) 
entrañan 
a+ 4=4,+4, y b,+b,=b,+b%, 


de donde por adición y teniendo en cuenta la asociatividad y la conmuta- 
tividad de la adición en N 


(a, + az) + (b, + b;) = (a,+ a) + (b,+ bj) 
(0, +b)+(+b)= (4, +b)+(+b), 


luego 
(a, +b, a, + bi) =(a,+ b, a,+b;) (mod R) 


podemos, pues, poner por definición en E, anotando la ley cociente por el 
signo +. 


o) ( <7) A ( = pan >> 
aa I+Xb,dy)=la+b,a+b). 
La ley + así definida en E es asociativa y conmutativa, tiene un elemento 
— 
neutro e = 10,0 /. 
_— 
Como para todo x de N, 0+x=x+0, este elemento neutro (5 0 ) 


es igual a 5 x ) y, además, todo clemento es simetrizable; en efecto, 


mil cles 
ln, 


El conjunto E está provisto de una ley interna (adición): 


luego 


— Asociativa y conmutativa. 
— Poseyendo un elemento neutro, 
— Tal que todo elemento es simetrizable para esta ley. 


Diremos que (E, +) tiene una estructura de grupo conmutativo, o también 
que es un grupo conmutativo para la adición. 
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c) Busquemos ahora cómo el grupo E nos permitirá resolver el problema 
planteado. Los elementos de E que corresponden a las soluciones en N de 


x+a'=a; es decir, las clases | a, a” ) con a=a' pueden escribirse: 


é E 
lá 0 ) = Ls 0 ) . Estos elementos describen una parte E” de E que 
es estable para la adición, puesto que 


(4) <3) [— ARK 
x,0/+1y0)=1r+y0J). 
Consideremos la aplicación f de (N, +) en (E', +) definida por 


a 


por definición de E', f es suprayectiva, es también inyectiva, pues 


x,0)]=1y,0 ) implica x +0=0+ y, luego x= y, f es, pues, biyectiva; 


por otra parte, la igualdad (4) muestra que (N, +) y (E', +) son isomorfos, 
lo que se puede esquematizar por la figura 


Fic, 9 


No hemos resuelto completamente el problema propuesto al principio del 
párrafo; pero si escribimos las leyes en N y E (y E”) por el mismo símbolo +, 
(N, +) y (E', +) tienen las mismas propiedades (ver $ 17), nos vemos con- 
ducidos a ¿identificar N y E” poniendo por convenio 


(5 
x,0)]=x, 
pon 


los elementos E 5) no nos interesan por ellos mismos, sino únicamente 
porque ellos verifican la relación (4) que tiene las mismas propiedades que 
la adición en N. Gracias a esta identificación, N se encuentra dentro del 
grupo conmutativo E que se le designa por Z, los elementos de Z se les llama 
enteros racionales. 


Pondremos Z*=Z—(0). 
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d) Representemos por las letras griegas los elementos de Z: la ecuación 
(a y a” elementos dados de Z) 


Eta=a 


tiene siempre una solución E =a —a”. Si a y a' son enteros naturales a y a”, 
tendremos 


A a A 


gracias a la identificación de más arriba, de donde 


le) MAMA AM 


elemento de Z que designaremos también a—a”. 
Si a>a', a—a' pertenece a N, si a” > a, a —a pertenece a N, pues 
A e 
a—a= Va, a ) es opuesto de | a, a? / =a—a', luego a” —a pertenece a 
—N (parte de Z descrita por los opuestos de los elementos de N); por tanto, 
Z=NU(N) 


se ve igualmente que 
Nn=N=(0). 


La primera de estas dos fórmulas muestra que Z es un grupo minimal 
(ver 8 59, a) conteniendo N, puesto que un tal grupo debe contener al menos 
N y todos los opuestos de los elementos de N, o sea, —N. 

Surge una última pregunta, ¿este grupo minimal es único? Al haber iden- 
tificado los dos conjuntos isomorfos (N, +) y (E', +) podemos decir que todo 
grupo (G, T) isomorfo a (Z, +) respondería a la pregunta. En el próximo 
párrafo consideraremos la misma cuestión de una manera más general, y vere- 
mos que de hecho todo grupo minimal respondiendo a la pregunta está determi- 
nado, salvo un isomorfismo. 


59. Simetrización de una ley asociativa, conmutativa definida sobre E para 
la cual todo elemento es regular 


a) Primer enunciado del problema de simetrización 


Diremos que (G, 1) es un grupo si 

—la ley 1 es asociativa, 

— hay en (G, 1) un elemento neutro, 

— todo elemento de (G, 1) es simetrizable. 
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Dado (E, T) buscamos simetrizar la ley T, es decir, nos planteamos el 
problema siguiente: 

Se puede sumergir (E, T) en (G, 1) de manera que: 

1. Sea (G, 1) un grupo. 

2. Sea E una parte estable de G, siendo la ley T definida sobre E la ley 
inducida por 1 sobre E. 

3. Sea G minimal, es decir, ningún grupo G' c G con G' 4 G responde 
a la pregunta. 


b) Condiciones verificadas por (E, T) 


Siendo E una parte estable de G, la ley inducida T sobre E debe ser aso- 
ciativa (ver $ 51); por otra parte, todo elemento de G que al ser simetrizable 
es regular (ver $ 48, b), es evidente, en consecuencia, que todo elemento 
de E debe de ser regular para la ley T (inducida sobre E por la de G). Estas 
condiciones no son suficientes, pero vamos a ver que si exigimos, además, a G 
ser un grupo conmutativo, el problema propuesto tiene solución y su solución 
es única en un sentido que precisaremos. Resulta de ello que suponemos 
también que la ley inducida sobre E (la ley T) es conmutativa. Para simpli- 
ficar la escritura notaremos las dos leyes T sobre E y 1 sobre G aditivamente. 


c) Construcción de G 


G deberá contener al menos todos los elementos de E, un elemento neutro 
(si E no contenía) y todos los simétricos de los elementos de E. 

Por otra parte, siendo a y a” elementos de E, si —a” designa el simétrico 
de un elemento a de E (considerado como elemento de G), G debe contener 
los elementos de la forma a + (—a') =a—a' y todas las sumas de los ele- 
mentos de esta forma; observemos que, gracias a la conmutatividad y asocia- 
tividad, la suma de dos elementos a—a' y b—-b' es de la misma forma 


(a—a”) + (b—b”) = (a + b)— (a + b”). 


Finalmente G debe contener al menos todos los elementos de la forma 
a—a' (a y a' elementos de E), donde la sustracción es relativa a la adición a 
definir en G, luego la determinación de G comprende: 

1. La determinación de los elementos de G. 

2. La determinación de la ley para la cual G tiene una estructura de 
grupo conmutativo. 

Como hemos visto en el párrafo precedente, a un tal elemento a—a' 
de G no corresponde una única pareja de elementos de EX E, sino todas 
las parejas tales que 


b—b'=a—adoa+b'=b+a' (relación R) 
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constataríamos, como en el párrafo precedente, que R es una relación de 

equivalencia definida sobre E X E, que nos permite definir el conjunto co- 
57) 

ciente (E X E)/R descrito por las clases | a, a” ). 

Luego una parte de G está descrita por elementos a— a”, en correspon- 


— 
dencia biunívoca con los elementos ls a ) de (E X E)/R. 


Desgraciadamente E no es una parte de (E X E)/R: existe solamente una 
biyección entre los elementos de E y ciertos elementos de (E X E)/R; a saber, 


las clases E a ) de las parejas (a, a”) tales que la ecuación a' + x= a tenga 
solución en E. Nos vemos así conducidos a modificar el enunciado del pro- 
blema propuesto: 


d) Enunciado modificado del problema de la simetrización 


Dado un conjunto provisto de una adición asociativa, conmutativa para la 
cual todo elemento de E es regular, determinar un grupo conmutativo G del 
que una parte estable G' sea isomorfa a E, al tomar G' provisto de la ley 
inducida por la de G y E provisto de la ley dada, además deberá ser G 
minimal. 

Resulta de este enunciado que si G es una solución del problema, todo 
grupo G, isomorfo a G será también una solución, pues la parte Gf corres- 
pondiente a G' por este isomorfismo será isomoría a E (la composición de dos 
isomorfismos es también un isomorfismo, ver $ 57), luego en el mejor de los 
casos G quedará definido, salvo un isomorfismo. 

Según las consideraciones desarrolladas más arriba, G «debe contener 
(Ex E)/R (o un conjunto isomorfo). Pero si demostramos que (E X E)/R 
responde a las condiciones impuestas a G en el enunciado modificado,. habre- 
mos demostrado que el problema así planteado tiene una solución única mi- 
nimal (salvo un isomorfismo), puesto que el menor, por inclusión, de los 
conjuntos conteniendo (E X E)/R es el mismo (E X E)/R. 

Basta repetir las consideraciones del párrafo precedente: la relación R es 
compatible con la adición en E X E, de donde 


. ( . ) ( . 
ad )+Xb,0)=lVa+b,dav+b'). 
Esta adición en (E X E)/R es asociativa, conmutativa, hay un elemento 
— 
neutro all xx ) (x elemento cualquiera de .E, luego no es necesario que 


— 
haya un elemento neutro en E). Todo elemento des a ) es simetrizable 
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a laz), 


luego (EX E)/R es un grupo conmutativo. Pongamos G=(E X E)/R. 
Demostremos que hay en G una parte estable G' isomoría a E, sabemos 


— 
que está descrita por las clases ls +) de las parejas (a, a”) tales que 
a +x=a tenga solución en E. Este elemento x determina la clase 


KÁ 
(: +2, z ) , siendo z un elemento cualquiera de E, pues para todo z y todo t 
de E 


(1+2,2)=(x+1,1) (mod R). 


| (== | 
Recíprocamente una clase como lx +, z)] de G” determina un elemento 
único x de E; en efecto, 


—— —— 
Ml PA 


es decir, «=y, al ser la ley de E asociativa, conmutativa y siendo todo 
elemento regular. 


Luego la aplicación f de E en G” definida por 


a 


es biyectiva (la complicación de la escritura en relación al párrafo prece- 
dente es debida a que no se ha supuesto la existencia de un elemento neutro 
0 en E); por otra parte, 


a Peres 
a+uu)l+Alb+o,0)=la+b+u+oyu+o!), 
es decir, (G', +) es una parte estable de (G, +) y cualesquiera que sean 
aybde E 

fía + b) = fla) + f(b), 


luego f es un isomorfismo de (E, +) sobre (G', +). 

Por consiguiente, G=(E X E)/R corresponde al enunciado modificado, y 
todo grupo que responde a la pregunta le debe ser isomorfo. 

Como en el párrafo precedente, identificando G' y E, es decir, poniendo 


—— 
Ezra 0 


se puede decir que G responde a la pregunta propuesta en la primera forma, 
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TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dado un conjunto E provisto de una ley T asociativa, 
conmutativa, para la cual todo elemento de E es regular, existe un grupo conmutativo 
(G, T) único, salvo un isomorfismo, tal que una parte estable G” de G es isomorfa 
a (E, T) y cumpliendo la condición de ser G minimal. 

G se llama simetrizado de (E, T). 

Identificando G” y-(E, T) se dice que se ha sumergido (E, T) en el grupo G. 


Si no puede surgir ninguna confusión, se escribe algunas veces G'=E. 


e) Ejemplo. Conjunto Q£ de los racionales estrictamente positivos 


Aplicando las consideraciones precedentes a (N*, X) que responde a las 
condiciones impuestas a (E, T): multiplicación asociativa, conmutativa, para 
la cual todo elemento es regular, el grupo G será (N* x N*)/R, la relación R 


está definida por 
(a, a) =(b, b') (mod R) e ab' = ba”. 


El elemento neutro de G es ( 1,1 ) == ( xx ) cualquiera que sea x de N* 
y 5 
la inversa de ( a, ss) es ( a,a ) , Pues 
ca, 
a,a ad ]J=lar,aa)=1 1,1). 
La parte estable (G”, X) de (G, X) isomoría a (N*, X) será descrita por 


— 
las clases ( a a )as las parejas (a, a”) tales que a'x = a tenga solución en N*, 
es decir, que a” divida a, (N*, X) posee el elemento neutro 1, estas clases 


pueden escribirse [< 1 ) 


— 
Identificando ( x, 1 ) de G' y x de N* se ve que la ecuación a'E=a es 
resoluble en G; en efecto, esta ecuación se escribe en G 


(5): (57), 
de donde 


ml 


Por un abuso de notación (ver $ 26, c, ejemplo 2), se representa esta clase 
por aa'=! = aja", pero estrictamente aja” es una fracción representante de la 


— 
clase Y a, a” ) que se llama un qúmero racional estrictamente positivo. G está 
representado por Q%: conjunto de los racionales estrictamente positivos. 
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60. Grupo aditivo totalmente ordenado Z 


a) La relación de orden total definido sobre N por a <b es equivalente 
a b—a€Nn y es compatible con la adición (ver $ 33, b). Vamos a demostrar 
que se puede definir sobre Z un orden total único que anotaremos también 
a < b tal que: 

—Este orden sobre Z induce el orden ya definido sobre N. 

— Que sea compatible con la adición en Z, es decir, tal que 


(vceZ) as<sb>a+c<b+c. 
En efecto, en Z tendremos 
a<sb>a+—od<b+(—as=>b—a>0. 
Consideremos a priori esta relación definida sobre Z 
(1 b—aeN 
induce la relación a < b sobre N. Por otra parte, 

— Esta relación es reflexiva, pues a—a=0€N. 
—Es antisimétrica, pues b—a y a—b son opuestos y N N (í—N)=(0) 

(b—aeN y a—beN)>b—a=0. 
— Es transitiva, pues 

[b—aeN y c—beN]=>(b—a)+(c—b)=c—a€nN. 

La relación (1) es, por lo tanto, una relación de orden sobre Z; este orden 


es total, pues Z= N U (—N) entraña que b—a pertenezcan a N oa —N, 
luego que b—a o a—b pertenezca a N. 


En fin, para todo c de Z es 
b—aeN>b—a=b+c—(a+c)eN, 


luego la relación de orden (1) es compatible con la adición en Z. 

El orden definido sobre Z por la relación (1) satisface, pues, a las condi- 
ciones puestas y es el único. Diremos que la adición y la relación de orden 
a < b compatible con la adición confieren a Z una estructura de grupo aditivo 
totalmente ordenado. 

Los elementos de este grupo aditivo totalmente ordenado Z se llaman 
enteros racionales“, los elementos de N enteros positivos», los de N* en- 
teros estrictamente positivos, los de —N enteros negativos“2 y los de — N* 
enteros estrictamente negativos. 


(11) Algunos autores les dicen enteros relativos. 

(12) Se observará que O es a la vez positivo y negativo. Si se quiere evitar toda confusión con 
otras terminologías (donde positivo y negativo significa, respectivamente, elemento de N* y elemento 
de —N*) se podrá designar a los elementos de N por «positivos en sentido amplio» y los de 
(—N) por «negativos en sentido amplio» (ver $ 21, c). 
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Por otra parte ($ 36), cualesquiera que sean a y b estrictamente positivos, 
existe n de N tal que na>b; diremos que Z es un grupo totalmente orde- 
nado arquimediano. 


b) Se llama valor absoluto la aplicación de Z en N definida por 

a=>|a|= sup (a, —a) 
por abuso de lenguaje se dice que |a| es el valor absoluto de a 

a >0o]la|=a 
a <0elja|=—a 
Ja|=0s a =0. 

Se demostrará, como ejercicio, que cualesquiera que sean a y b de Z 

Jlal—]5||<la+b]<]la|+1b] 
y Cualesquiera que sean 4, 4) ..., a, de Z 


la+a+..+a,|<|ja | +/|a,]+... +4, 1. 


V. Conjunto provisto de dos leyes de composición interna. 
Distributividad, Anillo Z 


61. Distributividad 


DEFINICIÓN. — Dadas dos leyes internas T y 1 definidas sobre E, se dice que la ley T 
es distributiva por la izquierda (resp. por la derecha) en relación a la ley 1 si 


(V a, b,c eE) 


aT(b1c)=(aTb)1(aTc) 
[resp. (v (a, b, c) e E) 


(b1c)Ta=(bTa)1(cTa)]. 
Se dice que la ley T es distributiva con relación a la ley 1 si es a la vez distributiva 
por la izquierda y distributiva por la derecha. 


En particular, si la ley T es conmutativa las tres nociones de distributividad 


están confundidas. Si la ley T está escrita multiplicativamente y la ley 1 
aditivamente, las relaciones de antes se escribirán 


(Va, b, ce E) 
(va, b, ce E) 

EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
l. 


a(b + c) =ab + ac 
(b + cja = ba + ca. 


En N, Z, Q, R, C la multiplicación es distributiva con relación a la suma. 

2. En 8(E) cada una de las leyes U e N es distributiva con relación a la otra. 
3. En Z demostrar que la adición es distributiva con relación a las dos leyes 
inf (a, b) y sup (a, b). ¿Sucede igual para la multiplicación? Estudiar el caso en que 
se considera N en lugar de Z. 
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62. Anillo totalmente ordenado Z 


a) Tratemos de definir en Z una multiplicación : 
—Distributiva con relación a la adición. 
— Y que prolongue la que está definida sobre N (ver 8 34). 


Designamos en este subpárrafo a) por a, b ... los elementos de N y por 
—a, —b, ... los elementos de —N; habiendo sido definido ab en N, nos 
basta definir (—a)b, bi—a) y — 2d) (—b), puesto que todo elemento de Z 
pertenece a N oa —N. 


De la relación a + (— a) =-0 se deduce multiplicando por la derecha o por 
la izquierda por b y utilizando la distributividad 


0) [a + (—9]b=0b=0=>ab + (—a)bb=0 
(2) bla + (—a)] =b0=0=>ba + b—a) =0, 


de donde, por definición de un opuesto en Z, 
6) (a) = b(— a) = — (ab) 


esta igualdad nos permite escribir 
(4) [a+ 0] Dd) = 0 b) = —(0b) =0=> a—D) + (0) (—b)=0, 


de donde 
(5) 96D) =—[d—b)] =— (ab) = ab, 


Las condiciones dadas determinan, pues, una multiplicación en Z. Las pro- 
piedades de la multiplicación en N y las igualdades (3) y (5) demuestran que 
esta multiplicación en Z es asociativa, conmutativa, y admite 1 por elemento 
neutro. Demostremos en fin que esta multiplicación es también distributiva 
con relación a la adición (pues en la definición de la multiplicación con la 
ayuda de (1), (2) y (4) no hemos utilizado esta distributividad más que en 
los casos particulares). Examinando todos los casos posibles y utilizando la 
definición de la multiplicación en Z y el hecho que en N la multiplicación 
es distributiva con relación a la adición y a la sustracción (ver 8 34), com- 
probamos que en Z la multiplicación es distributiva con relación a la adición; 
sea, por ejemplo, 


Eadí—c) com  b<e 
a b—)=— [a (c—b)] =a(c —b)=ac—ab=(— 0) +0) 0). 


Además, el producto de dos elementos de Z es positivo si y sólo si los 
dos factores son los dos positivos o los dos negativos. 
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b) Luego Z está provisto de dos leyes internas, la adición y la multipli- 
cación, con las propiedades 


A(va, b, ceZ) (a+ b)+c=a+(b+c) 
A(G0EZ)(vaeZ) a+0=0+a=a 

A(vaeZ) Ga eZ) a+ta=4a4+a=0 (a4=-—a) 
Adv a, beZ) a+b=b+a 

Asva, b, ceZ) (ab)c = albc) 

A(31€Z)(vaeZ) al=la=a 

A(va, beZ) ab = ba 

Aív a, b, ceZ) a(b + c) =ab + ac 


resumiremos estas propiedades diciendo que Z para la adición y la multipli- 
cación posee una estructura de anillo conmutativo provisto de un elemento 
unidad. 

Como en N se definirá la suma y el producto de una sucesión finita de 
elementos de Z; yemos que el producto a;,, 4, ..., a, es positivo si y sólo 
si contiene un número par de factores negativos. Por otra parte, se demos- 
trará por recurrencia que 


la, a, ... a,|=|a,] |a,| ... | an] 


y la equivalencia de |a| =0 y a=0 entraña que: Un producto en Z es 
nulo si y sólo si al menos uno de los factores es nulo. 

Se demostrará, en fin, como en N, que la multiplicación es distributiva 
en relación a la sustracción. De la distributividad con relación a la adición 
y a la sustracción resultan las reglas de cálculo conocidas bajo el nombre 
de “reglas de los paréntesis”. 


c) Hemos visto que la relación de orden total a < bh es compatible con 
la adición en Z. Para la multiplicación tenemos 


(aA>0 y b>0)>ab>0, 


de donde resulta que 
(a<b y c>0)=>(b—a)Jc> 0, 


es decir, ac < bc; dicho de otra manera: en Z la relación de orden total 
a<b es compatible con la adición y con la multiplicación por un entero 
positivo. 

Se expresa este hecho diciendo que la adición, la multiplicación y la rela- 
ción de orden total a < b definidas sobre Z le confieren una estructura de 
anillo totalmente ordenado. 

En fin, el orden total sobre Z, siendo arquimediano (8 60), diremos que Z 
es anillo totalmente ordenado arquimediano. 


d) Sia es un entero racional cualquiera y m es un entero natural no nulo, 
definiremos a” mediante 
a=a ar = am-la 


se ve que 0”=0; por otra parte: 
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Si m es impar: a y a" son simultáneamente positivos o simultáneamente 
negativos. 

Si m es par: a” es siempre positivo. 

Se demostrará fácilmente que para todo entero racional a, todo entero 
racional b y para todo entero natural m y todo entero natural n, se tiene 


ara=gr,  (ar=ambr,  (a=a". 


63. Relación de divisibilidad en el anillo Z 


Der1nIciÓN. — Dados dos enteros racionales a y b, si existe un entero racional q 
tal que a= bq, se dice indistintamente: 

—b divide a o b es un divisor de a. 

—a es divisible por b o a es un múltiplo entero de b. 

Observemos que q es único si y sólo si bx 0, si b=0 la relación prece- 
dente entraña a=0 y q arbitrario. 

Esta relación “b divide a” se escribe b|a. 

Las relaciones 

a=la=—1I)Ea 


muestran que a es siempre divisible por a, —a, 1 y —1. 

Busquemos en qué condición b|a y a|b; existe entonces q y q” tales que 
a=bq y b=ag', de donde a=aqgg'; luego si a 0: qq =1; nos vemos 
así conducidos a buscar los elementos inversibles de Z. La relación 

lar l=lqgl  |gl=1 
muestra que: 
los únicos elementos inversibles de Z son 1 y —1 y si a y b no son nulos 


(alb y blaj=b=ta. 

Las consideraciones precedentes muestran que la relación b|a no es una 
relación de orden: no es antisimétrica, se ve fácilmente que es reflexiva 
y transitiva. 

EJERCICIO 


En Z la relación a|b es una relación de preorden (ver ej. 23, fin del capítulo 1). 
¿Cuál es la relación de orden asociada? 


64. División euclídea en Z. Aplicaciones 


a) Dados dos enteros racionales a y b (b>0), busquemos si se puede 
definir un entero racional único q tal que 


(1) qb < a< (q + 1)b. 
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Si q existe, es único; en efecto, es el mayor elemento de la parte de Z 
descrita por el entero racional m tal que mb <a. 


Hemos demostrado la existencia de q si a= 0 (ver $ 36); supongamos 
a<0, —a es positivo; existe, pues, q” positivo tal que 


qb<—a<(q' + Mb 
si qb=-—a ponemos q =—q', se tiene gb=a, 
si gb<—a ponemos q =—(q' +1), se tiene entonces 
— (q + 1b<—a<—qb, 
de donde, en todos los casos, 
qb < a< (q + 1). 


Resulta que si se pone r =a—bq 
0O<r<b 


y r es evidentemente único, de donde: 


"TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dada una pareja de enteros racionales a y b (b> 0), existe 
una pareja única de enteros racionales q y r tales que 
a=bq+r y O<r<b. 


Esta aplicación de Z Xx N* en sí mismo se llama división euclídea, q es el cociente 
y r el resto de esta división euclídea. 


Si r=0, a es divisible por b, q es entonces el cociente (simplemente) de 
a por b. 


b) De la definición de la división euclídea de a por b (b> 0) se deduce, 
siendo c estrictamente positivo y d un divisor común estrictamente positivo 
de a y b, 

ac=(bcg+rc  0O<rc<bc 


a=bq+r 0<r<b' 


escribiendo a=«a'd, b=b'd, r=a—bq= (a —b'qd = rd. 

La teoría de la divisibilidad en Z sigue de la existencia de la división 
euclídea; la expondremos en la sección III del capítulo 5, después de haber 
definido y estudiado la noción del ideal. 


c) Consideremos la relación definida sobre Z, siendo p un entero estricta- 
mente positivo: p|x—y (esta relación ha sido ya objeto de ejemplos y de 
ejercicios en los 88 18 y 53). 
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Es una relación de equivalencia: en efecto, puede escribirse “existe k de Z 
tal que x —y= kp”, ella es reflexiva, pues x—x= 0p, simétrica, pues 
x—y =kp=>y—x= (hp, 
transitiva, pues 
[x—y=kp e y—2=kp]>x—2=(k + kp. 


Sea x un entero racional cualquiera, existe una pareja única q, r de enteros 
racionales tales que 


x=pq+r 0<r<p, 
luego , 
i=r 
y r puede tomar p valores 0, 1, ..., p—1; hay, pues, en el conjunto cociente 
representado Z/pZ, p clases 


ape ] ia el p 


(explicaremos esta notación del conjunto cociente en el $ 75). 
La relación p|x—y en general se expresa por 


x=Y (mod p), 


que se enuncia “x congruente con y, módulo p” y x% se llama un entero 
módulo p. 

Se ve que esta relación de equivalencia es compatible con la adición y la 
multiplicación en Z; en efecto (h y k enteros racionales), 


x=x-+hp Y+Y=x+Yy+(h + Kp 
e > 
y =y+kp ay =xYy + (hy + kx + hk)p 


se puede, pues, poner por definición (ver $ 53) 


+= +9, xy =xy 
se verificará fácilmente que las propiedades A, a As (enunciadas en el $ 62, 
b) se verifican, luego Z/pZ provisto de la adición y de la multiplicación que 
acabamos de definir tiene una estructura de anillo conmutativo provisto de 


un elemento unidad, Ó es el elemento cero y il el elemento unidad. Este anillo 
se llama anillo de los enteros módulo p. 


EJERCICIOS 


1. Si f es una aplicación polinomia (ver $ 186, d) de coeficientes en Z de Zr en Z 
definida por 
(Aj, Ay ..., 0) > Í(4,, ly ..., 4p) 
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y si, con b un entero estrictamente positivo, r, es el resto de a, en la división euclídea 
de a, por b (1<i<m) 


HA, Az ..., Op) e= ÍIj Tp -.., 1,) (mod b). 


2. ¿Existe en Z/pZ clases £, y distintas del elemento O tales que-4y= 0? 
3. Demostrar que dados a y b de Z (b 0), existe al menos una pareja (q, r) de 
enteros racionales tales que 


a=bq+r  |r|<|bl. 
¿Esta pareja es única? 


VI. Leyes externas” 


65. Leyes externas 


DEFINICIÓN. — Dado un conjunto E de elementos a, b ... y un conjunto £% de ele- 
mentos «, B ... se llama ley de composición externa entre elementos de E y elementos 
de Q, toda aplicación f de Nx E en E 


(a, a) > fía, a) 


Ha, a), elemento de E, es el elemento compuesto de « y de a por la ley externa consi- 
derada. £% se llama el conjunto de los operadores para la ley externa considerada. 


Se escribe en general fía, a) por un signo a . a o más simplemente qa, en 
este caso se dirá que la ley externa es una multiplicación externa. En ciertos 
casos se distinguirá (a, a) > ua (multiplicación por la izquierda) y (a, a) >40 
(multiplicación por la derecha). 


EJEMPLOS 


1. Sea N=R y E el conjunto de los vectores libres de la geometría elemental, la 


> 
multiplicación de un vector libre X por un real «u 


> > 
(a, X) > aX 
es una ley externa. 

2. Sea E un conjunto provisto de una ley interna representada aditivamente, multi- 
plicativamente o por el signo T y (2 = N* (ver $ 45), la aplicación representada, res- 
pectivamente, 

(n, a) >na con  1.a=a 
(n, a) an con a=a 
1 


(a, a> T. con Te =4a 


(13) Los resultados de esta sección —salvo éstos del $ 66— no se utilizarán hasta el capítulo 7. 


es una ley externa. 
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3. Siendo E un conjunto provisto de una ley interna T, las dos aplicaciones 
(a, x)>aTx  (a,x)>xTa 


son dos leyes externas cuyo conjunto de operadores es el mismo E: toda ley interna 
es, pues, un caso particular de una ley externa. 


Si x describe una parte F de E, se designará aF el conjunto descrito por 
ax (u elemento de £)). 

Siendo F una parte de E, se dice que es estable para la ley externa si 
para todo a de £N: aF cF. 

Los conjuntos N) y E pueden estar provistos de leyes internas, de donde 
se siguen posibles relaciones entre la ley externa y las distintas leyes internas. 
Designemos las que tendremos que utilizar: 

Si el conjunto £ está provisto de una ley interna asociativa T, se dice 
que la ley externa es asociativa con relación a la ley T de NM si 


(Va, BeN)(vasE) (a T Bla = aLBa). 


Si el conjunto E está provisto de una ley interna T, se dice que la ley 
externa es distributiva con relación a la ley interna T de E si 


(Vaen)(va, be E) ala Tb) = (ua) T (ab). 


Si el conjunto E está provisto de una ley interna T y M provisto de una 
ley interna 1, se dice que la ley externa es distributiva con relación a las 
dos leyes internas T y 1 si 


(Va, PeN)(VasE)  (a18)Ja= (00) 7 (Ba). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


4. Para el ejemplo 1 de más arriba se verifica que 
> > > 2 > >» > > >» 
ABX) =(a8)IX, —UX + Y) =aX +aY, (2 + B)IX =0X + BX. 


5. Para el ejemplo 2 anterior la ley externa es asociativa con la multiplicación en N* 


Poyo pa 
plga) = (pg)a, — (ara = ar, T(T* ) = Ta 


la ley externa es distributiva con relación a las dos leyes internas: la ley interna de E 
y la adición en N* 


»p+q » q 
(p + q)a = pa+ qa aP+a = apa? T*- (Fe) (T.). 


¿En qué caso la ley externa es distributiva en relación a la adición en N*? 
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6. Siendo E el conjunto de las aplicaciones f de R" en R indefinidamente derivable 
(ver curso de Análisis), £2 siendo el conjunto de los operadores derivación 20 (1<is<nm) 
estudiar las propiedades de la ley externa 4 


a af 
[pe 
66. Estudio de un caso particular: (n, a>Ta 


Consideremos de nuevo el ejemplo 2 último (8 65) suponiendo que E está 
provisto de una ley interna asociativa con un elemento neutro e, los elemen- 
tos a (y eventualmente b) siendo simetrizables (esto será en particular el caso 
si (E, T) es un grupo); podemos definir entonces una ley externa en la que 
el conjunto de los operadores es Z poniendo, respectivamente, según la nota- 
ción adoptada para la ley interna de E, 


a+a+..+a  (n términos) si n>0 

n=>x3.e si n=0 
Ena si n<0 

aa... a (n factores) si n>0 

a=3x3e si n=0 
(ye si n<0 
aTaT...Ta (n términos) si n>0 

E e si n=0 

T a=3 » 

"E a (a” simétrico de a) si n<0. 


Se verificará fácilmente que cualesquiera que sean a y b simetrizables de E 
y p y q de Z, se tiene 


» 


q » 
plga) = (pg)a, (ar) =a%, T(T a ) =Ta 
(p + q)a = pa + qa, apta = aras, Te=(T.)r(T<) 


y suponiendo la adición conmutativa, para todo n de Z es 
n(a + b)= ma + mb; 


por el contrario, las dos fórmulas siguientes no son exactas más que si a y b 
son permutables 


(ab) = a"b”, Term=(T«)r(T») 


esto se verificará en particular para todo par (a, b) si la ley interna E es 
conmutativa. 
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67. Homomorfismo, isomorfismo de dos conjuntos E, E” provisto cada uno 
de una ley externa, con el mismo dominio de operadores 


Sea E y E' dos conjuntos provistos cada uno de una ley de composición 
externa (que representaremos multiplicativamente), siendo el dominio de ope- 
radores (2 el mismo para las dos leyes, diremos que una aplicación f de E 
en E” es un homomorfismo para estas dos leyes si 


(VreEl(Vaen)  flax)=afíx). 


Si E” es un tercer conjunto provisto también de una ley externa (repre- 
sentada multiplicativamente), con £2 el dominio de los operadores también, si 
g es un homomorfismo de E' en E” para las leyes externas, se ve inmediata- 
mente que gof es un homomorfismo de E en E” para las leyes externas; 
en efecto, 


(VreE)(Vaen  (g0/f)(ax)= g[f(ax)] = gla(f(x))] 
= ag[/(x)] = al(g 0) (07; 


por otra parte, Í(E) es una parte estable para la ley externa definida sobre E': 
en efecto, sea x” un elemento de f(E), existe x de E tal que x= f(x) para 
todo a de £ tendremos, pues, 


f(ax) = af(x) = ax” e ((E). 


En fin, si f es un homomorfismo biyectivo de E sobre E' para las dos 
leyes externas, f-! es un homomorfismo (biyectivo) de E” sobre E, se dice que 
f es un isomorfismo de E sobre E' para las dos leyes externas o también 
que E y E' son isomorfos para estas dos leyes. En efecto, cualquiera que sea 
x' de E, existe x única imagen recíproca de Y”; tenemos, pues, para todo 
a de 

f(ax) = af(*) = ax 
ax = fax) > Par”) =af-(x"). 


Vil. Estructuras. Isomorfismos. Homomorfismos"'” 


68. Noción de estructura 


a) Las propiedades de una ley interna definida sobre un conjunto E le 
dan una estructura, por ejemplo: 

—Un conjunto G provisto de una ley interna tiene una estructura de 
grupo para esta ley si: 


(14) Esta sección se podrá leer rápidamente en una primera lectura, si se desea; pero tendrá 
que meditarse después del estudio de los capítulos 4, 5, 7. 
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—la ley es asociativa, 

— está provista de un elemento neutro, 

— todo elemento es simetrizable, 
si, además, la ley es conmutativa, se dice que G tiene una estructura de grupo 
conmutativo o abeliano. 

Se pueden definir las estructuras mediante varias leyes internas y externas, 
por ejemplo: 

—Un conjunto A provisto de dos leyes internas adición y multiplicación 
posee una estructura de cuerpo para estas dos leyes si: 

—A posee una estructura de grupo conmutativo para la adición, 

—la multiplicación es asociativa, 

—la multiplicación es distributiva con relación a la adición, 
si, además, la ley es conmutativa, A está provisto de una estructura de anillo 
conmutativo. 

—Un conjunto K provisto de dos leyes internas adición y multiplicación 
poseee una estructura de cuerpo para estas dos leyes si: 

—K posee una estructura de anillo para estas dos leyes, 

—K* =K-—(e) (e elemento neutro de la adición) posee una estructura 
de grupo para la multiplicación, 
si, además, la multiplicación es conmutativa, K posee una estructura de cuerpo 
conmutativo. 


—Un conjunto E provisto de una adición interna y de una multiplicación 
externa, siendo el conjunto de los operadores un cuerpo conmutativo K, posee 
una estructura de espacio vectorial sobre K si: 


—E posee una estructura de grupo conmutativo para la adición interna, 
—la multiplicación externa verifica cualesquiera que sean a y b de E y 
a, B de K 
alga) = (08) 
sca=a (e elemento neutro de la multiplicación en K) 
(a, + Ba = ua + fa 
ala + b) = aa + ab. 


—Un conjunto E provisto de dos operaciones internas, suma y multipli- 
cación y de una operación externa, siendo el conjunto de los operadores un 
cuerpo conmutativo K, posee una estructura de álgebra sobre K si: 


—E posee una estructura de anillo para las dos operaciones internas, 


—E posee una estructura de espacio vectorial sobre K para la adición 
interna y la operación externa, 


— para todo a de K y para todo a y todo b de E 
alab) = (aa)b = a(ab). 
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b) Estas estructuras, que son las que estudiaremos a lo largo de este 
curso, se llaman estructuras algebraicas: ellas están definidas al dar sobre E 
una o varias leyes internas y externas (que se llaman también operaciones 
algebraicas). Hay otras estructuras, por ejemplo, la estructura de orden (ver 
$ 20), la estructura de espacio métrico (ver $ 110, b). 

Una estructura está, pues, definida sobre un conjunto E al dar relaciones 
entre elementos de E o entre elementos de E y entre elementos de otros 
conjuntos. E se llama el soporte de la estructura considerada. 

Se ve que un conjunto en sí mismo no posee ninguna estructura, mientras 
no se definan sobre el mismo operaciones algebraicas, relaciones de orden, etc. 
Por ejemplo, una estructura de grupo es un par (G, T), donde la ley T posee 
las propiedades indicadas más arriba. Por abuso de lenguaje, en lugar de decir 
“G posee una estructura de grupo para la ley T”, se dirá “G es un grupo 
para la ley T”, o también si no da lugar a confusión “G es un grupo”, enten- 
diéndose que el lector sabe que G es un grupo para una ley determinada: 
por ejemplo, se dirá el grupo Z (entendiéndose: con la adición como la ley 
interna). 


c) Un conjunto E puede estar provisto de varias estructuras, supongamos 
E provisto de dos estructuras S, y S, se podrá distinguir: 

—El conjunto E. 

—El conjunto E provisto de la estructura S,. 

—El conjunto E provisto de la estructura S. 

—El conjunto E provisto de dos estructuras S, y S». 

En este último caso, habrá que buscar las relaciones entre S, y $, y 
ver si son “compatibles” en un sentido que hay que determinar. Así, el con- 
junto Z provisto de la adición tiene una estructura de grupo abeliano (Sy), 
y provisto de la relación a <b, tiene una estructura de orden total (S,); 
nosotros hemos visto que cualesquiera que sean a, b, c 


a<sb>a+c<b+c; 


diremos entonces que las estructuras de grupo abeliano y de orden total son 
compatibles y que proveen Z de una estructura de grupo abeliano totalmente 
ordenado. 

Hay que distinguir, pues: 

—El conjunto soporte Z. 

—El grupo abeliano Z, 

—El conjunto totalmente ordenado Z. 

—El grupo abeliano totalmente ordenado Z. 

Evidentemente sería más racional utilizar símbolos diferentes para represen- 
tar estos diversos seres matemáticos, pero ello complicaría las notaciones (así, 
Z posee aún una estructura de anillo conmutativa, una estructura de anillo 
totalmente ordenado, una estructura de anillo provisto de una división euclí- 
dea, etc.) 
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Cuando definamos un conjunto provisto de varias estructuras por los 
axiomas de estas estructuras, distinguiremos cuidadosamente los axiomas de 
cada una de ellas y los ariomas de compatibilidad entre ellas; por ejemplo, para 
una estructura de anillo habrá axiomas relativos a la adición (estructura de 
grupo abeliano), el axioma relativo a la multiplicación (asociatividad), los axio- 
mas de “compatibilidad” (distribución por la izquierda y por la derecha de 
la multiplicación en relación con la suma). 

Señalemos, en fin, que cuando se construye un conjunto E, sucede a me- 
nudo que este conjunto esté definido poseyendo una estructura S; así, Z está 
definido como grupo conmutativo minimal para la adición, tal que N sea una 
parte estable (ver 8 58). Resulta fácil imaginar el conjunto soporte E y proveerle 
en seguida de otras estructuras. 


69. Homomorfismos 


a) En las páginas precedentes, hemos visto que en lugar de ocuparnos 
únicamente de números, de puntos o de vectores del espacio, o bien de fun- 
ciones reales de variable real, como en matemáticas elementales, nos hemos 
ocupado principalmente de las relaciones entre los elementos de un conjunto E 
(o de varios conjuntos), es decir, de las estructuras definidas sobre E. Si con- 
sideramos entonces una aplicación f de E provisto de una estructura alge- 
braica S en E' provisto de una estructura algebraica S”, es interesante saber 
si la aplicación f transforma las relaciones que definen la estructura S, en 
las relaciones que definen la estructura S'. Esta cuestión nos conducirá a la 
noción de estructuras algebraicas homólogas y a la de homomorfismo de estas 
dos estructuras. 


b) Dados dos conjuntos E y E' provistos de leyes internas y externas, 
diremos que estos dos conjuntos están provistos de estructuras algebraicas 
homólogas, si: 

—A cada ley interna T definida sobre E corresponde una y sólo una ley 
interna T' definida sobre E. 

—A cada ley externa 1 definida sobre E corresponde una y sólo una 
ley externa 1' definida sobre E', y el dominio de operadores para las dos leyes 
1 yl el mismo. 


Así, N, Z, Z/pZ provistos de la multiplicación y de la suma tienen estructuras 
homólogas. 

Si, además, las propiedades fundamentales (asociatividad, conmutatividad, existencia 
de un elemento neutro, existencia de un simétrico, distributividad) son las mismas para 
los pares de leyes correspondientes, se dirá que las estructuras S y S' de las que están 
provistos, respectivamente, E y E” son de la misma especie: así, las estructuras de N 
y de Z para la adición y la multiplicación no son de la misma especie; por el contrario, 
las estructuras de Z y Z/pZ son de la misma especie: la especie de estructura algebraica 
llamada estructura de anillo conmutativo unitario. Naturalmente dos conjuntos provistos 
de dos estructuras de la misma especie podrán tener las propiedades distintas para 
conceptos distintos de los conceptos fundamentales enumerados más arriba: así, Z es 


infinito y ab=0 implica a=0 o b=0, mientras que Z/pZ es finito y ab =0 puede 


ser verdadero con a y b distintos de O (ver ej. 1, 2, $ 53). 
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c) Estando E y E' provistos de dos estructuras homólogas S y S', dire- 
mos que una aplicación f de E provista de S en E' provista de S' es un homo- 
morfismo si para cada par de leyes internas correspondientes 


0 (Vx, yeE)  (ETY=Í0T [Y 


y si para cada par de leyes externas correspondientes (sienda el mismo el 
dominio de operadores de estas dos leyes) 


2) (VxeE) (Vaenm flor) =af(x). 


Del estudio hecho en los 88 56 y 57 (leyes internas) y en el $ 67 (leyes 
externas), se siguen los resultados siguientes: 


—El elemento compuesto gof de dos homomorfismos es un homo- 
morfismo. 


—f(E) es una parte estable de E' para la estructura S'. 


—Si f es un homomorfismo biyectivo, f-! es también un homomorfismo 
biyectivo, se dice que es un isomorfismo de E provisto de la estructura S, 
sobre E' provisto de la estructura S'; se dice también que E provisto de 
S y E' provisto de S' son isomorfos. 


En particular, si las leyes que definen la estructura S' sobre E” han sido 
obtenidas por transporte de las leyes que definen la estructura S sobre E 
mediante una biyección f, esta biyección es un isomorfismo de E (provisto 
de S) sobre E' (provisto de S”) (ver $ 55). 


Las leyes correspondientes en un isomorfismo tienen exactamente las mis- 
mas propiedades, como ya hemos visto que se verifica en el caso de una sola 
ley. Interesándonos más las relaciones entre elementos que los mismos elemen- 
tos, nos encontraremos en la necesidad de identificar dos conjuntos E pro- 
visto de S y E' provisto de S” cuando sean isomorfos (es lo que hemos hecho 
en el $ 58, c). 


Señalemos finalmente que un homomorfismo f de E (provisto de S) en 
sí mismo se llama endomorfismo de E (provisto de S), y automorfismo de E 
(provisto de S) si, además, f es biyectiva. 
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Ejercicios 


42. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Si la ley T definida sobre E es asociativa: 


a) Demostrar por recurrencia que T a= ( T a; yr T a; ) 


I<k<p+q Isi<p p+isis<p+q 


b) Siendo 1 un conjunto totalmente ordenado finito (I,, ..., 1,) una partición de 
I tal que /<m y ael, Bel,, implican a<f, estando cada I, ordenado por el 
orden inducido sobre 1, por el de I, demostrar por recurrencia 


PELAS 


. Siendo asociativa y conmutativa la ley T definida sobre E: 


a) Demostrar por inducción que, siendo ¡=> f(i) una permutación de [1, n], 


a T eo 


Isisn isi<n 
b) Si (I,, Il, ..., I,) es una partición del conjunto finito I, demostrar por recurren- 


cia que Ta= T (T=). 


tel 1<I<pVieh 

Sobre R ya provisto de la multiplicación y de la suma, se define la ley T 
aTb=ab+a+b. 

a) Demostrar que T es asociativa y conmutativa, y que posee un elemento neutro, 


¿Cuáles son los elementos simetrizables? 
b) La ley T ¿es distributiva respecto a la multiplicación y a la adición? 


Siendo k y k” dos números reales dados, se define sobre R, ya provisto de la adición 
y de la multiplicación, la familia de leyes internas T: aTb= kab + ka + b); 
determinar entre estas leyes las que son asociativas. 


Siendo E un conjunto cualquiera se define sobre S(E Xx E) la ley T siguiente: si 
Y y X son dos partes de E x E, Y TX es la parte de E X E constituida por las parejas 
(a, b) de E X E tales que existe c de E verificando la propiedad (a, c) eX y (c, b) e Y: 
a) Demostrar que la ley T es asociativa. 


b) Dada una relación binaria R definida sobre E de grafo G, la transitividad de R 
es equivalente a GTG CG. 


E está provisto de una ley asociativa representada multiplicativamente: 

a) Se supone que existe a de E tal que la traslación por la izquierda y, sea supra- 
yectiva y que existe u de E tal que ua = a. Demostrar que, para todo x de E, ux = x. 
(Considerar la solución y de ay = x). 

b) Se supone que existe a de E tal que las traslaciones por la izquierda y, y por 
la derecha 3, sean suprayectivas. Demostrar que existe un elemento neutro. 
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<) Se supone en fin que para todo a de E, y, y 3, son suprayectivas; demostrar 
que todo elemento de E es inversible. 


Sea E finito provisto de una ley asociativa representada multiplicativamente pose- 
yendo un elemento neutro e, demostrar que todo elemento regular es simetrizable. 
Con la ayuda de un contraejemplo, demostrar que este resultado es falso si E es 
infinito, 

Sobre E = (a,b,c) se define una ley interna representada multiplicativamente por 
las igualdades 

a=a, b=b, ed=c, bc=cb=a, ca =ac=b, ab=ba=c. 
a) Demostrar que esta ley conmutativa no es asociativa. Comparar (ab)c y a(cb). 
b) Verificar que todas las traslaciones (por la izquierda y por la derecha) son 
biyectivas. 


Sobre E=([e,a,b,c) se define una ley interna representada multiplicativamente, 
para la que e es elemento neutro, estando, además, la ley definida por las igualdades 


á=b=d=e, be=cb=a, ca =ac=b, ab=ba=c. 
Demostrar que esta ley es conmutativa, asociativa y que todo elemento es inversible. 


Un elemento de (E, T) es idempotente si aTa=a. Una ley es idempotente si todo 
x de E es idempotente. 


a) Demostrar que si una ley T asociativa y conmutativa es idempotente, la relación 
xTy=y es una relación de orden (x< y); demostrar que xTy=sup (x, y). 


b) En un retículo (V. capítulo 1, ej. 24) se pone 
aV b = sup (a, b) a Ab = inf (a, b). 


Demostrar que las leyes Y y A son asociativas, conmutativas e idempotentes. Estudiar 
los ejemplos del ejercicio 24. 


. Sea E provisto de una ley representada multiplicativamente, se dice que e” es un 


elemento neutro por la izquierda (resp, e” elemento neutro por la derecha) si para 
todo x de E: e'x=x (resp. xe” = x). 

Dado x de E, si existe x” tal que x'x=e' (resp. x” tal que xx” = e”), se dice 
que x” es inverso por la izquierda para e” (resp. x'” es inverso por la derecha 
para e””). Se supone que la ley definida sobre E es asociativa, tiene un elemento 
neutro por la izquierda e” y que todo elemento x posee un inverso por la izquierda 
x” para e”. 

a) Demostrar que xx” = e” (considerar el inverso por la izquierda de x”). 

b) Demostrar que e” es también un elemento neutro por la derecha. 


e) Deducir que E posee un elemento neutro único y que todo elemento de E es 
inversible. 


Se considera dos conjuntos E, y E, provisto cada uno de una ley interna (represen- 
tada multiplicativamente) y de una relación de equivalencia R, (¡=1, 2), compatible 
con la ley definida sobre E). 

Demostrar que la relación R=R, Xx R, (ver capítulo 1, ej. 17) es compatible con 
la ley producto definida sobre E, Xx Ej. 
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Se considera un retículo (ver capítulo 1, ej. 24) provisto de dos leyes internas Y y A 
(ej. 51 más arriba); se dice que el retículo es distributivo cuando cada una de las 
leyes V y A es distributiva respecto la otra. 

Determinar entre los retículos considerados en el ejercicio 24 los que son distributivos. 


En R provisto de la suma y de la multiplicación, se considera el conjunto E descrito 
por x + yV2, de donde x e y describen Q. 

a) Demostrar que E es estable para la adición y la multiplicación. Demostrar que 
todo elemento no nulo de E tiene un inverso en E. 

b) Se supone E provisto de la adición y de la multiplicación inducidas por las de 
R, demostrar que E es isomorfo a Q X Q provisto de la adición y de la multiplicación 
siguientes 


(y +, (+ xy +y) 
(y) (0,9) = (xx + 2yy",xy" + yx"). 


<) En el estudio precedente se reemplaza Y2 por Vd (d entero natural no nulo); 
¿qué propiedad debe poseer d para que los resultados de los $$ a) y b) subsistan? 


Se considera un conjunto E provisto de una ley interna T y el conjunto $(E, E) de las 
aplicaciones de E en E provisto de las leyes fog y fTg (V. $ 54). 

Demostrar que la ley fog es distributiva por la derecha respecto a la ley T, pero en 
general no lo es por la izquierda. 

Estudiar el caso E =R provisto: a) de la adición; b) de la multiplicación. 


Estando E provisto de dos leyes internas T,, T, y E” de dos leyes internas Tf, T5 
correspondiendo, respectivamente, a T, y a T, se considera un homomorfismo de 
(E, T,, T,) en (E”, T(, TZ); demostrar que si T, es distributiva por la izquierda (resp, 
por la derecha) respecto a T, en E, ocurre lo mismo con las leyes inducidas, respectiva- 
mente por Tí y Tí en (E). 


Encontrar todos los endomorfismos y todos los automorfismos: a) del grupo Z; b) 
del anillo Z. 


Siendo d un entero positivo que no es cuadrado de otro entero, se designa por Z [va] 
el conjunto descrito por x + yy/d cuando x e y describen Z. 


a) Demostrar que Z [yd] es una parte estable de R para la adición y la multi- 
plicación. 


b) Los conjuntos Z [y2] y Z [y3] están provistos de la adición y multiplicación 
inducidas sobre ellos por la adición y la multiplicación de R, demostrar que no existe 


ningún isomorfismo entre Z [y2] y Z [y3]. 
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GRUPOS 


l. Definición. Ejemplos. Primeras propiedades. 
Il. Subgrupos de un grupo. 
111. Homomorfismos, isomorfismos de los grupos. 
IV. Producto cartesiano de grupos. Suma directa. 
V. Generación de grupos. 
VI. Grupos de transformaciones. 


Definición. Ejemplos. Primeras propiedades 


70. Definición. Notaciones. Ejemplos 


DerinicióN. — Un conjunto G provisto de una ley interna T, es decir, un par (G, 1) 
es un grupo si: 

Gy) la ley T es asociativa. 

G,) existe un elemento neutro en (G, T). 

G,) todo elemento de (G, YT) es simetrizable. 


Se dice también que G posee una estructura de grupo para la ley T, o que G 
es un grupo para la ley T, o más simplemente que G es un grupo si no hay 
ninguna ambigiiedad sobre la ley. 

Si, además, la ley es conmutativa, se dice que el grupo es conmutativo 
o abeliano. 

La ley T se llama la ley del grupo, el elemento neutro e de (G, T) el ele- 
mento neutro del grupo. 

Si card G=nm, se dice que G es un grupo finito, de orden n. 

Se llama elemento central c de un grupo G todo elemento que permuta 
con todo elemento de grupo, el centro C de G es el conjunto de sus elemen- 
tos centrales: no es nunca vacío, pues contiene al menos e. 

Cuando la ley de grupo está representada multiplicativamente (resp. aditiva- 
mente), se dice algunas veces que el grupo es multiplicativo (resp. aditivo). 
Utilizaremos en general la notación multiplicativa, o la notación aditiva 
(recordemos que en este caso supondremos un grupo abeliano, ver $ 46). 

Las reglas de cálculo en un grupo se deducen inmediatamente de los resul- 
tados del $ 66, las recordamos con los axiomas de un grupo en el cuadro 
siguiente en las diversas notaciones: 


(ejuaurejos oarb3nuuos sa odn13 ¡a 15) 


(-1)+(>L)=. 1 1QuD = (qu) qu+vu=(q +») | (939 DA)(Z3UA) 
D | = ( a A] dle uuD = ¿(uD) v(uu) = (vuju 
ra eL DAD = 40 pu + vu=ov(u + uu) | (DDA)(Z3U UA) 
»|=»] (-D) = 10 (—)(U—) = bu 0>u 
92=D ql 2=p 2=D 0=u 
0 
(souruJ9] 4) (sa10]0e] u) (sour u) 
viocioio=0 | DO" DDO=wD O 0<u 
y (D3DA)(Z3UA) 
P14=4910) -D1-9 = (90) | (Q—) + (0—) = (q +9)— (934 DA) 
(ejuawejos oar3p3nutuoo sa odn13 ¡a 15) 
y1q=q10D »q=q0 »+q4=q+0D (939 DA) 
(pb ap oormguns 0) | (p 3P OSISAUL ¡-P= D) (p a3p ojsando p—= p) 


9o=P1P=pP1D 
(oxinau ojuauaja 2) 
p=pb12=21D 
(110 =91(410) 
D>q1D 


2=DP= PD 
(pepiun ojuaunja a) 
D=D9= 90D 

(29q)» = oq») 

D>2qp 


I0=04+ P=P+D 
(o139 OJUJUA[A 2) 
D=D+9=92+D 
0+Q4+D=0>+(9+D) 
D2q+D 


(D>»PE(D3D»A) 


(D2DA)/(932E) 
(922 q DA) 
(9039 DA) 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Verificar que los conjuntos siguientes provistos de las operaciones indicadas son 
grupos: 

1. Z, Q, R, C para la suma. 

2. Q*, R*, C*, Q*, R* para la multiplicación. 

3. El conjunto de las traslaciones del plano (o del espacio) para la composición de 
las traslaciones. 

4. El conjunto de las rotaciones de centro O y de ángulo cualquiera en el plano 
para la composición de las rotaciones. 

5. El conjunto de las rotaciones de centro O y de ángulo k2m/n (n entero natural 
>0 fijado, k entero racional cualquiera) para la composición de las rotaciones. 

6. El conjunto de las isometrías del plano (o del espacio) para la composición de 
las aplicaciones. El conjunto de isometrías positivas (desplazamientos) para la misma 
operación; ¿es cierto también para el conjunto de isometrías negativas? (antidesplaza- 
mientos). 

7. El conjunto éB(E, E) de las biyecciones de un conjunto E sobre sí mismo parz 
la composición de las aplicaciones (grupo de las permutaciones de E). 

8. Z/nZ ($ 64, c) para la adición. 

9. El conjunto de la identidad y de las tres simetrías respecto a los tres ejes de un 
triedro trirrectángulo para la composición de las aplicaciones. 


71. Propiedad fundamental de un grupo 


TEOREMA. — Para todo elemento a de un grupo G las aplicaciones de G en G defi 
nidas por (ver $ 47) 
x>Y(x)=ax — x—>8,/(x)= xa 


son biyectivas. 
En efecto, y, es inyectiva, pues teniendo a un inverso a”! 
ax = ay > a (ax) = a- (ay) > (a-ta)x = (a-ta)y, 
luego x= y; lo mismo para 8,. Son suprayectivas, pues cualquiera que sea 
bde G 
ax =b=a (ax) = a b=>x =a- lb 
xa = b=> (xaja”! = ba =>x = ba”. 


Este teorema puede enunciarse en la forma equivalente siguiente: 

Para todo par (a, b) de elementos de un grupo G, las ecuaciones ax = b 
y xa=b tienen una solución única. 

En fin, y, y $, son inyectivas, se puede enunciar: 


CoroLarIo. —En un grupo todo elemento es regular. 


Considerando la tabla de un grupo finito (8 44), podemos decir, de una 
manera intuitiva, que cada elemento figura una vez y sólo una en cada línea 
y en cada columna; un cuadro poseyendo esta propiedad es un cuadrado 
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latino. Luego todo grupo finito tiene por tabla un cuadrado latino, pero la 
recíproca no es cierta (ver ej. 1 más abajo). Pero se demuestra que si la ley 
es asociativa y si, cualesquiera que sean a y b de E, ar=b y ay= b tienen 
al menos una solución en E, entonces es un grupo (ver ej. 66, fin del capítulo). 


EJERCICIOS 
1. La ley definida en el cuadro adjunto, ¿es una ley 
a b Cc de grupo? (se estudiará si posee un elemento neutro y si es 
a a > 3 asociativa). 
2. Demostrar que, en la tabla de un grupo finito 
b e b a el elemento neutro está situado sobre la diagonal principal 
C b a c o bien ocupa posiciones simétricas respecto a esta última. 


3. Demostrar que, en un grupo finito de orden par, 
hay un número impar de elementos de G iguales a su propio inverso y distintos de e. 

4. Encontrar todos los grupos de 2, 3, 4 elementos (buscar primero los cuadrados 
latinos de 2, 3, 4 elementos (e, a), fe, a, b), [e, a, b, c) y utilizar los ejercicios anteriores). 
En estos casos particulares se podrá dispensar de verificar la asociatividad observando 
que para n=3 se encuentra un solo cuadrado latino idéntico a la tabla del grupo 
aditivo Z/3Z y que para n=4 se encuentran dos cuadrados latinos, uno idéntico a la 
tabla del grupo de las simetrías en relación a los tres ejes de un triedro trirrectángulo, 
el otro a la tabla del grupo aditivo Z/4Z (ver $ 70, ej. 8 y 9). 


Ml. Subgrupos de un grupo 


72. Definición. Subgrupos del grupo aditivo Z 


a) DerinicióN. —Se llama subgrupo H de un grupo G toda parte estable no vacía 
de G, que es ella misma ur. grupo para la ley inducida sobre H por la ley de G. 


Todos los subgrupos de G tienen el mismo elemento neutro e que G; en 
efecto, sea e” el elemento neutro de H para la ley inducida, tendremos 


en G eet=ee=e' 
en H ee =e', 
luego ee” =e'e" y e=e", puesto que en un grupo todo elemento es regular. 


G y (e) son subgrupos de G. Todo subgrupo de G, distinto de G y de fe) 
se llama subgrupo propio de G. 


b) Subgrupos del grupo aditivo Z 


Si H no contiene más que 0, H=(0) subgrupo trivial. Supongamos H 
no reducido al elemento cero, conteniendo n 0, H contiene —n 0, 
luego H contiene enteros estrictamente positivos; el conjunto de los enteros 
estrictamente positivos de H tiene un elemento mínimo, sea a (ver $ 28); cual- 
quiera que sea x de H, existe un par q y r de enteros tales que (ver $ 64) 


x=aq+r 0O<r<a 
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x y a perteneciendo al subgrupo H, asimismo pertenecen 4q y r=x—4q, 
siendo a el mínimo entero de H estrictamente positivo, r= 0, luego x= aq, 
luego 

los subgrupos de Z son los conjuntos aZ. 


c) Sea H una parte no vacía de G; para que H sea un subgrupo de G 
es necesario primero que H sea estable, es decir (ver $ 51), 

(1) (reH e yeH)>x*xyeH o HH cH. 

Es inútil verificar la asociatividad de la ley inducida, ella es consecuencia 


de la asociatividad de la ley de G. 
Asimismo todo elemento x de H tiene un inverso x"! en H, es decir, 


Q) xeH>xreH Oo H"cH. 
El hecho de pertenecer e a H resulta de la aplicación de (1) a x y a7L 
Las dos condiciones (1) y (2) son necesarias y suficientes para que la parte 


no vacía H de G sea un subgrupo. Estas dos condiciones pueden ser reempla- 
zadas por la única condición siguiente: 


TEOREMA. — Para que una parte no vacía H de un grupo G sea un subgrupo de G, 
es necesario y suficiente que 
1€)) (eH e yeH)=>xy-!eH. 
Poniendo y=x en (3) se obtiene 
xx !=e€cH; 
poniendo x =e en (3) se obtiene 
(VyeH) y eH; 


en fin, reemplazando y por y”! en (3), se obtiene 
xy)! =xy€H, 


luego H es una parte estable conteniendo e y la inversa de cada uno de sus 
elementos es, pues, un subgrupo de G. 
En representación aditiva la condición (3) se escribirá 


4) (reH e yeH)>x—yeH. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Cada uno de los grupos aditivos Z, Q, R, C es un subgrupo de todos los siguien. 
tes. Cada uno de los grupos multiplicativos Q*, R*, C* es un subgrupo de todos los 
siguientes. 

2. El conjunto de las traslaciones del plano es un subgrupo del grupo de los des- 
plazamientos del plano; ¿ocurre lo mismo con el conjunto de las rotaciones del plano?, 
¿con el conjunto de las rotaciones de centro dado 0? 
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3. El conjunto de los desplazamientos (isometrías positivas) es un subgrupo del 
grupo de ¡as isometrías del plano (o del espacio); ¿ocurre lo mismo para el conjunto 
de isometrías negativas? 

4. Encontrar los subgrupos de los grupos de orden 3 y 4 estudiados en el ejercicio 4 
(ver $ 71). 

5. Encontrar todos los subgrupos de Z/6Z, de Z/nZ (ver $ 70, ej. 8). 

6. Demostrar que el centro de un grupo G es un subgrupo de G. 

7. El conjunto de las biyecciones de E sobre E que conservan un elemento determi 
nado a de E es un subgrupo del grupo de las permutaciones de E (ver $ 70, ej. 7). 
Análogamente para el conjunto de las biyecciones de E dejando una parte A de E 
invariante. 

8. Demostrar que para todo subgrupo H de un grupo G: H2=H, H-1=H, 
HH-1 =H, 


73. Intersección de subgrupos. Subgrupo engendrado por una parte A de un 
grupo G 


a) La intersección H, N H, de dos subgrupos de G no es nunca vacía, 
contiene siempre el elemento neutro e de G; por otro lado, si x e y perte- 
necen a H, y a H, xy”' pertenece a H, y a H,, luego a su intersección; de 
una manera más general, dada una familia Jf de subgrupos H de G, su inter- 
sección 1 (ver $ 7) 


pa 


no es vacía, pues e€ H, y cualesquiera que sean x, y perteneciendo a H, ay”! 
pertenece a H para todo H de A, luego a I; luego 


toda intersección de subgrupos de G es un subgrupo de G. 


b) Consideremos en particular una parte no vacía A de G y la familia 4 
de los subgrupos de G conteniendo A; esta familia no es vacía, pues G es un 
elemento de dl. La intersección 1 de esta familia de subgrupos dl es un sub- 
grupo de G y es evidentemente el menor (con la relación de orden corres- 
pondiente a la inclusión de conjuntos). 


Este subgrupo l, intersección de la familia de los subgrupos de G que con- 
tienen A, se llama el subgrupo de G engendrado por A. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es la intersección de los subgrupos 2Z y 3Z del grupo aditivo Z? La 
misma pregunta para aZ y bZ (a, b enweros racionales). 

2. ¿Cuál es la intersección del conjunto de los desplazamientos del espacio que 
conservan un punto A y del conjunto de los desplazamientos del espacio conservando 
un punto BA? 

3. Si A es un subgrupo de G, ¿cuál es el subgrupo engendrado por A? 

4. Si a es un elemento de un grupo G, ¿cuál es el subgrupo engendrado por (a)? 

5. Demostrar que el subgrupo engendrado por A, parte no vacía de un grupo G, 
está descrito por los productos finitos a,, 4, ..., a,, donde a, es un elemento de A o el 
inverso de un elemento de A. 
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74. Clases según un subgrupo 


Suponiendo definida una relación de equivalencia R sobre un grupo G, 
busquemos las relaciones de equivalencia compatibles con la ley de grupo (ver 
$ 53), con el fin de definir una ley interna sobre el conjunto cociente G/R. 


a) Busquemos primero las relaciones de equivalencia R¿ compatibles por 
la izquierda con la ley de grupo. 
La relación 
x=Y (mod R,) 


entraña (compatibilidad por la izquierda) 
e=xlr=x y (mod R,) 

esta relación de equivalencia, si existe, es tal que 
x=Y (mod R¿J=ox yee. 


Demostremos que la clase e de e, módulo R,, es un subgrupo de G; en 


efecto, 
a=e (mod R)>e=a a =a! (mod R,), 


luego (transitividad de R;¿) 


a=e (mod R,) al=e (mod R,) 
y > y =a"lb=e (mod R,) 
b=e (mod R,) br! =e (mod R,) 


luego, si existe una equivalencia compatible por la izquierda con la ley de 
grupo, es de la forma x-yee y e es un subgrupo de G. 


Recíprocamente, sea H un subgrupo cualquiera de G; consideremos la 
relación x-!ye H, es una relación de equivalencia; en efecto: 


—Es reflexiva: para todo x de G, x"lx=eeH. 
—Es simétrica, pues 
aye H > (ely)! = y (21)! = y xeH. 
—Es transitiva, pues 
[yeH e y ze H] > (xy) (yz) = x-ze H. 


Por otra parte, esta relación es compatible por la izquierda con la ley de 
grupo; en efecto, cualesquiera que sean x, y, z de G 


arlye H => (23) (ay) = (uo lz7!) (2y) = xy € H, 


luego toda relación de equivalencia R¿ compatible por la izquierda con la ley 
de un grupo G es de la forma 
x"yeH, 


siendo H un subgrupo cualquiera de G. 
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Se demostraría igualmente que toda relación de equivalencia R¿ compatible 
por la derecha con la ley de un grupo G es de la forma 


yx EH, 
siendo H un subgrupo cualquiera de G. 


b) Determinemos las clases de módulo de estas relaciones: y pertenecerá 
a la clase de x módulo R, si y sólo si existe z de H tal que 


ry=zoy=x2. 


La clase de x« módulo R, será, pues, xH, igualmente la clase de * módulo 
R¿ es Hx; estas clases YH y Hx se llaman, respectivamente, las clases por la 
izquierda y las clases por la derecha módulo el subgrupo H. 

La clase de e (módulo R, o Ry) es H. 

La aplicación z=>wxwz de H en xH es suprayectiva (según la definición de 
xH), es inyectiva (pues en un grupo todo elemento es regular), es, pues, una 
biyección; luego: 

Todas las clases por la izquierda xH (y las clases por la derecha Hx) según 
el subgrupo H tienen, pues, la misma potencia: la potencia de H. 

Supongamos en particular el grupo G finito y de orden n, el subgrupo H 
es, pues, finito (parte de un conjunto finito); sea p su orden, el conjunto de 
las clases por la izquierda (o de las clases por la derecha) es una partición 
de G; existe, pues, q tal que n = pg, q es el número de clases por la izquierda 
(o el número de clases por la derecha), luego: 


TEoREMA. —En un grupo finito el orden de un subgrupo cualquiera es un divisor 
del orden del grupo. 


75. Caso de un grupo conmutativo. Grupo cociente 


Representemos la ley aditivamente, las dos relaciones de equivalencia R, 
y R¿ están confundidas; la relación R única así definida se expresará por 


x—yeH o x=yYy (mod H); 


las clases de equivalencia % ... describen el conjunto G/R, que se representa 
G/H. Siendo esta relación R compatible con la ley de grupo, podemos definir 
una adición en G/H por la relación (ver $ 53) 


x — 
(1) +4 y=x3+Y. 
La aplicación f de (G, +) en (G/H, +) definida por 
x>f(x) = xi 


es, pues, en virtud de (1) un homomorfismo, por definición de G/H es supra- 


yectivo, luego (ver 8 56, teorema 2) f(G) = G/H está provisto de una ley + 
asociativa, hay un elemento neutro, todo elemento + tiene un simétrico (— 2); 
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dicho de otra manera, (G/H, +) es un grupo, se le llama el grupo cociente 
de G por el subgrupo H. 
En general se expresará igualmente la adición en G/H por la notación +. 


EJEMPLOS 
1. Consideremos, por ejemplo, el grupo abeliano Z; sus subgrupos son de la forma 
nZ; la relación x—yenZ se escribe 
x= y (mod n). 


Los grupos cocientes se representarán, pues, Z/nZ, tal es el origen de esta notación 
que hemos introducido o utilizado en los $$ 53 y 64. 
Este grupo se llama grupo aditivo de los enteros módulo n. 
2. Siendo a un real no nulo, aZ es un subgrupo del grupo aditivo R; la relación 
X—y€AaZ se expresa 
x=y (mod a), 


el grupo cociente R/aZ es llamado grupo aditivo de los reales módulo a. 
Para a =2x se obtienen los reales módulo 2x utilizados en la medida de los ángulos. 


76. Subgrupo distinguido. Grupo cociente por un subgrupo distinguido 


Si G no es abeliano, las relaciones x-!y€ H e yx-!e H son en general dis- 
tintas y siendo cada una de estas relaciones o bien compatible por la izquierda 
o bien compatible por la derecha con la ley del grupo, es imposible en general 
definir una ley cociente sobre G/R, o G/Ry. Esto será posible, sin embargo, 
si H está escogido de manera que R, y Ry sean equivalentes, es decir, si las 
particiones que definen sobre G son las mismas, o también si toda clase por 
la izquierda es una clase por la derecha y recíprocamente, es decir, si para 
todo x de G 

xH = Hx > H =xHx e H =x-Hx. 


Un tal subgrupo H se llama subgrupo distinguido (o también subgrupo 
invariante, veremos el origen de esta denominación en el $ 77). 
Todo grupo G posee subgrupos distinguidos; por ejemplo, (e) y G. 
En un grupo abeliano todo subgrupo es distinguido. 
Consideremos un subgrupo distinguido H de G y la relación de equi- 
valencia R 
xlyeHoyx!eH, 


se puede definir un conjunto cociente G/R que se representa G/H; siendo R 
compatible por la izquierda y por la derecha con la ley de grupo, podemos 
definir una operación en G/H (operación que representaremos también multi- 
plicativamente) por la igualdad (ver $ 53) 

y =1y 
como en el párrafo precedente (ver $ 56, t. 2), se verá que la aplicación 


x>f(x) = 1 
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de G en G/H es un homomorfismo suprayectivo, pues G/H=f(G) es un 
grupo que se llama grupo cociente de G por el subgrupo distinguido H. 


EJERCICIOS 


1. Sea un grupo G y dos de sus subgrupos H y K tales que K< HC G. Demostrar 
que si K es subgrupo distinguido de H, no es en general subgrupo distinguido de G. 
(Se demuestra incluso que si K es subgrupo distinguido de H y H subgrupo distinguido 
de G, K no es en general subgrupo distinguido de G.) 

2. Demostrar que el centro C de un grupo es un subgrupo distinguido. 

3. Demostrar que la intersección de dos subgrupos distinguidos de G es un sub- 
grupo distinguido de G. 

4. Demostrar que en el grupo de los desplazamientos del plano, el subgrupo de 
las traslaciones es un subgrupo distinguido. 

5. Si H es un subgrupo distinguido de orden p de un grupo G de orden n, ¿cuál 
es el orden de G/H? 


III. Homomorfismos, isomorfismos de los grupos 
77, Resultados generales 


Las definiciones y teoremas de los 88 56 y 57 nos permiten enunciar las 
definiciones y teoremas siguientes: 


a) DerINIcIÓN. —Una aplicación f de un grupo G en un grupo G” es un homo- 
morfismo de grupos si y sólo si 


(Vx, yeG)  f(y) = 0010). 
Si f es biyectivo, se dice que f es un isomorfismo de grupos. Un homomorfismo de G 


en sí mismo es un endomorfismo del grupo G y un isomorfismo de G sobre sí mismo 
es un automorfismo del grupo G. 


Por ejemplo, siendo H un subgrupo distinguido de un grupo G (o un sub- 
grupo cualquiera de un grupo abeliano), la aplicación (ver 88 75 y 76) de G 
sobre G/H definida por x—> f(x) = x es un homomorfismo suprayectivo, se le 
llama el homomorfismo canónico de G sobre G/H. 

Por otra parte, siendo a un elemento fijo de un grupo G, la aplicación f, 
de G en G definida por 


x>v = f(x) = axa”! 


es un automorfismo de G. En efecto, para todo x” de G, multiplicando por la 
izquierda por a”! y por la derecha por a 


x'=ax0 =>x=ad xa, 
luego f, es biyectivo. Cualesquiera que sean x e y de G 


flxy) = a(uyja”! = (axa=*) (aya!) = ff, 


luego f, es un homomorfismo biyectivo de G sobre G; es, pues, un auto- 
morfismo: los automorfismos f, se llaman automorfismos interiores de G (se 
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reducen a la identidad para los grupos abelianos). 

La definición de un subgrupo distinguido H de G, H = aHa”! para todo a 
de G (ver 8 76), muestra que: 

Un subgrupo H de G es distinguido si y sólo si H es invariante para todos 
los automorfismos interiores de G. 

Este resultado explica el nombre de subgrupo invariante que se da también 
a los subgrupos distinguidos. Se puede incluso demostrar un resultado más 
general (ver ej. 5). 


b) TeoreEMA 1.—La composición de dos homomorfismos (resp. isomorfismos) de 
grupos es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de grupos. 


TEOREMA 2.—Si f es un homomorfismo del grupo G de elemento neutro e en el 
grupo G' de elemento neutro e” entonces: 


1 e =$), [0 = [100]. 

2. f(G) es un subgrupo de G” llamado imagen de f y representado Im f. 

3. N=f-((e”) es un subgrupo distinguido de G, se le llama el núcleo del homo. 
morfismo y se representa por Ker f. 

l. Para todo x de G, f(xe) = flex) = f(x) (e) = fe) f(x), el elemento único 
z' de G” tal que f(x) 2 = 2' f(x) = f(x), siendo e” se tiene e” = f(e). La demostra- 
ción de f(x!) = [f(x)]* ha sido ya realizada en el $ 56. 

2. Sea x” e y' dos elementos cualesquiera de f(G) y x e y las imágenes 
recíprocas respectivas de x' e y”, x, y”, xy”! son elementos de G, luego 


[(ya) = ff) = (NT =xy> 
es un elemento de f(G). 
3. Sean x e y dos elementos cualesquiera de N, 


(y) =(01/0]—=.ee=e, 


luego N es un subgrupo de G. 
Por otra parte, para todo x de N y a de G 


f(axa=!) = (Off) = f(aerf(a) = flaJfla”*) = e”, 


luego N es un subgrupo distinguido de G. 
Por otra parte, f(x) = f(y) es equivalente a f(xy”!) = e”, luego xy”! perte- 
nece al núcleo, de donde: 


CoroLARI0. — El homomorfismo de grupos f: G—=G” es inyectivo si y sólo si 


fe”) = (e). 


OBSERVACION 


Es inútil suponer que G” es un grupo, basta con que G” esté provisto de una 
operación interna, ya que con ello el teorema 2 del $ 56 permite afirmar que /(G) es 
una parte estable de G” y tiene una estructura de grupo para la ley inducida por la de 
G y f es un homomorfismo suprayectivo del grupo G sobre el grupo f(G). 
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TEOREMA 3.—Si f es un isomorfismo de un grupo G sobre un grupo G”, f-1 es un 
isomorfismo del grupo G” sobre el grupo G. Se dice entonces que los grupos G y G' 
son isomorfos. 


EJERCICIOS 


1. Si a es un número real estrictamente positivo, demostrar que la aplicación x— a* 
del grupo aditivo R en el grupo multiplicativo R* es un isomorfismo. 


2. Siendo n un entero estrictamente positivo, demostrar que el grupo de las rota- 


27 
ciones del plano de centro O y de ángulo k— (k entero racional cualquiera) es isomorfo 
n 


al grupo aditivo Z/nZ. 

3. Z es un subgrupo aditivo de R; estudiar el homomorfismo canónico de R sobre 
R/Z. Este grupo aditivo de los reales módulo 1 se llama toro de una dimensión, se le 
representa por T. Siendo a un número real no nulo, demostrar que el grupo R/aZ ($ 75. 
ej. 2) es isomorfo a T. 

4. Demostrar que el conjunto de los automorfismos interiores de un grupo G (ver 
más arriba, a) es un grupo G” para la composición de aplicaciones. Demostrar que la 
aplicación p de G en G” definida por p(a)=f, es un homomorfismo. Demostrar que 
q es un isomorfismo si y sólo si el centro de G es (e). 

5. Demostrar que un subgrupo estable para todos los automorfismos interiores de G 
es distinguido. 

6. Sea f: G-G” un homomorfismo de grupos. Demostrar que: 


X es un subgrupo de G = f(X) es un subgrupo de G”. 
X es un subgrupo distinguido de G_— =f(X) es un subgrupo distinguido de /(G). 
Y” es un subgrupo de G” = f-(Y”) es un subgrupo de G. 


Y” es un subgrupo distinguido de f(G) =f-1(Y”) es un subgrupo distinguido de G. 


7. Sea G un grupo, demostrar que la relación entre x y x” de G «existe a de G 
tal que x' =axa-l» es una relación de equivalencia definida sobre G; se dice que 
x y x' son conjugados en G. Demostrar que si H es un subgrupo de G también lo es 
de H!=aHa-!; se dice que H y H' son subgrupos conjugados en G. 


78. Descomposición canónica de un homomorfismo de grupos 


Sea f un homomorfismo de G en G'. Consideremos la descomposición canó- 
nica de f (ver 8 19, b), debemos considerar la relación de equivalencia sobre 
G: f()=(. 

Pero esta relación es equivalente a 


OLI" = ff) = fqy7) = e”, 


luego es equivalente a xy”!€N y, puesto que el núcleo de f es un subgrupo 
distinguido de G (teorema 2 del párrafo precedente), esta relación es compa- 
tible con la ley de G; tenemos, pues, la descomposición f=io0bos 

s b i 
G > G/N > f(G) > G”. 


i, aplicación canónica de f(G) en G' definida por x"—>x', es un homo- 
morfismo inyectivo de los grupos f(G) y G”. 
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Hemos visto que s definida por s(x)= x (8 76) es un homomorfismo supra- 
yectivo de G sobre G/N. Consideremos la biyección b, definida por 


¿> 1 =b(3) =((0, 
siendo x un representante cualquiera de la clase %. Sea y otra clase e y uno 


de sus representantes, xy es un representante de +y =3w, puesto que la rela- 
ción es compatible con la ley del grupo, luego 


bs) = 0 53) = fu) = 10010) = 56056, 
luego b biyectiva es un homomorfismo; es, pues, un isomorfismo de G/N 
sobre f(G) y está ligado de manera canónica a f: 
TEOREMA. — Todo homomorfismo f de un grupo G en un grupo G” se descompone en. 


a) El homomorfismo canónico de G sobre G/N, siendo N el núcleo de f. 
b) El isomorfismo canónico de G/N sobre f(G). 
c) El homomorfismo canónico de [(G) en G”. 


IV. Producto cartesiano de grupos. Suma directa 


79. Producto cartesiano de grupos 


Dados dos grupos (G,, T;), (G, T2) podemos definir una ley interna 
T sobre el conjunto producto G, X G, de una manera natural para la igualdad 
siguiente (ver $ 52) 


09) (ty 197 (Y Ya) = (1 TY 2212 Ya) 


si no hay lugar a confusión, las tres leyes podrán estar representadas de la 
misma manera; por ejemplo, en representación aditiva, o multiplicativa 


Q) (y 2) + Y, Y) = (01 + Yu Y + Ya) 
6) (iu 1) Y, Y) = (AY 142) 


a partir de ahora utilizaremos esta última notación. 

Se ve fácilmente que la ley producto es asociativa, que admite por elemento 
neutro e = (e,, es), e, y ez son los elementos neutros respectivos de G, y Ga; 
en fin, todo elemento (x,, *,) es inversible y 


(Ep 2) =(7, 2), 


G, X G, provisto de la ley definida por (3) (o (1) o (2)) tiene, pues, una 
estructura de grupo, se le llama grupo producto (cartesiano) de los grupos 
G, y Ga. 

E G, X G, es conmutativo si y sólo si G, y Gz lo son. 
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Se podrá definir de la misma manera G, X G, X ... X G, producto carte- 
siano de n grupos. Se podrá considerar en particular el caso en que 
G,=G,=...=G,=G; por ejemplo, Gx G (si se emplea la notación G?, 
no hay que confundir este grupo con el conjunto descrito por xy, x e y 
variando en G (ver $ 50)). Por ejemplo, si G es un grupo aditivo de elemento 
neutro 0, en G” (en el sentido precedente), tendremos 


lp Ka 01 19) E (Yi Ys 001 Yu) = (1 + Yo 2 + Ya << An + Y) 
e=(0,0, ..., 0) 
— (dr Xp 0.1 Mn) = (— Xp — Mar 0009 — Xn)o 
Volvamos al grupo producto G, X G, de dos grupos cualesquiera, si H, es 
un subgrupo de G, y H, de G, se ve inmediatamente que H, X H, es un sub- 


grupo de G, X G,; en efecto, para todo par (x,, 1) e (y, ys) de H, X Ha, 
tenemos 


Ep 290, Y)? = (147! 147) H,X Ha 
pues x y”! pertenece a H yxy!aH. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que Z" es un subgrupo de R” (para la adición) y que R"/Zr es iso- 
morfo a Tr («toro de n dimensiones», ver $ 77, ej. 3). 

2. Siendo H, y H, dos subgrupos distinguidos respectivos de G, y G,, demostrar 
que H, Xx H, es un subgrupo distinguido de G,XG, y que (G, X G,)/(H, x H,) es 
isomorío a (G,/H) X (G,/H)). 


80. Relaciones entre G; X G, y ciertos de sus subgrupos 
a) Siendo G, y (€,) subgrupos de G, y G, y ([€») de G, G,X (e) y 
(e,) X G, son subgrupos de G;, X G,. Consideremos la aplicación 
f: G,>G,X ([e,) 
definida por f(x,) = (x,, €»), es manifiestamente biyectiva; por otra parte, 
Í(yi) = (Y €) = (21, €) (Y, €) = ÁDY) 
luego es un isomorfismo, de donde: 
Teorema. — Los grupos G, y G), son, respectivamente, isomorfos a los subgrupos 
G¡=G,x te) y Gj= te) Xx GS, de Gx G,. 
Sucede, como ya lo hemos hecho, que se identifica G, y G¡=G, X ([e,) 
(o G, y G;) por esta identificación G, y G, pueden ser consideradas como sub- 
grupos de G, X G,. 


Por ejemplo, en el plano R?, esto equivale a confundir el punto x de la 
recta Ox y el punto (x, 0) del plano. 


168 GRUPOS [Cap. 4 


bh 

b) Consideremos la primera proyección pr, de G,X G¿/'sobre G, (ver 

$ 12, d) 
(X 22) > pri(Xy, %2) = xi 
tenemos 
pri[(X 12) (Y, Y] = pri 14) = Y = Pri(X ADPrYr Ya» 

luego es un homomorfismo. Busquemos su núcleo, es decir, pr¡(e,) es el 
conjunto de los elementos (x;, x») para los cuales x, = e,, es decir, 


pri (e) =(e,) x G,=G;. 
G; es, pues, un subgrupo distinguido de G, X G, (ver $ 77, t. 2). Considere- 
mos el grupo cociente (G, x G,)/G?, la relación de equivalencia módulo G; 


es equivalente a 
pri(X,, x) = pri(Y, Y) 2 =Y15 


— 
dicho de otra manera, una clase ls sd módulo G; está descrita por los 
elementos (x,, x,) con x, fijo, la aplicación 
G,>(G, x G,)/G% 
SS . . . . 
definida por x,>|x,, Y, / es una biyección, es un homomorfismo, como se ye 
inmediatamente; es, pues, un isomorfismo, de donde: 
, 


TEoREMA. — La proyección de G, X G, sobre G, (resp. G,) es un homomorfismo; 
su núcleo es Gf=(e,) x G, (resp. G¡=G, x fe,) y el grupo cociente (G, x G,)/G; 
(resp. (G, € G,)/6;) es isomorfo a G, (resp. a G,). 


x=(1,0) 


FiG. 10 


81. Suma directa (en el caso de grupos conmutativos) 


a) Reiniciemos el estudio precedente y supongamos G, y G, abelianos, 
estando la ley representada aditivamente, tenemos 


(1 x= (Xi, 1) = (X1, €2) + (6, 12, 
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es decir (ver 8 50), 
G, x G,=G/ + G; 


y la descomposición de un elemento cualquiera x de G, X G, se efectúa de 
una manera única en suma de un elemento de G; y de un elemento de G;; 
por otra parte, si (x,, x,) pertenece a Gí y a G5,x,=€, y 1,= €, luego po- 
niendo e = (€,, e,), elemento neutro de G, X G», 


0) Gn G;=1fe). 
b) De una manera general, sea G un grupo abeliano (con notación aditiva) 
que es la suma de dos de sus subgrupos H, y Hz 
G=H, +H, 
supongamos, además, que la descomposición x= x, +x, (x, elemento de H,, 


x, de H;) sea única para todo x de G y busquemos en este caso los elementos 
comunes a H, y H,, tendremos 


€ r=xr+e xeH, ec, 
*eH, N He x=e+x*% ecH, x€H) 
de donde, según la unicidad de la descomposición, x = e. 
Recíprocamente, supongamos G=H, + H, y H, N H,=(e) si 


== +OM=Y+Y > (YH, x, y H)) 
1 — Y = Y) — Yo (1 — Y € H,, %2 — Y, € H)), 


luego Y, —Y¡ —*—Y, =e y la descomposición es única, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Para un grupo abeliano G que es suma de dos de sus 
subgrupos H,, H,, las dos propiedades siguientes son equivalentes: 
a) Todo x de G se escribe de una manera única 


x=x+x%  (x,€H, x,cH). 


b) HN H,=(e). 
Se dice entonces que G es suma directa de los subgrupos H, y H, y se escribe 


G=H,0H,. 
Consideremos la aplicación f de H, x H, en G definida por 
o 1) > 11 + 02 = (Xp, 22). 


Es evidentemente biyectiva, pues G es suma directa de H, y H», luego todo 
1 de G corresponde a una pareja única (x,, x2); por otra parte, 


Í[(%o 22) + (Y, Y0] = (01 + Y, 12 + Y) = (01 + Ya) + (02 +42) 
= (1 +2) + (Y + Ya) =(0,, 12) + [Y Ya, 


luego, acudiendo a un resultado del párrafo 80: 
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TEOREMA. — G = H, O H, es isomorfo al grupo producto H, X Hz. Y G/H, es isomorfo 
a H, (G/H, es isomorfo a H)). 


OBSERVACION 


Se puede intentar extender esta teoría a los grupos no conmutativos (representados 
multiplicativamente). Siendo H, y H, dos subgrupos cualesquiera de G, hay que observar 
que, si H, X H, es siempre un subgrupo de G, no lo es en general de H,H, (ver ej. 1); 
la teoría es, pues, menos simple, es el objeto de los ejercicios 2 y 3 siguientes. 


EJERCICIOS 


1, Siendo H, y H, dos subgrupos invariantes de G, mostrar que H,H, es un sub- 
grupo de G (que es invariante). Demostrar que este resultado es falso para dos subgrupos 
cualesquiera (tomar en el grupo de las rotaciones del espacio alrededor de un punto O 
H, =(L, S¡) H,=(L, S,), I identidad, S, y S, rotaciones de ángulo 1 alrededor de 
OD, y OD, distintas y no perpendiculares). 

2. Se toman las notaciones del párrafo. Demostrar que todo (x,, x,) de G se escribe 
de una manera única como producto de (x,, e,) de Gí y (€, x,) de G;, que todo 
elemento de Gf permuta con todo elemento de Gf y finalmente que el único elemento 
común a Gf y G; es (e,, €,). 

3. Sea G un grupo y dos de s subgrupos H, y H) tales que G = H,H,. Demostrar 
que las condiciones siguientes a) y b) son equivalentes: 

a) Para todo x de G, existe x, de H, único y x, de H, único tales que x= x,X). 
Todo elemento de H, permuta con todo elemento de H,. 

b) H, y H, son subgrupos invariantes y H, N H,= (e). Se dice entonces que G 
es producto directo de H, y H,. Demostrar que G= H,H, es en este caso ¡somorfo a 
H, X H, (en este caso no hay inconveniente en confundir producto H,H, y producto 
cartesiano H, X H)). 

4. Dado un grupo abeliano G representado aditivamente suma de n de sus subgrupos 
Hp +.» H,, se dice que G es suma directa de H,, ..., H, y se escribe 


G=H,0H,0..OH, 
si y sólo si para todo x existe x, de H, (para todo ¡e[1, 21] único tal que 


x=X +X,+ +... + Xy Demostrar que la condición precedente es equivalente a la si- 
guiente: para todo ¡e[1, n—1] 


(H, +H,+... + H) NH, =(e). 


V. Generación de grupos 


82. Parte generatriz de un grupo 


Hemos visto la definición del subgrupo de G engendrado por una parte A 
de G (ver $ 73); puede suceder que el subgrupo engendrado por A sea el 
mismo G, se dice entonces que A es una parte generadora“% de G. Si 
A= (4)iep se dice que (a) es una familia generadora de G. 

(15) Preferimos las expresiones «parte generadora» y «familia generadora» a la expresión tradi- 


cional «sistema de generadores» que podría hacer creer que todo elemento de A es un generador 
de G, lo que no es cierto, salvo que A contenga un solo elemento. 
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Si G está engendrado por una de sus partes finitas, se dice que G es de 
tipo finito (no hay que confundirlo con un grupo de orden finito). Por ejemplo, 
un grupo engendrado por un elemento único a se llama monógeno, este grupo 
(representado multiplicativamente) está descrito por a", n describiendo Z. El 
mismo Z es un grupo monógeno engendrado por 1. 


EJERCICIOS 


1. Sea P la recta proyectiva real (es decir, R completado por un punto al infinito 
de manera que x —1/x sea una biyección de P). Se consideran las aplicaciones f, f, de P 
sobre sí mismo definidas por f/(x)=1/x, f(x) =1—x. 

Demostrar que el grupo G (para la composición de aplicaciones) engendrado por 
f, y f, es de orden 6. Formar la tabla de este grupo. 

2. Se considera el grupo engendrado por dos elementos a y b tales que (1, entero > 0) 


at=e bi=e  aba=b. 


a) Formar la tabla de este grupo para n=2 y n=4, 


b) Demostrar que el grupo de las isometrías conservando un polígono regular de n 
lados está engendrado por dos isometrías a y b que verifican para la composición de apli 
caciones las relaciones precedentes. 

3. Demostrar que Z' es un grupo de tipo finito. Se indicará una familia generatriz 
de n elementos. 


83. Grupo monógeno. Grupo cíclico 

a) Consideremos un grupo monógeno, es decir, engendrado por un ele- 
mento a; en notación multiplicativa 

A A A 

Este grupo es abeliano. Sea, por otra parte, la aplicación f del grupo aditivo 

Z en el grupo G definida por 
p>f(p) =0. 

Se tiene f(p + q) = a”*9 = ara? = f(p)f(q), luego f es un homomorfismo, 

según la definición de G, f es suprayectiva. Su núcleo f-(e) es un subgrupo 


de Z, sea nZ (n= 0); luego Z/nZ es isomorfo a f(Z)=G (ver 8 78). Hay 
que considerar dos casos: 


12 n=0,1nZ=(0) y Z/(0) =Z. 


22 n>0,nZ (0) y da de Al 


En este' último caso 
G=(4=e, a, al, ..., al) 


Se dice entonces que G de orden n es un grupo cíclico de orden n. 
Este estudio se puede resumir en el siguiente teorema: 
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TEOREMA. — Todo grupo monógeno es isomorfo: 


—A Z si es infinito. 
—A Z/nZ si es de orden n. 


b) En un grupo cualquiera, se dice que un elemento a es de orden p si el 
subgrupo engendrado por a es de orden p: este subgrupo es entonces un 
grupo cíclico de orden p. 

En particular, si G es un grupo finito de orden na, todos los elementos 
de G son de orden finito según el teorema del $ 74, b), el orden p de un 
subgrupo engendrado por un elemento cualquiera es un divisor de n, luego 
n=pq y 


ar = qri = (ar) =e=e. 


Teorema, —En un grupo finito G de orden n, el orden de cada uno de los elementos 
es un divisor de n y para todo elemento de G: a" =e. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el grupo de las rotaciones del plano de centro O y de ángulo 
k2r./n (n entero >0 fijado, k entero racional cualquiera) es un grupo cíclico de orden n. 

2. Demostrar directamente (sin referencia al teorema del $ 74) que el orden p de 
todo elemento de un grupo cíclico de orden n es un divisor de n. 

3. Colocar según su orden los elementos de un grupo cíclico de orden 30. 

4. Demostrar que todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico. ¿Cuáles son los 
subgrupos de un grupo cíclico de orden 30 (ver ej. 3)? 

5. ¿En qué condición el elemento p de Z/nZ engendra el grupo aditivo Z/nZ? 

6. Demostrar que todo grupo finito de orden p (p entero primo) es cíclico y que 
está engendrado por cada uno de sus elementos distintos del elemento neutro. 


VI. Grupos de transformaciones 


84. Grupo de permutaciones de un conjunto E 


Se llama permutación de E toda biyección de E sobre sí mismo (ver $ 40, 
c); el conjunto de todas las permutaciones de E es un grupo para la compo- 
sición de aplicaciones: 


1% (f, g) >fog es una ley interna asociativa (la compuesta de dos bi- 
yecciones es una biyección). 

2. id; es una permutación de E (permutación idéntica). 

3. Si f es una permutación de E, f-! también lo es. 

Este grupo se llama el grupo de las permutaciones de E, o grupo simétrico 
de E; se le presenta por Sp. 

Consideremos dos conjuntos E y E” equipotentes, existe entonces una bi- 
yección q de E sobre E'; consideremos la aplicación de $5 en Sy» definida por 


(Mm [>poo0fop"=f' 
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cualquiera que sea f” de Sy, tendremos 
pofop =f=f=gtof'0p 
la aplicación considerada de Sz en Sy: es, pues, una biyección; por otra parte, 
Fog =(pofop")olpogog")= polfog)jog”!. 


De donde: Los grupos $. y Sy: de dos conjuntos equipotentes son ¡so- 
morfos para la composición de aplicaciones. 


85. Estudio del grupo simétrico S,. Notaciones diversas 


Supongamos card E= nm, todos los grupos 5 son isomorfos a S,, grupo 
de las permutaciones de [1, n]. Todos estos grupos son, pues, de orden n! 
(ver 8 40). Estudiaremos las permutaciones de [1, n]; en los ejemplos en 
que n está especificado, por ejemplo, para n= 5, consideramos también los 
conjuntos tales como 

E= (4, b, c, d, e). 


Una permutación p de [1, n] se representará ¿—> p(i) = p, o también 
( A E ) 
Pr Pr +0. Pi o. Pn 


esta última notación es evidente, o también si ¿—>a, es una biyección de 


[Ln] 
di De a al 
E Pa Da Da)" 
Por abuso de lenguaje diremos que poqg o pq es el “producto” de dos 


permutaciones p y q (ver $ 15, nota 1). 
Conforme a las notaciones indicadas $ 70, escribiremos 


p=pop p=prop. 


El grupo $, no es conmutativo para n > 3; supongamos que p y q dejan 
invariantes todos los elementos de [1, 1] —(a, b, cy 


a bata Y DIO A ss Y 
Pp a=( , 


Doa: y OTI Y 
tendremos 
_fabexro.y _[faberz.y 
»=(: Daz y "Placbzxo.. y) 


(Recordemos que tanto para pog como para pg la permutación q se 
efectúa la primera.) 
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Diremos que una permutación p opera sobre una parte P de E si p deja 
invariante cada elemento de E—P. Se ve inmediatamente que si p y q Operan, 
respectivamente, sobre dos partes P y Q disjuntas: pq = qp. 


Se llama transposición una permutación £ tal que (ij) 
kxi y kxAj t(aj) = 4 
t(a) = a; t(a) = a), 
es decir, es una operación operando sobre (a; ay) y distinta de la identidad. 


De una manera más general, se llamará ciclo una permutación c tal que 
siendo p un entero natural (1 <p < n), se tenga 


(=1,2, ..., p—1) (a) = Gir 


: cla,) = a, 
G=p+1l,.., 2) cla) = a, 
se representará, pues, un tal ciclo c por 
a ( a 0 Gpr Gp Apgar An ) 
a 4 % 4 Apr An 
o más simplemente 
ca (As, %z A] 4»), 


siendo cada elemento no indicado invariante por c, cada uno de los elementos 
indicados, salvo a,, tiene por imagen por c el siguiente y a, tiene por imagen 
41 Vemos que 


e=(5 ES 2) 


A PP 


y para 1<k<p 


a A, 4 ia 

o = ( 1 Pp 'p+1 'n u 
Or+r Az Opgr ... An 
Mi rr 4, 4 - € 

e=- ( Pp “p+l =y 
dl ares Uy. Ugg <e5 Oe 


designando por u la permutación idéntica, resulta c”=u y p es el menor 
entero h>0 tal que c*=u. 


Luego el ciclo c = (a, a, ..., a,) operando sobre p elementos de un conjunto 
de n elementos es un elemento de orden p del grupo Se 


(Se verifica, pues, en este caso particular que el orden p divide el orden 
de grupo $, sea n!, puesto que 1l<p<m.) 


Un ciclo de orden p se llama también una permutación circular de orden p. 
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Una transposición es, pues, un ciclo de orden 2; la permutación idéntica u 
es un ciclo de orden 1 (es, por otra parte, el único). 

Según una observación hecha más arriba, dos ciclos c, y c, operando sobre 
dos partes disjuntas de E, son permutables. 


86. Descomposición de una permutación en producto de ciclos 


Sea p una permutación de E=[1, n]. 
Si px u, existe un elemento de E sea a, tal que p(a;) + a,; pongamos 
play) = a,, p(a,) = a, y sea i el primer índice tal que 


p(a;) € (41, 4, ..., 4). 


Veamos que p(a;) = a,; en efecto, si pla) = a, (1<i <i—1), se tendría 
pla;) = pla; _;), lo que es imposible, pues si a; y a;_,, distintos, tendrían igual 
imagen. Luego la restricción de p a (4, 4, ..., a;) es un ciclo de orden i. 

Designemos por a;,, un elemento de E—(4,, 4, ..., 4;); pondremos en 
evidencia un nuevo ciclo de orden ¡ operando sobre (4;,1, ..., 4j4;). Siendo E 
finito, al cabo de un número finito de operaciones habremos agotado E; habre- 
mos así definido una partición de E de elementos P,, P,, ..., P,, tal que la res- 
tricción de p a cada uno de los elementos de la partición sea un ciclo, el orden 
del ciclo operando sobre P, es el número de elementos de P,; de donde: 


Toda permutación de un conjunto de n elementos se puede descomponer 
en producto de ciclos cuya suma de órdenes es n, siendo permutables dos ciclos 


cualesquiera. 
ld Eo 265 4 
50614238) "S 1 652 4 


=(1, 3) (2, 6, 5) (4 =(1, 3) (2, 6, 5), 


EJEMPLO 


pues todo ciclo de orden 1 es idéntico a u (naturalmente hay que contarlo en la des- 
composición si se quiere que la suma de los órdenes de los ciclos sea igual a nm). 


Por otra parte, todo ciclo se puede descomponer en producto de trans- 
posición; en efecto, 


(41, 22 ..., 07) = (41, 47) (47, 43) ... (272, Ap 1) (4p_1, 0p). 
(ATENCIÓN: Hay que empezar por la derecha). Por ejemplo, 
12341 /f134%-2 243 1234 
Ls EP 1342 1243 
=(1 2 (4, 3) G, 4. 


Pero en este caso dos de las transposiciones (a,, 47), ..., (4p_1, 4,) en general 
no son permutables. 
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Estos dos resultados nos permiten decir: 
Toda permutación de un conjunto de n elementos es descomponible en pro- 
ducto de transposiciones. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuántas transposiciones de ciclos de orden 3, de ciclos de orden p hay en 5,,? 
2. Una permutación que es descomponible en r ciclos de órdenes respectivos 
Kp Kp ...» K, ¿en cuántas transposiciones se puede descomponer? 
3. Demostrar que el grupo simétrico 5, está engendrado por las n—1 transposi- 
ciones 
(1, 2) (, 3), 57 (n—1, n). 


Se demostrará primero que toda transposición (i, j) —con ¡<¡j— es descomponible 
en producto de transposición (k, k+1), 1<k=<n—1. 

Demostrar que al quitar una de estas transposiciones, por ejemplo, (p, p+ 1), las 
transposiciones que quedan 


(12 (2,3). (p—=1,P) (0+1,P+2) .. (1—1,m) 


operan sobre dos partes disjuntas de [1, m1] y, por consiguiente, no pueden engendrar 
Sp» es decir, que las n— 1 transposiciones dadas más arriba forman una familia gene 


ratriz minimal de S,, 
4. Se pone t=(1, 2) y c=(1, 2, ..., 1), calcular c*, a continuación cktc-* 
(1 <k<mn), deducir de lo anterior que f£ y c engendran $, 


87. Signatura de una permutación 


Sea p una permutación de [1, n]; siendo p biyectiva 
i<j= o bien p(i)<p() o bien p(i)> p() 

en el segundo caso diremos que los dos elementos p(i) y p(j) presentan una 
inversión. Designemos por I(p) el número total de inversiones presentadas dos 
a dos por los elementos de (p(1), ..., p(n)) y consideremos el producto 

v,= II (—)= 21016162]... [M—1D(1—2)...(n—(1n—1))]. 

Isi<isn 
Este producto es un entero estrictamente positivo; escribamos igualmente 
v)= [| 1r0—»01 
Isi<isn 


donde p es una biyección, cada factor de V,, se vuelve a encontrar en p(V») 
una vez y sólo una vez, salvo el signo, se ve que 


AV.) = EDO, 
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la aplicación de S, en (1, —1) definida por 
P>dp) = IO 
se llama la signatura de la permutación p. 


Si e(p) = + 1 se dice que p es una permutación par. 
Si e(p), =—1 se dice que p es una permutación impar. 


Luego 
AV.) = e p)V > 


Naturalmente e(u) = 1. Busquemos la paridad de una transposición, se la 
puede escribir (i, j) con ¿<¡ o mejor 
eE 1 A E O E A 
AL 2 0.0. ¿1 441. j1ldjtlo.n 


busquemos el número total de inversiones de £. Los elementos de [1, n] —(i, j) 
no presentan ninguna inversión dos a dos. 

p(i)=j y A) =i no presentan ninguna inversión con los elementos de 
[1, ¿—1] y de [j +1, n], pero p(i) y p() presentan una inversión y 


p(i) presenta una inversión con cada elemento de [i+1,j—1], 
p(i) presenta una inversión con cada elemento de [i+1,j—1], 


luego el número total de inversiones de una transposición es impar: 

Toda transposición es impar. 

Consideremos dos permutaciones p y q; busquemos la signatura de pog, 
tenemos 


(p09)(V,) = pLa(V1)] = dpra(V») = pr Vs 


pero 


(pog)V, = po), 


luego 


e(po q) = «(p)e(g). 


Es decir, la aplicación p > «(p) es un homomorfismo suprayectivo del grupo 
simétrico $, sobre el grupo multiplicativo (1, —1). 

Se deduce que el producto de dos permutaciones de la misma paridad es 
una permutación par y que p y p”' tienen la misma paridad; por consiguiente, 
resulta que el conjunto de las permutaciones pares es un subgrupo de S., se le 
llama el grupo alternado y se le representa por Él. 

En fin, si una transposición es impar, toda permutación par (resp. impar) 
es descomponible en producto de un número par (resp. impar) de tramspo- 
siciones. 
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EJERCICIOS 


1. Determinar las permutaciones pares y las permutaciones impares de 8,. 

2. ¿Cuál es la paridad del ciclo C= (1, 2, ..., p)? 

3. Demostrar que Él, es un subgrupo invariante de 8, (se observará que 4, es el 
núcleo del homomorfismo p-—«+(p)). Deducir que él, es de orden n!/2 (considerar 
el grupo cociente 5,/4,,). 


88. Grupo de transformaciones operando en un conjunto 


a) Se llama grupo de transformaciones de E, o grupo de permutaciones 
de E todo subgrupo G del grupo simétrico Sg. Se dice que G opera en E. 

ATENCIÓN: No se debe confundir el grupo de las permutaciones de E (Sg) 
y un grupo de permutaciones de E (G subgrupo de Sy). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. El grupo de las traslaciones, el grupo de los desplazamientos, el grupo de las 
isometrías del plano (o del espacio) son grupos de transformaciones del plano (o del 
espacio). 

2. El conjunto de las rotaciones planas (o el conjunto de las semejanzas planas) 
de centro O fijo es un grupo de transformaciones del plano, 

3. Siendo G un grupo de transformaciones de E, el conjunto H de las aplicaciones 
de G dejando invariante un elemento a (o una parte A) de E es un subgrupo de G. 

4. El grupo G” de los automorfismos interiores de un grupo G (ver $ 77, ej. 4) 
es un grupo de transformaciones de G. 


b) Sea G' un grupo cualquiera y y un isomorfismo de G' sobre un grupo G 
de transformaciones de un conjunto E, se dice que el grupo G es una reali- 
zación del grupo G' como grupo de transformaciones de E. 


Consideremos un grupo cualquiera G y el conjunto de las traslaciones por 
la izquierda T'; consideremos la aplicación q de G sobre T' definida por 


a p(a) = Ya 
q es suprayectiva, es inyectiva, pues, 
Ya = Y PS (VxEeG) ar=dxrsoa=4, 


pues en un grupo todo elemento es regular. 
Por otra parte, 


(VvxeG) (roy) ()= ral ro()] = yalba) = a(bx) = (ab)x = yasta), 
luego para todo par (a, b) 


Yab = Ya O Yb- 


Luego y es un isomorfismo del grupo G y de T provisto de la composición 
de aplicaciones; Y es, pues, un grupo, podemos entonces decir: 


$ vi] GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 179 


Todo grupo G puede ser realizado como grupo de transformaciones de 
sí mismo. 


OBSERVACION 


Para esta demostración se hubiera podido utilizar el grupo A de las traslaciones 
por la derecha, pero en este caso A es isomorfo a G,, conjunto G provisto de la ley 
(a, b) ba (ley opuesta a la ley de G, ver $ 44); se demostrará a título de ejercicio 
que G, es un grupo isomorfo a G (se le llama grupo opuesto a G). 


89. Transitividad e intransitividad 


a) Un grupo G de transformaciones de E es transitivo si, cualesquiera 
que sean los dos elementos a y b de E, existe una permutación f de G tal que 
b=f(a); en el caso contrario el grupo se llama intransitivo. 

Cuando G es transitivo se dice que opera transitivamente en E, el conjunto 
E provisto de G se llama entonces espacio homogéneo. 


EJEMPLOS 


1. El grupo de traslación del plano (o del espacio) es transitivo; luego el plano 
(o el espacio) provisto del grupo de las traslaciones es un espacio homogéneo. 
2. El grupo de las rotaciones del plano de centro fijo O es intransitivo. 


b) Dado un grupo de transformaciones operando en E, consideremos la 
relación siguiente definida en E 


Ta, b)=>(feG) b=fa) 


es una relación de equivalencia: 
—I es reflexiva 
(vaeE) (QueG) u(a) = a. 
—I es simétrica 


[GfeG) b=f(4]=>[Gf"€G) a=f-(b)]. 
—I es transitiva 


3feG  b=f) 
>[GgofeG) c=(g0f(a)]. 
1g8€G c= g(b) 


La relación 1 es, pues, una relación de equivalencia definida sobre E, sus 
clases se llaman las clases de intransitividad del grupo G; la clase á de a no 
es otra cosa que la parte de E descrita por f(a); cuando f describe G, se dice 
entonces que esta clase es la órbita de a para el grupo G. 

Se ve que G es transitivo si y sólo si todos los elementos de E son equi- 
valentes módulo 1, es decir, si la relación 1 es la equivalencia absoluta. 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Encontrar las clases de intransitividad para los conjuntos E provistos de los 
grupos de transformaciones G siguientes: 


a) E plano (o espacio) G: Translaciones paralelas a una dirección de recta. 


b) E plano G: Rotaciones de centro O. 
E plano G: Rotaciones de centro O, de ángulo k21/n (n>0, k en- 
tero cualquiera). 
c) E espacio G: Rotaciones de eje fijo A. 
E espacio G: Rotaciones de eje pasando por O fijo. 


2. Sea G un grupo y G” el grupo de los automorfismos interiores de G ($ 77, a) 
y ej. 4); la relación x y x' son conjugadas en G ($ 77, ej. 7) no es otra que la equi- 
valencia «existe f de G” tal que x= f(x)». 
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Ejercicios 


60. 


61, 


62. 


66*. 


Para cada uno de los subconjuntos siguientes X del plano o del espacio: 


a) triángulo equilátero b) cuadrado 

€) rectángulo no cuadrado d) tetraedro regular 

e) tres semirrectas Ox, Oy, Oz ortogonales dos a dos 

f) tres ejes x"Ox, y'Oy, "Oz ortogonales dos a dos 

8) tres rectas, pasando por O ortogonales dos a dos 

determinar el conjunto 1 de las isometrías y el conjunto D de los desplazamientos 
($ 70, ej. 6) para los que X es invariante. 

En cada caso demostrar que para la composición de aplicaciones 1 es un grupo y D 
uno de los subgrupos. 


Determinar en cada caso los subgrupos de 1 y los subgrupos de D. (Se podrá escribir 
ab en lugar de aob para simplificar la escritura). 


Se considera el conjunto de las biyecciones siguientes, operando en la recta proyec- 
tiva real R (obtenida adjuntando a R un punto al infinito co = 1/0) o en el plano 
analítico E (obtenido añadiendo a C un punto al infinito eo = 1/0, ver capítulo 6, 
$ 124) 

x>x x>1l/x xx —x x>o—1/x. 


Demostrar que para la composición de aplicaciones este conjunto es un grupo iso- 
morfo al grupo de las isometrías de un rectángulo (ej. 60). 


Se considera las biyecciones siguientes operando en la recta proyectiva o el plano 
analítico (ej. 61) 
xx xmeol/x x>ol—=x x>1/(1—x), 
x>(x—1)/x, x—x/(x—1). 

Demostrar que este conjunto es un grupo para la composición de las aplicaciones. 
Comparar este grupo al grupo de las isometrías del triángulo (ej. 60) y al grupo $, 
de las permutaciones de un conjunto de tres elementos. Determinar todos sus sub- 
grupos. 


Buscar todos los grupos de n elementos para n=5 o 6 (utilizar el mismo método 
que en el ejercicio del $ 71). Ver igualmente el ejercicio 81. 


Demostrar que.un grupo en el que para todo x, x?= e, es conmutativo. 


. Demostrar que los axiomas de un grupo son equivalentes a los axiomas siguientes: 


G,) la ley es asociativa; G%) existe un elemento neutro por la izquierda (resp. por 
la derecha): G%) todo elemento tiene un inverso por la izquierda (resp. por la 
derecha) (V. ej. 52, capítulo 3). 


Demostrar que todo conjunto E provisto de una ley asociativa tal que para todo 
a de E las traslaciones por la izquierda y por la derecha y, y 3, sean suprayectivas 
es un grupo (V. ej. 47, capítulo 3). 


67*. 


69, 


70. 


71. 


72%. 
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A y B son dos subgrupos de un grupo G, se considera el subgrupo S engendrado 
por AUB. 

a) Demostrar que todo elemento de S se obtiene como producto de una sucesión 
finita de elementos pertenecientes alternativamente a A y B. 

b) Demostrar que S= AB si y sólo si AB= BA. ¿Qué sucede si A o B es un 
subgrupo invariante? 

€) Deducir de lo anterior que el conjunto de los subgrupos de G ordenado por 
inclusión es un retículo (capítulo 1, ej. 24). La misma pregunta para el conjunto 
de los subgrupos invariantes de G (precisar entonces el sup y el inf para cada 
pareja de subgrupos invariantes). 


Sea G un grupo no conmutativo de centro C y G”, el conjunto de los automorfis- 
mos inferiores f, de G (f(x) = axa-!). 

a) Demostrar que G” es un grupo para la composición de las aplicaciones. 

b) Demostrar que a» f, define un homomorfismo de G sobre G”. 

<) Demostrar que G” es isomorfo a G/C (ver 8 77, ej. 4, y $ 76, ej. 2). 


Sea A una parte no vacía de un grupo G, se llama normalizador de A en G el con- 
junto N(A) descrito por los x de G tales que xA = Ax, y centralizador de A en G, 
el conjunto C(A) descrito por los x de G tales que para todo a de A, xa= ax. 


Demostrar que N(A) es un subgrupo de G y C(A) es subgrupo invariante de N(A). 
¿Cuál es el centralizador de G? 


Sea f un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo G” y H” un subgrupo inva- 
riante de G”, 

Demostrar que H =f-1H') es un subgrupo invariante de G y que q (resp. q”) 
al ser el homomorfismo canónico de G (resp. G”) sobre G/H (resp. G”/H”), existe 
un isomorfismo ¡ de G/H sobre G'/H” tal que p"of=i¡0Q. 

b) Se supone que K es un subgrupo invariante de G tal que f(K) CH”, siendo y 
el homomorfismo canónico de G sobre G/K y W” de G” sobre G'/H'”, demostrar que 
existe un homomorfismo de h de G/K sobre G'/H” tal que p'of=hoy. 


Se considera un grupo G de orden 2n. 

a) Demostrar que todo subgrupo H de G de orden n es invariante. 

b) Si existe en G dos subgrupos de orden n, H, y H, tales que H, N H,=(e), 
n es igual a 2 y G tiene una estructura determinada, dar su tabla. ¿Cuántos subgrupos 
de orden 2 posee G? 


a) Sea G, y G, dos grupos, de elementos neutros respectivos e, y e, y G¡= G, X (e), 
se sabe ($ 80, b) que Gf es un subgrupo invariante del grupo G, Xx G,; demostrar 
que G, X G, es isomorfo al grupo producto Gí x [(G, x G,)/G;]. 

b) Dado un grupo G y H un subgrupo invariante de G demostrar que para que 
G sea isomorío a H X (G/H), hace falta que G/H sea isomorfo a un grupo inva- 
riante de G: ¿sucede así para el grupo aditivo Z y uno de sus subgrupos propios? 
e) Con las mismas notaciones que en b) demostrar que G es isomorfo a H X (G/H) 
si y sólo si existe un homomorfismo de G sobre H cuya restricción a H sea la 
identidad. 
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77%. 


78. 


Se considera el grupo K=([e, a, b, c) definido por a2=b?=«42=e, bc=a, 
ca =b, ab =c (grupo de Klein). 

a) Designando, respectivamente, por Sx, Sy, Sz las simetrías con relación a los 
tres ejes de un triedro trirrectángulo, demostrar que el grupo engendrado por esas 
simetrías es isomorfo a K. 

b) Demostrar que K es isomorfo al grupo aditivo (Z/2Z) x (Z/2Z). 

€) Encontrar todos los endomorfismos y automorfismos de K. Demostrar que el grupo 
de los automorfismos de K es isomorfo a 8. 


Consideremos el grupo aditivo G = Z/nZ. 

a) Demostrar que un endomorfismo f de G está determinado por el valor f(1). ¿Cuán- 
tos endomorfismos de G existen? 

b) Determinar todos los automorfismos de G. Demostrar que hay q(1), donde p(n) es 
el número de los enteros p primos con n tales que 1<p=<n. 


Tenemos dos grupos G, y G, de elementos neutros respectivos e, y ez, se considera un 
endomorfismo (, de G, y un endomorfismo de q, de G,. 

a) Demostrar que la aplicación f del grupo G,X G, en sí mismo definida por 
Hxy x) = [oy(x), oXx)] es un endomorfismo de G, Xx G,. 

b) Sea g un endomorfismo del grupo G, X G,; ¿en qué condición g es un endo- 
morfismo del tipo estudiado en Ja pregunta a)? (se introducirá G=G,x (e,) 
y G;= te, yx G, y se estudiará la estabilidad eventual de Gí y 6; por 8). Estudiar 
el caso en que G, = G,=Z/2Z (ver ej. 73). 


Sea G el grupo engendrado por a y b tales que a* = e, b?= e, ab = ba3; demostrar que 
ab = ba? y ab = ba; deducir de ello que G está descrito por los ocho elementos e, a, 
e?, a3, ab, ba, a?b, b, Formar su tabla. Determinar los subgrupos de G. 


Sea G el grupo de las isometrías de un polígono regular de n vértices de centro O (V. 
ej. 60). Se designa por la rotación de centro O y de ángulo 21/n y por s la simetría 
con relación al radio que une el centro con un vértice determinado Ay. (Se escribirá 
fe en lugar de fog, ver $ 82, ej. 2). 

a) Demostrar que (e identidad) r! =s*=e, rsr= 
b) Construir las tablas en el caso n= 2 (el polígono regular es un segmento ! se 
encuentra de nuevo el grupo de Klein, ej. 73); n= 3 (ver ej. 62); n= 4 (ver ej. 76). 
<) En el. caso general se demostrará que para todo entero racional z, rís = sr-1, 
después que todo elemento del grupo puede escribirse en la forma rt. r (x e y 
enteros naturales tales que 0O<x<n—1, 0<y<1). De lo anterior deducir que 
r y s engendran G y que G es de orden 2n; se le llama grupo diedral y se le designa 
por Da, 

d) Demostrar que D,, es isomorfo al grupo que describe el conjunto 


(Z/nZ) x (Z/2Z) 


provisto de una ley de composición interna que se determinará. 


Se considera el grupo G engendrado por a y b verificando at=bt=e, a? =b?, 
aba=b (ax b) (llamado grupo cuaterniónico). 

a) Demostrar que este grupo G es de orden 8, formar su tabla. Demostrar que no 
es isomorfo a D, (ej. 77). 


79. 


81 


82%. 


83* 


GRUPOS [Cap. 4 


b) Demostrar que todo subgrupo de G es distinguido y que la intersección de dos 
subgrupos distinguidos de G es distinto de (e). 


p es un número primo, se designa por M el conjunto Z/pz—(0) provisto de la 
multiplicación de los enteros módulos p y por A al grupo aditivo Z/(p— DZ. 

a) Demostrar que M es un grupo abeliano. 

b) Se supone p =11; demostrar que 2 engendra M, luego que M es un grupo cíclico 
de 10 elementos. 

Determinar todos los enteros módulos 11 que engendran M. 


€) Demostrar, siempre para p= 11, que A y M son isomorfos. (El resultado es ge- 
neral, ver capítulo 11, ej. 351, £).) 


Sea G un grupo conmutativo. 

a) Sia es de orden p y b de orden q, p y q primos entre sí, demostrar que c = ab 
es de orden pq (siendo A el subgrupo engendrado por a y B el subgrupo engendrado 
por b, se mostrará que ANB = (e)). 

b) Si a, es de orden p, (1 <i<m), los m enteros naturales, siendo p, primos 
entre sí dos a dos, demostrar que 4, 4), ..., 4, es de Orden Pj Pp +.» Poy 


Buscar nuevamente los grupos G de orden n (2< n < 7) utilizando el hecho de que 
el orden de un elemento y el orden de-un subgrupo son divisores de n (88 74 y 83); 
observar también que para n primo, G es cíclico ($ 83, ej. 6). 


Sea G un grupo conmutativo finito de orden p”, p es un número primo. 

a) Demostrar que todo elemento es de orden p” (0<m< mn) y que hay elementos 
de orden p (utilizar el teorema final del $ 74, b; seguidamente siendo a de orden 
p" =r, m> 1, considerar el elemento a/»), 

b) Demostrar que todo subgrupo es de orden p” (0<m< mn) y que para todo m 
existe al menos un subgrupo de orden p” (El resultado “es trivial para n = 1, razonar 
por recurrencia considerando el subgrupo A engendrado por un elemento a de orden 
p y el grupo cociente G/A que es de orden p"-1 si G es de orden p" ($ 76, ej. 5); 
sea, hipótesis de recurrencia, H” un subgrupo de orden m—1 (0<m—1< 1) 
de G/A, considerar la imagen recíproca H de H'” en el homomorfismo canónico 
G'>G/A.) 


Sea G un grupo conmutativo finito de un número finito de elementos. Sea 
m= pi. PE 
la descomposición de m en factores primos, Se pone en todo lo que sigue 
9=Pp, m,=m/g, o A 
y se designa por G, el conjunto de los elementos x de G tales que x% =e, donde 
e designa el elemento neutro de G. 
a) Demostrar que G, es un subgrupo de G. 


b) Demostrar que existen enteros u,, ..., 4 tales que um, +... + um, = 1. 


e) Para todo x de G se pone x, =x'mi (¡=1, ..., k), en donde u, nos los da la 
pregunta b). Demostrar que x, pertenece a G; y que x=Xp, 0... Xp 
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d) Se considera la aplicación del grupo producto G, X ... Xx G¿ en G definida por 
(Xp 0. Xp) > Xp.» M5 demostrar que esta aplicación es un isomorfismo de grupos. 
e) Demostrar que G, es de orden q, (para ¡=1, ..., k). 
f) Desarrollar los resultados precedentes en el caso en que G es el grupo aditivo 
Z/mZ de los enteros módulo m. 

(Examen MGP, París 1960). 


(para b) ver $ 100, teorema 5'; para e) utilizar el hecho que para todo x de G, 
x"=e; para d) se demostrará primero que la aplicación es un homomorfismo su- 
prayectivo, se demostrará seguidamente que es inyectivo buscando su núcleo; para e) 
se demostrará que el orden de x, es una potencia de p,, se considerará seguidamente 
el grupo G¡/X;, X; engendrado por un elemento x, de G, —V. ej. 80 b)— y se demos- 
trará por recurrencia que el orden de G, es una potencia de pj). 


Se considera el diagrama conmutativo siguiente ($ 15) 


en donde f y q son dos biyecciones de E; demostrar que f=—f” es un automorfismo 
interior de Sp. Se dice que la biyección /” es transmutada de | por q: f y f' son 
conjugadas en el grupo S¿ ($ 89, ej. 2). 

a) En el grupo de desplazamientos del plano, ¿cuál es la transformada de f por un 
desplazamiento q en los casos siguientes: 1. f es una traslación; 2. f es una rotación? 


b) En el grupo de las isometrías del plano, ¿cuál es la transformada de una simetría 
axial de eje D por una rotación cuyo centro está sobre D? 


e) En el grupo, que opera en el plano analítico C (ej. 61), engendrado por las 
inversiones, demostrar que la transformación de una inversión por una inversión es 
también una inversión. 


Descomponer la permutación p= S E Fl S a A E a 6) en producto de ciclos. 


¿Cuál es el orden de p en Sy? calcular pl, 


Para n>3 se designa por Elf el subgrupo de 8, engendrado por los n—2 ciclos 
(1 2 3), (124), ..., (12m). 

a) Demostrar que €l/ es un subgrupo de S,,. 

b) Demostrar que (1 2) (ij) e (i ) (1 2) (i y ¡ distintos) pertenecen a Af. 
€) Demostrar que él”, = él, (observar que toda permutación de él, puede escribirse 


P=k bio leas a oo dto do gs o odos 


con fy= (1, 2) y utilizar b). 
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Se dice que un grupo G es simple si no posee otro subgrupo invariante que (e) y G. 
Se propone demostrar que para n>4 el grupo alternado dl, es simple, Sea H un 
subgrupo invariante de Él, distinto de (e). 


a) Demostrar que todos los ciclos de orden 3 son conjugados en S, ($ 89, ej. 2). 
Deducir de lo anterior que si H contiene un ciclo de orden 3, H= 4,,. 


b) Demostrar que si H contiene un ciclo de orden estrictamente superior a 3 con- 
tiene también un ciclo de orden 3; sea 


P =(4;, dy, dy, Ay, ..., 4/)EH,  q=(a, a, a)eS, 
p”! y q-lpg pertenecen a H, luego también p-!g-!pg; pero esta última permutación 
es un ciclo de orden 3. 
<) Demostrar, en fin, que es imposible que H sólo contenga productos (en número 
par) de transposiciones. 


d) Deducir de a), b), e) que H = 4, 


Tenemos un grupo abeliano G representado aditivamente, se dice que una relación 
de orden es compatible con la adición en G si para todo x de G 


a<b=>a+x<b+x, 


se dice entonces que G es un grupo ordenado. 

a) Demostrar que toda relación de orden compatible con la adición en G es de la 
forma b—aeP, P es el conjunto de los elementos superiores al elemento neutro 0. 
Demostrar que 


(1) P+PCP, PN(—P)=(0). 


b) Recíprocamente, demostrar que si P es una parte de G verificando las dos rela- 
ciones (1), la relación b—aeP es una relación de orden compatible con la adición 
en G. 

Demostrar que el orden es total si y sólo si G = PU(—P). 


<) En el grupo aditivo R?, demostrar que se puede tomar como parte P los puntos 
de un ángulo saliente cuyo vértice es O (comprendidos sus lados). ¿A qué parte P 
de R? corresponden los órdenes definidos sobre R? en el $ 24? 

d) Tomemos de nuevo todo este ejercicio con notación multiplicativa (G siempre 
abeliano). Demostrar que en el grupo Qt se puede tomar para P verificando 1e€P, 
PPcP y PN(P-)=(1) el conjunto N*; explicar la relación ba-1eN*; ¿el orden 
obtenido es total? 


Se dice que un grupo abeliano ordenado (representado aditivamente) es arquimediano 
si, cualesquiera que sean a>0 y b>0, existe n de N tales que na>b. Z es uno 
de tales grupos ($ 60). 

Demostrar que el grupo aditivo R? totalmente ordenado por (a, a') < (b, b”) si y 
solamente si a<b o (a=b y a' < b”), no es arquimediano (si a?>0 y b>0 para 
todo n: n(0, a) <(b, b”)). 


5 
ANILLOS Y CUERPOS 


l. Anillos. Primeras propiedades. 
ll. Ideales. Homomorfismos de anillos. 
II. Divisibilidad en un anillo. Estudio particular de Z. 
IV, Cuerpos. Cuerpo Q de los racionales. 
V. Anillos y cuerpos ordenados. Nociones sobre el cuerpo R. 


Il, Anillos. Primeras propiedades 


90. Estructura de anillo. Ejemplos 


DerinIciÓN. — Un conjunto A provisto de una adición y de una multiplicación posee 
una estructura de anillo para estas operaciones si: 

—A posee una estructura de grupo conmutativo para la adición. 

— La multiplicación es asociativa. 

—La multiplicación es distributiva por la izquierda y por la derecha con respecto 
a la suma. 


Se dice también que A es un anillo para la adición y la multiplicación con- 
sideradas, o simplemente que A es un anillo si no da lugar a confusión. 

Los axiomas de la estructura de anillo son, pues, distinguiendo los axiomas 
relativos a cada operación, y los axiomas de “compatibilidad” entre las dos 
operaciones (ver $ 68), 


A, (va, b, ce A) (a+ b+c=a+(b+0 
A, GecA)(VacA) a+e=e+a=a 


A, (VvacAJGaeA) a+a=a +a=g a=—a 
A, (va, beA) a+b=b+a 
As (Va, b,ceA) (ab)c = a(bc) 


As (va, b,ceA) a(b + c) =ab + ac 
A, (Va, b, ce A) (b + Ja = ba + ca. 
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b) Si la multiplicación es conmutativa, se dice que el anillo es abeliano 
o conmutativo. 

En un anillo no necesariamente conmutativo se dice que dos elementos 
particulares a, b son permutables si ab = ba. 

Se llama elemento central del anillo A, un elemento que permuta con todo 
elemento del anillo; el conjunto de los elementos centrales es el centro del 
anillo. 

Si la multiplicación tiene un elemento neutro e se dice que el anillo es 
unitario. 

e (elemento neutro de la adición) se llama el elemento cero o también 
el cero del anillo, e (elemento neutro de la multiplicación, si existe) se llama 
elemento unidad, o la unidad del anillo. 

Si no es fácil que surja alguna confusión, se les puede representar, respec- 
tivamente, por O y 1; pero en ciertos casos la notación 1 en lugar de e puede 
ser incorrecta (ver $ 97). 

Siendo A un anillo unitario, si dado a de A existe a” de A tal que 
ad =a'a=e, se dice que a es inversible en A, o que a es un elemento 
inversible“9% del anillo. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Z y Z/nZ son anillos conmutativos unitarios. ¿Cuáles son los elementos inversi- 


_— 
bles de Z? Demostrar que en el segundo anillo n—1 es inversible. 

2. El conjunto de los polinomios en x (por ejemplo, de coeficientes reales), provisto 
de la adición y de la multiplicación de los polinomios, es un anillo conmutativo unitario. 

3. Demostrar que un anillo contiene al menos un elemento e y que existe un solo 
anillo con único elemento. Se le llama el anillo cero (se tiene e +e=€, e? =€) o anillo 
nulo. 

4. El conjunto S(R, R) de las aplicaciones de R en R provisto de las leyes 


WHao=>s=f+g (VxeR) sx) =/(x) + £(x) 
4D —.=f (WxeR)  p(x) =/(08(x) 


es un anillo conmutativo unitario; determinar el elemento cero y el elemento unidad 
de este anillo. (No confundir p=fg y c=f08.) 

5. De una manera más general, demostrar que el conjunto $(E, A) de las aplicacio- 
nes de un conjunto cualquiera E en un anillo A, provisto de las dos operaciones f + g 
y fe definidas como hemos hecho anteriormente (ej. 4), es un anillo. (Generalización 
de las consideraciones del $ 54.) En particular F(A, A) tiene una estructura de anillo. 


91. Reglas de cálculo sobre un anillo. Anillo de integridad. Anillo unitario 


a) La multiplicación es distributiva en relación a la resta; en efecto, 
cualesquiera que sean a, b, c 
a(c—b) + ab = a[(c— b) + b] = ac 
(c—bja + ba = [(c—b) + bla = ca 


(16) Algunos autores llaman «unidades» a estos elementos inversibles, nosotros no lo haremos 
para evitar confusiones con «el elemento unidad». 
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de donde 
(1) a(c—b) = ac—ab 
(15 (c— bja = ca — ba. 
En (1) y (1) b=cC da para todo a 
Q) de =d=eE. 


Por otro lado, como en todo grupo representado aditivamente (ver $ 66 
y tabla del $ 70) se puede definir na para todo n de Z y todo a de A, en 
particular 0a = e, que comparada con la fórmula (2) se ve que en general 
no hay ningún inconveniente en utilizar el símbolo 0 a la vez para el cero 
de Z y para el cero de A, lo que haremos en adelante. Pondremos 
A*=A—(0). 

En (1) y (1) c=0 da cualesquiera que sean a y b 


a—b)=—(ab)  (—bya (ba) 


de donde 
Ed») =—a— b) =— [—(ab)] = ab 


y para n estrictamente positivo 


n par Edy=a 
n impar La" =-—ar, 
b) La recíproca de propiedad traducida por (2) 40 =0a=0, es decir, 


“ab =0 implica a=0 o b=0”, es verdadera o falsa según el anillo consi- 
derado: es verdadera en Z ($ 62), es falsa en Z/6Z (8 18, ej. 3, y $ 53, ej. 1), 


pues 2.3=3.4=0. De lo anterior se deducen las siguientes definiciones: 


DerinicióN. — Cuando en un anillo existen elementos a, b tales que 
ax0 bx0 ab=0 


se dice que a y b son verdaderos divisores de cero o simplemente divisores de cero. 
Se llama anillo de integridad o anillo íntegro un anillo conmutativo, no reducido 
a cero y desprovisto de divisores de cero. 


Cc) Se llama elemento nilpotente todo elemento a tal que existe un entero 
natural no nulo verificando 


ar=0 
se ve que todo a nilpotente no nulo es un divisor de cero. 


d) Como lo hemos visto anteriormente, para todo n de Z y todo a de A 
se puede definir na, pero en general n no pertenece a A. Sin embargo, si el 
anillo A es unitario, se puede escribir este elemento na bajo la forma de un 
producto de dos elementos de A. Sea e el elemento unidad, las reglas de 


190 ANILLOS Y CUERPOS [Cap. 5 


cálculo en un anillo y la convención 0 = muestran que 


n>0 nm=a+a+..+a=ea+e0+... + ea= (neja 
n=0 0=0= (0e)a 
n<0 n= -YCIY=Taleo = ao] = [208 ]a= (neja 


se mostraría igualmente na = a(ne), luego para todo n de Z y todo a de A 


na = (neja = a(ne) 


na es, pues, el producto de dos elementos ne y a del anillo (que son per- 
mutables). 


e) Consideremos las dos sumas A = Na, B =Y» con I=[l, p], 
iel ¡el 
J=[1, q] y su producto AB. Las reglas de cálculos anteriores nos permiten 
escribir 
AB=(4+..+a+. +a)(0)+..+Db+..+D) 
=(ab, +... +aby+...+ab)+... + (04h, +... +ab, +... + ab) 


Ho +(ahb +... +0b;+... +4)b5) 3% ) 


ie 


=(ab,+..+abi+..+ab)+..+ (by+...+ab¡ +... + apb;) 
Ho + (by +. +aby+...+apb) 2 ) 


jeJNiel 


=4ab,+..+4b¡+.. +0bp= » ab; 
GerxJ 
luego 


E IR 
ie jej ielX jej ¡eJliel (i,elxJ 
se puede, pues, escribir suprimiendo los paréntesis 
AB= > > ab, 9) > ab; 
¡el jeJ ¡el íel 


el resultado está puesto bajo la forma de un “sigma doble”. Observemos que 
si I=J los índices de las a y las b describen 1 independientemente uno del 
otro y deben, pues, representarse por letras distintas. Así la notación 


a0=(29)(2*) 


es correcta, pero insegura, pues 


aA= » aby « Dab,= Y ab; 


(-DEIXI ¡el GDEA 
en donde A representa la diagonal de IX L 
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Todo esto puede extenderse al producto de n sumas finitas 


ñek incl in€ la 
k, que es un índice y no un exponente, indica el número de la suma que 


pertenece af, i, describe el conjunto finito I,. Tendremos 


P=A... As... A. => _ bo PONS 
el ek 2 
= al, 


Gh or dy 0 ME A. XT 


hemos descrito un “sigma n-étuple”. Naturalmente si l,=...= 
observación anterior es aún válida. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Demostrar que los divisores de cero de un anillo A no son regulares para la 
multiplicación. Los elementos inversibles de un anillo no son jamás divisores de cero. 

2. ¿En qué condición el anillo Z/nZ es íntegro? 

3. Demostrar que el anillo definido en el ejercicio 4, párrafo precedente, no es 


íntegro. 
4. Demostrar que si A, diferente del anillo cero ($ 90, ej. 3) es unitario, el elemento 
unidad e es diferente de cero. 


92. Anillo conmutatiyo. Fórmula del binomio 


Las reglas de cálculo clásicas en Z, Q o R no son siempre válidas en un 
anillo cualquiera; por ejemplo, si, en un anillo no conmutativo, a y b no son 
permutables, se tiene 


(a+ b?=(a + b)(a + b) =a + ab + ba +? 2 a 4 2ab + b? 
(a + b)(a—b) = A —ab + ba—b? « a—b, 
a) Si el anillo es conmutativo las fórmulas clásicas relativas a (a + DY, 


(a+bY, ..., (a+b)(a—b) son aún válidas. De una manera más general 
calcularemos (a + b)" en un anillo conmutativo para n entero positivo 


(a + b)" = (a + b) (a + b)... (a + b) (n factores) 
= Par + pad + + Yao mbr. + yb" 


Pr Y 0. Y, +.» Y que son enteros naturales no nulos y verifican visible- 
mente 
Yv=Y1= (hay un solo término a” y un solo término b") 
n=” ((a + b)" =(b + a)". 
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Por otra parte, la relación (para n > 1) 
(a + by = (a + by"-(a + b) 
permite que escribamos para l<m<m 
A 

Luego si formamos el cuadro de los coeficientes y)! las leyes de formación 

son las mismas que las del cuadro de los Cy: (ver $ 41, b), luego 
n! _nan—1)...(n—m+1) 

mi(a—m) mi 


Y = Cr = a) = 


(a + BJ = Char + Clar-lb +... + Crarmbr +... + Chbr 


m=0 


esta fórmula se llama “fórmula del binomio”, de donde el nombre de coefi- 
cientes binomiales dados a los enteros naturales Cp. 
OBSERVACION 


Naturalmente, la fórmula del binomio es aún válida en un anillo no conmutativo 
si a y b son permutables y más generalmente en un conjunto E provisto de una adición 
(asociativa y conmutativa) y de una multiplicación asociativa, para la cual a y b son 
permutables, y distributiva con relación a la suma. 

b) Se puede generalizar la fórmula del binomio. En todo anillo conmu- 
tativo se demuestra que (ver ej. 1) 

nl 
y ad”... (am) 


rat tar = > 


la suma del segundo miembro se extiende a todas las sucesiones Pr, P» ..., Pm 
m 
de enteros naturales tales que 2 Pp=n. 
i=1 
En particular, 


ata+t.+al= Y 0y+2 D) 39 


l<ism Isi<ism 
(,+0+4 +... + 4n) = > (a) +3) (ara +6) aaa 
lsism imi 


en el último y i, j, k son tres elementos de [1, m] dos a dos distintos. 
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EJERCICIOS 

1. Demostrar la fórmula que da la potencia n-ésima de una suma utilizando el 
ejercicio 36 (fin del capítulo 2). 

2. Dada una progresión aritmética 


Ay 44=0, +T, ... 00, +f, ... 0,=0, ¡+F 


se pone 
S, = (a)? + (a)? +... + (a,)r. 
Desarrollar para 2<i<n (a, + r)"+! mediante la fórmula del binomio. Sumando 


las igualdades obtenidas, encontrar una relación entre S¿=n, S,, ..., Sp 
Aplicar los cálculos precedentes al caso a, =r=1 y demostrar que 


ní(n +1 
Sd dde En 
n(n + 1) (2n + 1 
S=24+2+... a 
nn +19 
sorpag UE sp, 
k=1.000 
3. Calcular > kk + 1) (4 4). 
k=1 
man 
4. Determinar la fórmula (ver ej. 6, $ 41) > = 2" desarrollando (1 + 1)". Se 
m=0 


designa por P la suma de los coeficientes binomiales en los que m es par y por 1 la 
suma de estos coeficientes en los que m es impar. Demostrar que P =1I= 2-1, 

5. De la relación (a + b)"+2 = (a + b)r(a + b)2 deducir una relación entre los coefi- 
cientes binomiales igualando en los dos miembros los coeficientes de a"br+a-n 
(0<n<p+g). 

6. Calcular 

(0% +... + (CM +... + (Cn? 
01 +20 +... + mCm 4... + 10h, 
0 + (/YO! +... + (1/m + 1)C7 +... + (1/n + 1)Cr. 


93, Subanillos 


DerinicióN. —Se llama subanillo de un anillo A toda parte no vacía B de A estable 
para las leyes de A y tal que la estructura inducida sobre B por estas leyes sea una 
estructura de anillo. 


Un subanillo B de A es, pues, un subgrupo del grupo aditivo A y una 
parte estable de A para la multiplicación. Recíprocamente una parte B de A 
verificando estas dos condiciones es un subanillo de A. En efecto, la multipli- 
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cación inducida sobre la parte estable B de A es asociativa y distributiva por 
la izquierda y por la derecha con relación a la suma. De donde, utilizando el 
teorema del $ 72, c: 


TEOREMA. — Para que una parte no vacía B de un anillo A sea un subanillo de A 
es necesario y suficiente que 


(aeB y beB)>(a—beB y abeB). 


Si A es conmutativo o íntegro, lo es también el subanillo B; pero A puede 
ser unitario sin que B lo sea, como lo muestra el resultado siguiente: 


TEOREMA. — Los subanillos del anillo Z son los conjuntos nZ (n entero racional 
cualquiera). 


En efecto, los subgrupos del grupo Z son los conjuntos nZ, que son visible- 
mente estables para la multiplicación; constatamos que para n > 2 estos sub- 
anillos no son unitarios, aunque Z lo sea. 

Finalmente, como para los subgrupos (ver $ 73), se demostrará fácilmente 
que toda intersección de subanillos de A es un subanillo de A: se podrá, 
pues, definir el menor subanillo conteniendo una parte no vacía X de A: 
es la intersección de todos los subanillos de A conteniendo X, se le llama el 
subanillo engendrado por X. 


EJERCICIOS 


1. Determinar los subanillos de Z/6Z, Z/nZ. 

2. Demostrar que el conjunto de las aplicaciones reales de variable real nulas para 
xy describen un subanillo de S(R, R) definido en el ejercicio 4 del $ 90. 

3. Demostrar que el centro C de un anillo A es un subanillo de A, 

4. Demostrar que el conjunto de los elementos de un anillo A que permutan con 
un elemento a de A —o con cada elemento de una parte X de A— es un subanillo de A. 

5. Demostrar que Z es un subanillo de Q considerado como anillo, 


Il. Ideales. Homomorfismos de anillos 


94. Noción de ideal. Ejemplos 


a) Una relación de equivalencia R será compatible con la estructura de 
un anillo A si y sólo si para todo x de A es 


(1) a=b (mod R)>a+x=b+x (mod R) 
(2) a=b (mod R)> xa=xb (mod R) 
(25) a=b (mod R)> ar=bx (mod R). 


Los resultados del $ 75 demuestran que una relación R que verifique (1) 
es de la forma a—be€B, siendo B un subgrupo del grupo aditivo A. Para 
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una tal relación las condiciones (2) y (2) se escriben xr(a—b)eB y 
(a—b)xeB; ahora bien, si B es un subgrupo cualquiera no existe razón 
alguna para que x(a—b) y (a—b)x pertenezcan a B para todo x de A. Nos 
vemos así conducidos a distinguir subgrupos particulares del grupo aditivo A. 


DeriNIciÓN. —Se llama ideal por la izquierda (resp. por la derecha) de un anillo A, 
todo subgrupo 1, (resp. 1,) del grupo aditivo A, estable para la multiplicación por la 
izquierda (resp. por la derecha) por un elemento cualquiera del anillo. 

Todo ideal que es a la vez ideal por la derecha e ideal por la izquierda de A se 
llama ideal bilateral de A. 


Es decir, 
(va, bel, a—bel,; (va, bel) a—bel, 
(Vael,) (Vxe A) xa €l,; (Vaelj)(vxeA) ax € ly 


Naturalmente, en un anillo conmutativo A, estas tres nociones: ideal por 
la izquierda, ideal por la derecha e ideal bilateral coinciden, se dice que 1 es 
un ideal del anillo conmutativo A. Observamos que un ideal de A es un sub- 
anillo de A. 


EJEMPLOS 


1. Siendo A un anillo cualquiera (0) y A son ideales bilaterales de A; un ideal 
distinto de (0) y A se llama ideal propio de A. 

2. Busquemos los ideales del anillo Z, hay que buscarlos entre los subgrupos del 
grupo aditivo Z, es decir, los conjuntos 1Z. Pues cualquiera que sean n, a y x de Z 


naenZ => x(na) = n(xa) e nZ. 


Los ideales de Z son los conjuntos nZ. 
3. Se verificará fácilmente que, siendo a un elemento fijo de A, aA es un ideal 
por la derecha de A y Aa un ideal por la izquierda de A. 


b) Como para los subgrupos (8 73) y los subanillos ($ 93), toda inter- 
sección de ideales por la izquierda de un anillo A es un ideal por la izquierda 
de A: se podrá definir el menor ideal por la izquierda conteniendo una parte 
no vacía X de A: es la intersección de todos los ideales por la izquierda de A 
conteniendo X; se le llama el ideal por la izquierda de A engendrado por X. 
Se definiría igualmente el ideal por la derecha engendrado por X y el ideal 
bilateral engendrado por X. 

Busquemos, por ejemplo, el ideal por la izquierda engendrado por un ele- 
mento fijo a de A. Como subgrupo del grupo aditivo de A debe contener na 
para todo entero racional n, como ideal por la izquierda de A debe contener 
xa para todo x de A, luego todo elemento de la forma xa + na, x y n des- 
cribiendo, respectivamente, A y Z. Ahora bien, estos elementos describen un 
ideal por la izquierda de A. En efecto, 


(xa + na) — (xa + n'a) = (*— xa + (n—n')a 
y(xa + na) = (yx)a + (yn)a = (yx + yn)a, 


x—xv', yx + yn son elementos de A y n—n' de Z. 
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Si A posee un elemento unidad na = (neja (8 91, d) y ne es un elemento 
de A, así como x + ne; luego: 

Para todo anillo unitario el ideal por la izquierda engendrado por a está 
descrito por los elementos xa, cuando x describe A, es Aa. (Generalmente 
este resultado no es verdadero en un anillo desprovisto de elemento unidad, 
ver ej. 4.) 

Si, además, el anillo es conmutativo Aa=uA el ideal engendrado por a 
se representa (a), se dice que es principal. Por ejemplo, A = (e). 


DerinicióN. —Se llama anillo principal, todo anillo integro unitario y en él todo 
ideal es principal. 


Así, Z es un anillo principal. 


De una manera más general, se verificará fácilmente que para un anillo 
conmutativo unitario el ideal engendrado por 4, 4, ..., a, está descrito por 
los elementos 

44, + UA +... + UnA 


de donde u, ua ..., U, describen A. Este ideal se representa (a, da ..., qn) 
(no confundir esta notación con la de un n-étuple, elemento de A”). 


EJERCICIOS 


1. Entre los subanillos estudiados en los ejercicios del 1 al 5 del $ 93, determinar 
los que son ideales. 

2. Demostrar que el conjunto de ideales por la izquierda, por ejemplo, de un anillo A 
es un retículo (capítulo 1, ej. 24), inf (I,, 1) =1, N L, sup (1,, 1) es el ideal por la 
izquierda engendrado por 1, UL, es 1,+1I,. El mismo resultado para los ideales por 
la derecha y los ideales bilaterales. 

3. Siendo Y una parte no vacía de un anillo A el conjunto de los x de A tales 
que xy =0 para todo y de Y es un ideal por la izquierda de A llamado anulador por la 
izquierda de Y. 

Definir igualmente el anulador por la derecha de Y. Si A no tiene divisores de cero 
y si Y contiene al menos un elemento no nulo, demostrar que existe un solo anulador, 

4. En A=2Z, demostrar que el ideal 1 engendrado por 4 no es igual al ideal J 
descrito por 4x, si x describe A. Demostrar que las inclusiones siguientes son estrictas: 
IACI, JACI. 


OBSERVACION 


Sea B un subanillo de A, es evidente que todo ideal de A, contenido en B, es un 
ideal de B. Pero la recíproca es falsa en general: por ejemplo, nZ (1 0) es un ideal 
de Z, y no es un ideal de Q considerado como anillo. 


95. Relaciones de equivalencia compatibles con una estructura de anillo. 
Anillo cociente 


Las consideraciones del párrafo precedente, que han conducido a la defi- 
nición de los ideales, muestran que las únicas relaciones de equivalencia de- 
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finidas sobre un anillo A, compatibles con la adición y compatibles por la 
izquierda (resp. por la derecha) con la multiplicación, son de la forma 
a—be€l, (resp. a—bely¿, I, (e li) es un ideal por la izquierda (por la 
derecha) de A. 


Luego, dada una relación de equivalencia R definida sobre A, si queremos 
definir una adición y una multiplicación en A/R por las relaciones 


0.005) e-(3) 

(M0+0=1|*+y (00) = | y 
es. necesario y suficiente (ver $ 53) que R sea compatible con la adición y la 
multiplicación de A, es decir, que R sea de la forma 

a—bel 
donde 1 es un ideal bilateral de A. 
Se escribe esta relación 
a=b  (modl 


que se lee “a congruente con b módulo el ideal bilateral 1”. 


Las relaciones precedentes proporcionan al conjunto A/R una estructura 
de anillo; en efecto, A/R es un grupo aditivo (ver $ 75); por otra parte, 
la multiplicación es asociativa 


[5 0]6) = E) O=%=(5 (6) = 010) (7 


y distributiva por la izquierda y por la derecha con respecto a la multipli- 
cación; por ejemplo, 


Y 
LO + (] al ) =xMy + 2) = (e) = (xy) + (12) 
=(00+(06) 
de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Las únicas relaciones de equivalencia R compatibles con 
la estructura de un anillo A son de la forma a—be€l, siendo 1 un ideal bilateral de A. 

El conjunto cociente de A por R tiene una estructura de anillo, se le llama el anillo 
cociente de A por 1 y se le representa A/l. 


Así, en Z la relación a =b (módulo n) se escribe también a—benZ, 
es compatible con la adición y la multiplicación en Z, como lo hemos visto 
de manera elemental en el $ 64; el anillo cociente que hemos utilizado varias 
veces en los ejemplos y en los ejercicios se representa Z/nZ o también algu- 
nas veces Z/(n). 
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96. Homomorfismos, isomorfismos de anillos 


a) Las consideraciones de los $$ 56, 57 y 69 nos permiten enunciar: 


Der1N1cióN. — Una aplicación f de un anillo A en un anillo A” es un homomorfismo 
de anillos si y sólo si 


(WxyeA) (+= 100410 $0) = 010). 


Un homomorfismo de A en sí mismo se llama un endomorfismo del anillo A. Si f 
es biyectiva, se dice que f es un isomorfismo de A sobre A'. Un isomorfismo de A 
sobre sí mismo se llama automorfismo del anillo A. 


Por ejemplo, si 1 es un ideal bilateral de A la aplicación de A sobre A/I 
definida por 
>= 


es por definición del anillo A/I un homomorfismo de anillos (suprayectivo), 
se le llama homomorfismo canónico de A sobre A/I. 


b) TeorEMA 1.—La composición de dos homomorfismos (resp. isomorfismos) de 
anillos es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de anillos. 


TEOREMA 2.—Si f es un homomorfismo de un anillo A en un anillo A”: 

1. f(0)=0, (2%) =—1(). 

2. .f(A) es un subanillo de A”. 

3. N=f-1(0) es un ideal bilateral de A, se le llama el núcleo del homomorfismo. 


1. Se ha demostrado en el $ 56, teorema 2, y recordado en el 8 77, teore- 
ma 2. 

2. Sabemos ya que f(A) es un subgrupo del grupo aditivo A” (8 77, 
teorema 2). Mostremos que, cualesquiera que sean 1” e y' de f(A), v'y' perte- 
necen a fÍA): sea x e y dos elementos de A tales que f(x)=x", f(y) =y', 
tendremos ay = f(x)f(y) = f(x4); luego, según el teorema del $ 93 sobre los 
subanillos, (A) es un subanillo de A”. 

3. Sabemos ya'que f-'(0) es un subgrupo del grupo aditivo A ($ 77, teore- 
ma 2). f(a)=0 implica cualquiera que sea x de A: f(ax)=f(aJf(x) =0, 
f(x) = 0, igualmente f(xa)= 0; luego f-(0) es un ideal bilateral de A. 


CoroLar1o. — El homomorfismo de anillos f: A—=A' es inyectivo si y sólo si 


1-10) = (0). 


OBSERVACIONES 


1. Es inútil suponer que A” es un anillo, es suficiente suponer que A” es un conjunto 
provisto de una adición y de una multiplicación, el teorema 2 del $ 56 nos permite 
afirmar que f(A) es una parte estable de A”, se demostrará fácilmente que para la 
adición y la multiplicación inducidas por las de A”, tiene una estructura de anillo. 

2. Ciertas propicdados algebraicas de A son válidas también para /(A) (ver $ 56, 
t. 2), se demostrará que si A es conmutativo f(A) también lo cs, que si A tiene un 
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elemento unidad e, e' = f(e) es elemento unidad de f(A). En fin, que si x es inversible 
en A,.también lo es f(x) en f(A) y [f(09] = f(x-5. 

Por el contrario, el homomorfismo canónico de Z sobre Z/nZ muestra que A puede 
ser íntegro sin que f(A) lo sea. 


TEoREMA 3.—Si f es un isomorfismo del anillo A sobre el anillo A”, f-1 es un 
isomorfismo de A' sobre A, se dice entonces que A y A” son anillos isomorfos. 


c) Siendo f un homomorfismo de un anillo A en un anillo A”, considere- 
mos la descomposición canónica de f (ver $ 19, b) asociada a la relación de 
equivalencia R sobre A 


[() =1() > f(—y) =0>—yef-(0) =N. 


Acabamos de ver (teorema 2) que N es un ideal bilateral de A; tenemos, 
pues, la descomposición 


s b i 
A>5A/JN>f(A) > A” 
f=iobos 


s es el homomorfismo canónico del anillo A sobre el anillo cociente A/N; 
i, la inyección canónica (x">x'), es un homomorfismo de anillos; respecto 
a la biyección b se ve fácilmente cómo para un grupo (ver $ 78) que es un 
isomorfismo. En efecto, dadas dos clases x e y, módulo N, de representantes 
respectivos x e y en A, tenemos por definición 


X0=f()  »=1M 
de donde 


A E AMM 
by =bGD  =f =f00  =b0). 


EJERCICIOS 


1. Siendo a un elemento inversible fijado de un anillo unitario A, demostrar que 
la aplicación de A en A definida por x>axa-! es un automorfismo del anillo A. 

2. Demostrar que Z[y2] (ver capítulo 3, ej. 59) tiene una estructura de anillo para 
la adición y la multiplicación. Sea A el conjunto Z X Z provisto de las dos operaciones 


(a, a) +(b, b') =(a+b, a +b") 
(a, a") (b, b*) = (ab + 2bb", ab” + a'b) 


demostrar que la aplicación de Z[y2] en A definida por 
a+ ay2> (a. a) 


es un isomorfismo. Deducir de ello que A es un anillo conmutativo unitario. 
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97. Característica de un anillo 


Sea A 'un anillo con elemento unidad e, consideremos el subgrupo mo- 
nogéneo A”, del grupo aditivo de A engendrado por e y la aplicación f 
de Z en A' definida por fín) = ne; las reglas de cálculo en un grupo aditivo 
muestran que, cualesquiera que sean los enteros racionales m y n, 


f(m + n) = (m + n)je = me + ne = [(m) + f(n) 
f(mn) —=(mn)e. =m(ne)  =(me)(ne) = (mn) 


luego f, suprayectiva por definición, es un homomorfismo suprayectivo del 
anillo A sobre A” =f(A) que es un subanillo de A. 

Los resultados obtenidos en el $ 83 sobre los grupos monógenos (en nota- 
ción multiplicativa, pero son válidos con notación aditiva) y el hecho de que 
f es un homomorfismo de anillos nos permite enunciar el: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Sea A un anillo, con un elemento unidad e, si la aplicación 
f de Z en A definida por f(n)= ne es inyectiva, el único entero p tal que pe=0 es 
p=0 y [(A) es un anillo isomorfo a Z, se dice que A es de característica nula, 

Si la aplicación f no es inyectiva, existe un menor entero p>0, tal que pe=0 
y HA) es un anillo isomorfo -a Z/pZ, en este caso se dice que A es de característica 
p>0. 


Si A es de característica nula, no hay ningún inconveniente en identificar 
n con Z y ne con A, es decir, en representar el elemento unidad de A por el 
mismo símbolo que el elemento unidad 1 de Z: lo que permite decir que 
todo anillo unitario de característica nula contiene Z. 

Por el contrario, cuando la característica p de A es no nula esta identifi- 
cación puede conducir a resultados absurdos (por ejemplo, el anillo finito Z/pZ 
contiene Z). 

Observemos, en fin, que en un anillo A de característica p > 0, cualquiera 
que sea a de A: pa = (peja = la =0, 


EJERCICIOS 


1. Sea p un número primo, demostrar que para todo entero q tal que 1<g<p—1, 
Cy es divisible por p. 

Deducir que en un anillo de características p primo (a + b)? = ar + br, luego que 
(a—by =ar—br (poner a=a—b + b) y finalmente que 


(,+4,+... + a)P =(a)P +... + (a). 


2. Siendo p un entero natural primo y k un entero natural cualquiera, demostrar 


que k”=k (mod p). (Se calculará (1 +1+... +1)?, k términos, en Z/pZ; ver otra 
demostración de este teorema debida a FERMAT, $ 104, ej. 3). 
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Ml. Divisibilidad en un anillo. Estudio particular de Z 


En esta sección vamos a considerar de nuevo el estudio de la divisibilidad 
en el anillo Z, ya estudiado en Matemáticas Elementales; lo haremos con la 
noción de ideal, lo que nos conducirá a nociones válidas en anillos más gene- 
rales A, que supondremos, a menudo, unitarios y conmutativos. En un tal 
anillo el ideal engendrado por a es aA= Aa, es principal; se le representa 
(a) (8 94, c). Sólo demostraremos los teoremas fundamentales, enunciando los 
secundarios y los corolarios. 

En un último párrafo indicaremos por qué esta teoría de la divisibilidad 
es relativamente sencilla en Z y daremos algunas indicaciones sobre la com- 
plejidad que puede presentar en anillos más generales. 


98. Divisibilidad e inclusión de los ideales principales. Aplicaciones 


a) En un anillo conmutativo unitario A tenemos 
blas[GgqseA) a=bq] *(a) c (b) 


luego (a) = (b) implica la existencia de q y q' tales que b= aq, a= bg", es 
decir, a= agg', luego si a 0 y si, además, A es íntegro, qq” =e: q es un 
elemento inversible de A. 

Consideremos de una manera general el conjunto U de los elementos in- 
versibles de un anillo A unitario, U es estable por la multiplicación, pues si 
u y v son inversibles uv también lo es y (uv)! =v-lu! (8 48, b), la ley 
inducida sobre U por la multiplicación de A es asociativa; en fin, U contiene 
e y conteniendo u contiene u”!, de donde: 


TEOREMA 1.—El conjunto U de los elementos inversibles de un anillo unitario A es 
estable para la multiplicación; es un grupo para la ley inducida sobre U por la multipli- 
cación de A. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. En Z el grupo U es el grupo multiplicativo (1, —1) ($ 65). 


2. En el anillo de los polinomios en x de coeficientes reales, el grupo U es el grupo 
multiplicativo R* ($ 90, ej. 2). 
3. Determinar el grupo U para los anillos siguientes 


S(R, R) ($ 9, ej. 4)  Z/5Z,  Z/12Z, Z/nZ ($ 95). 


Las consideraciones del principio del párrafo nos conducen al resultado 
siguiente: 


Teorema 2.— En un anillo conmutativo unitario 


(a) c (b)=b]a. 
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En un anillo integro unitario 
(a) = (b) => b = au 


donde u es un clemento de A; se dice entonces que a y b son elementos asociados. 


OBSERVACIONES 


1. Este teorema es particularmente válido para todo anillo principal ($ 94, b), luego 
en Z. 

2. Los elementos asociados a a en Z son, pues, +4. Luego Z es un anillo principal, 
se puede siempre hacer corresponder a un ideal 1(0) de Z un entero único a>0 
tal que 1 = (a), 

3. En Z si b divide ax0 


0<|b|<]/a|= (a) e (b) 


se tendrá cuidado con este «cambio» del sentido de los órdenes: así, 2< 6, pero 2 tiene 
«muchos» más múltiplos que 6, luego (2) > (6) (estrictamente). 


b) Sea a un entero de Z divisible solamente por +1 y +a, observemos 
que al admitir 0 todo entero por divisor ($ 63) a es no nulo, luego (a) + (0): 

Sia=z+l,(a=Z. 

Si ax tl, la desigualdad (a) c Z es estricta; sea 1 un ideal de Z con- 
teniendo estrictamente (a), según las observaciones anteriores y el teorema 2, 
existe b único tal que I= (b1 y 0<|b|<H|al, b al dividir a, según la propiedad 
dea b=1lel=Z. 

Este estudio nos conduce a enunciar la definición general siguiente: 


DerinicióN 1.—Se dice que un ideal 1 de un anillo conmutativo es maximal si 1 
es un elemento maximal (para la inclusión) del conjunto de los ideales de A, distintos 
de A. 


Luego si I es un ideal maximal de A 
1 A e IcI=>I=1] o P=A). 


Por otra parte, todo elemento a de un anillo íntegro, unitario, es divisible 
por e, a y los elementos que le son asociados, lo que nos conduce a distinguir 
los elementos que no tienen otros divisores añadiendo una condición suplc- 
mentaria (veremos por qué). 


Derixición 2.—Un elemento p de un anillo íntegro unitario A es extremal si es 
distinto de un elemento inversible y si sólo es divisible por los elementos inversibles 
o los elementos que le son asociados. En Z un elemento extremal se llama múmero primo. 


Luego en Z si p es primo hemos demostrado que (p) es maximal; recíproca- 
mente sea (p) un ideal maximal, desde luego (p)>x Z, luego px +1; en 
consecuencia, no existe ningún divisor q de p tal que 1<|g|<!Ip! si no 
(q) + Z contendría estrictamente (p), de donde: 


TroreMa 3.— En Z el ideal (p) es maximal si y sólo si p es primo 
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OBSERVACIONES 


1. El término «elemento extremal» se reemplaza a menudo por «el término «elemento 
primo» (como en Z) o por el término «elemento irreducible» (por ejemplo, en los anillos 
de polinomios; ver capítulo 11). 

2. Observemos que la condición p primo es no inversible, es decir, |p|»+ 1 en Z 
es esencial para la validez del teorema 3 (también lo será para los anillos principales, 
donde este teorema es también cierto; ver ej. 105). 

3. Puesto que todo elemento a divide a O (04 = 0), un elemento extremal es siempre 
no nulo, 


c) DerinicióÓN 3.—Dos elementos a y b de un anillo unitario A son extraños o 
primos entre sí, si sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles de A. Se 
dice también que a (resp. b) es extraño a b (resp. a). 


Observemos que al dividir todo elemento a cero (0a = 0)' dos elementos 
extraños son no nulos. 

En Z dos enteros extraños sólo tienen como divisores comunes 1 y — 1. 
Se preferirá el término “extraño” al término “primos entre sí” para no con- 
fundirlos con el término “entero primo”. 


DEFINICIÓN 3/.— Los elementos a,, a, ..., q, de una familia finita de elementos de 
un anillo unitario A son extraños en su conjunto o primos entre sí en su conjunto 
si sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles de A. 


OBSERVACION 


No se debe confundir una familia de elementos extraños en su conjunto y una familia 
de elementos extraños dos a dos: esta segunda familia es un caso particular de la 
primera. 


99. Máximo común divisor de dos elementos de Z 


a) Si a y b son dos enteros racionales no nulos, consideremos el ideal 
I = (a, b), engendrado por a y b; está descrito por los elementos de la forma 
ax + by, en donde x e y describen Z; es, pues, el ideal (a) + (b). Como 
en Z todo ideal es principal, existe D>0 tal que 


(a, b) =(D) 


(en efecto, D no puede ser nulo sin que (a, b) sea el ideal cero). Perteneciendo 
D a I, existen u y v tales que 


(1) a+bo=D 
igualmente al pertenecer a y b a l, existe a” y Dd” tales que 
1) a=a4D b=bD 


según (1) todo divisor común a a y b divide D, según (2) todo divisor de D 
divide a y b; existe, pues, un único máximo común divisor estrictamente posi- 
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tivo de a y de b, o sea, D; se dirá simplemente que D es el m.c.d. de a 
y de b y se le representará D(a, b). 


TeorEMA 4.— Dados dos enteros racionales no nulos a y b, existe un único máximo 
común divisor estrictamente positivo D de a y de b y 


(a) + (b) = (D). 
Además, existen dos enteros racionales u y v tales que 


(1) au +bv=D. 


OBSERVACION 
u y v no son únicos; en efecto, cualquiera que sea el entero k, (1) implica 


alu + kb) + b(v— ka) =D. 


La igualdad (1) anterior y la definición 3 del $ 98 permiten enunciar los 
teoremas 5 y 6: 


TEOREMA 5.— Dados dos enteros racionales a y b, las propiedades siguientes son 
equivalentes: 

1. a y b son extraños. 

2. El m.c.d. de a y b es 1. 

3. Existen enteros racionales u y v tales que (igualdad de Bezout) 


(3) au+bv=1. 
4. Para todo entero racional z, existen enteros racionales x e y tales que ax + by=z. 


Naturalmente, las parejas (u, v) y (x, y) no son únicas (ver ej. 1). 
Si p es primo, para todo a de Z, Día, p)=1 o |p|, de donde: 


COROLARIO. — Todo entero primo no extraño con el entero a divide a, 


TEOREMA 6.— Si Día, b) es el m.c.d. de dos enteros racionales no nulos tenemos: 
1. Para todo c no nulo 
D(ac, bc) =|c| Día, b). 
2. Para todo divisor común d de a y b 
D(ad=1, bd-1) =| d-1| Día, b). 


3. Siendo d un divisor común de a y de b, para que |d| sea su m.c.d. es necesario 
y suficiente que ad-1 y bd-1 sean extraños. 


b) TEOREMA 7.— Las tres proposiciones siguientes son equivalentes: 


1. a y b son extraños. 
2. Para todo x, a divide bx implica a divide x. 
3. Para todo y, b divide ay implica b divide y. 


(1) es simétrico; basta, pues, demostrar que (1) implica (2) (teorema de 
Gauss). En efecto, Día, b)=1 implica Díax, bx)=|x|, a divide ax y bx, 
luego a su m.c.d. que es |x|. 
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Demostremos que (2) implica (3): supongamos que b divide ay, ay = bq, 
según (2) a que divide bg divide q, luego q = ag', ay = bag', luego y = bg”. Se 
demostrará igualmente que (3) implica (2). 

Demostremos en fin que (2), por ejemplo, implica (1); sea d un divisor 
común de a y b 

(a=ad y b=bd)>ab' = ka" 


según (2) a dividiendo ba” divide a”, pero a” divide a, luego =+ayd=+l, 
lo que nos dice que a y b son extraños. 


COROLARIOS: 


1. Si a es extraño con b y con c, lo es también con bc y con br (n>0). 

2. Dadas dos familias finitas (a) y (b;) de enteros racionales, si cada a, es extraño 
con cada b; el producto de los a; es extraño con el producto de los bj. 

3. Sia es divisible por cada elemento de una familia finita (b;) de enteros racionales 
extraños dos a dos, es divisible por el producto de los bj. 

4. D(a”, br) = [D(a, b)]”, (n> 0). 

5. Si p primo divide ab y no divide a, divide b. 


Este corolario 5 nos conduce a una noción importante. Sea p un entero 
tal que para todo producto ab, p no pueda dividir ab sin dividir a o b. Sea a 
un divisor de p, se tiene p=aa', dividiendo p a aa” debe dividir a o a': 

—Si p divide a, como a divide p: a=+p. 

—Si p no divide a, entonces divide a”; se tiene, pues, a” = pq, de donde 
aa' =p = pga, es decir, si p «0, aqg= 1, resulta a=q=+l. 

Luego si p es no nulo, los únicos divisores de p son +1, +p. Interpretemos 
la condición que verifica p con ayuda del ideal (p); la condición y € (x) equi- 
vale a x divide y; por lo tanto, 


[abe(p) y at(p]=be(p). 


Lo que nos conduce a la definición general y al teorema siguiente: 


DerINICIÓN 4. — Dado un anillo conmutativo A, se dice que el ideal 1 es primo si 
y sólo si 
[abel y atl]>bel. 


TEOREMA 8.— Un entero p no nulo y distinto de +1 es primo si y sólo si el ideal 
(p) es primo. 


COROLARIOS: 
1 Si p primo divide a, 4, ..., Gp» divide al menos a uno de los factores. 
2. Si p primo divide a" (n> 0), divide a. 


EJERCICIOS 


1. a) Demostrar que si (u, v) es una pareja correspondiente a la fórmula (3) (igual- 
dad de BezouT) todas las otras son (u+ kb, v—ka), siendo k un entero cualquiera. 

b) Si a y b son dos enteros estrictamente positivos extraños, demostrar que si 
a>2 y b>2, existe una pareja única (u, v) verificando la fórmula 3 y tal que |u|<b/2. 
|w|<a/2. Estudiar el caso en que a o b sea igual a 2. 
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<) Si a y b son dos enteros extraños, demostrar que todo entero z tal que |z|<|ab] 
puede ponerse en la forma z = ax + by con [x[<|b| e |y|<|a| y esto de una o dos 
maneras. Dar un ejemplo en que haya dos expresiones, como las anteriores, de z. 

2. Algoritmo de Euclides para determinar el m.c.d. de a y b. 


a) Al efectuar las divisiones euclídeas (se supondrá b> 0) 


a=bg+r 0<r<b 

b=Trq +"; 0=<r <r, 

r=1 q +" 0<r,<r, 
Fra = Fa Enga OS rs <p 


se llegará forzosamente a un primer resto r,_,=0, demostrar que 
Día, b) =D(g, 1)... =D(f,_y 1,) = Fo 


b) Demostrar por recurrencia la existencia de enteros u,, v, tales que r, = au, + bvy 
deducir una nueva demostración de la fórmula (1) D=au+ bv y un modo de cálculo 
de una pareja (u, v). 

3. Sia, b, c son tres enteros dados (a y b extraños) resolver en números enteros la 
ecuación ax +by=c. 

4. Demostrar que todo ideal 1 de un anillo conmutativo A es primo si y sólo si 
el anillo A/l es íntegro. ¿El ideal cero de A puede ser un ideal primo de A? 


100. Máximo común divisor de una familia finita de elementos de Z 
Si a;,, 4d, ..., 4, son enteros racionales no todos nulos, el ideal 


1 = (4, 42. ..., 4,) engendrado por a,, 4, ..., a, está descrito por los elementos 
de la forma 


XA) + XA. + XA 
donde x,, X ..., X, describen Z; es, pues, el ideal (a,) + (a) +... + (a,). 
Como en Z todo ideal es principal, existe D>0 tal que 
(4, dz ..., 4) =(D) 


(D no puede ser nulo sin que 1 sea el ideal cero, lo que es imposible, si uno 
al menos de los a, no es nulo). 
Luego D pertenece a I; existen, pues, enteros 4;, Uy ..., U, tales que 


(1) ayu, + AU +... + Qyll = D 
igualmente a, pertenece a 1; hay, pues, un entero af tal que 

Q) a=aD (l<i<m 
según (1” todo divisor común a a, ... a, es divisor de D, según (2') todo 
divisor de D divide cada a, luego existe un divisor común máximo estricta- 


mente positivo único de a, a, ..., 4, o sea, D; se dirá simplemente que D 
es el m.c.d. de a, a, ..., a, y se le representará D(a, 4, ..., d,). 
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TEOREMA 4'”.— Dados los elementos a,, a, ..., a, de una familia finita de enteros 
racionales no todos nulos, hay un máximo común divisor estrictamente positivo único 
Dy 

(a) + (a) +... + (a,) =(D). 


Además, existen enteros racionales u,, uy ..., u, tales que 
(1) ayu, + a, +... + a,u, =D. 


La igualdad (1) anterior y la definición (3') del $ 98 permiten enunciar 
los teoremas (5') y (6): 


TEOREMA 5'.— Dada una familia finita de enteros racionales a,, aj ..., a, las pro- 
piedades siguientes son equivalentes: 


1. a, a, ..., a, son extraños en su conjunto. 


2. El m.c.d. de a, a, ..., q, es 1. 

3. Existen enteros racionales u,, Uy ..., u, tales que (igualdad de Bezout) 

6) 4/4; + Ayu) +... + 0,4, = 

4. Para todo entero racional y, existen enteros racionales Xy, Xp ..., x, tales que 
Y = GX] + 0. + Oo 

TEOREMA 6'.—Si D(a, a, ..., a,) es el m.c.d. de una familia de enteros racionales 
no todos nulos, entonces: 

1. Para todo bx0 

D(ab, ajb, ..., a,b) =|b] Día, 87, ..., dy). 

2. Para todo divisor común d de 4, 4) ..., dy 

Díajd=, ..., a,d=1) =|d-1] D(a,, 87, ..., 4). 

3. Para que un divisor común d de a, a, ..., a, sea tal que |d| sea el m.c.d. 
de aj dz ..., a, es necesario y suficiente que ajd-1, ..., a,d-l sean extraños en su 
conjunto. 

EJERCICIO 


Demostrar' que en Z, (a, b) —>D(a, b) es una ley interna asociativa, deducir de esta 
ley un método para encontrar el m.c.d. de una familia finita de enteros racionales. 


101. Mínimo común múltiplo de dos o varios elementos de Z 


Si a y b son dos enteros racionales no nulos, el conjunto de sus múltiplos 
comunes es el conjunto de los elementos comunes al ideal (a) y al ideal (b); 
es, pues, la intersección de (a) y de (b); siendo este ideal principal existe, por 
tanto, un entero M>0 único tal que 


(a) n (>) =(M) 


(en efecto, M no puede ser nulo, ya que ab 0 pertenece a la intersección), 
todo múltiplo común a a y b es, en consecuencia, múltiplo de M, de donde: 
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TEOREMA 9.— Dados dos enteros racionales no nulos a y b, existe un mínimo común 
múltiplo estrictamente positivo M único y 


(a) N (b) = (M). 
M se llama el mínimo común múltiplo de a y b (m.c.m.), se le designa Mía, b). 
Igualmente para los elementos de una familia finita de enteros racionales 
no nulos, tendremos: 


Teorema 9.— Dados los elementos a, a, ..., a, de una familia de enteros racionales 
no nulos, existe un mínimo común múltiplo estrictamente positivo M único y 


(a) N (a) ... N (4,) = (M). 
M se llama el mínimo común múltiplo de a, ... a, (m.c.m.), y se le representa 
mediante M(A,, Ay, ..., 4). 
EJERCICIOS 


1. Sia y b son dos enteros racionales no nulos, demostrar que | ab|= D(a, b)Mía, b) 
(poner a = Da”, b= Db', m= ua” = bb” para todo múltiplo común a a y b). 

2. Demostrar que en Z, (a, b)—Mía, b) es una ley interna asociativa, deducir un 
método para encontrar el m,c.m. de una familia finita de enteros racionales. 


102. Descomposición de un entero racional en factores primos 


a) Sia es primo admite al menos un divisor primo: el mismo; supongamos 
a no primo, admite, pues, al menos un divisor b distinto de +1 y +a. Si b 
divide a, +b divide +a, se puede, pues, suponer a y b positivos; tenemos 


entonces 
a=bq y 1<b<a. 


Existe un número finito de estos divisores b> 1, el menor entre ellos es 
evidentemente primo, luego: 


TEOREMA 10.— Todo entero racional admite un divisor primo. Dicho de otra manera, 
todo ideal de Z está contenido en un ideal maximal de Z. 


b) Sea a un entero racional no nulo, admite un divisor primo p,>0 (teo- 
rema 10): a= py, si a, no es primo admite un divisor primo p,>0, luego 
a, = pt), A= Pipxd, Podemos continuar este proceso y tendremos 


A= PiPa --- Pon 
siempre que 4, 4, ..., 4, no sean primos o iguales a +1; como 
Ja]>]41]...>|4,_11>]4, | 


(puesto que un número primo p positivo es tal que p > 2); si no llegamos a 
a; primo, llegaremos a a¿=+l; luego 


A = UPIP» «.- Pr 
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donde u=+1l y Pp Pa ...» P Son enteros primos estrictamente positivos. 
Demostremos que esta descomposición es única, sea 


UPIP2 ... Pn = 019» --- Qm 


desde luego u= vw; ahora bien, p, primo divide uno de los factores del se- 
gundo miembro (corolario 1 del teorema 8) sea q;, pero q, es igualmente primo 
positivo p, = q,, se simplifica por p,; haciendo este razonamiento un número 
finito de veces se llegará a agotar todos los factores de uno de los miembros, 
de donde si r,, Y», ..., r, son los factores primos restantes 


Tr Ya -, 1=1 


igualdad imposible, pues r;, ..., r, son superiores o iguales. a 2; luego se agotan 
al mismo tiempo los factores de los dos miembros. 

Finalmente, el razonamiento precedente no supone Pj, ..., Pn distintos; 
reagrupando los factores iguales se obtiene: 


TEOREMA 11.— Todo número entero racional no nulo puede escribirse de una manera 
única bajo la forma 
a=ulpyA ... (py in 


donde u= +1 y P, ... P, Son números enteros positivos primos todos distintos, y K; ... K,, 
números enteros estrictamente positivos. 


APLICACIÓN 1: Divisores de un entero. — Los divisores de un entero a que 
tiene la descomposición anterior son todos de la forma 


d= up)" ... (pa) u=3+1 0<h;¡< k;. 


APLICACIÓN 2: m.c.d. y m.c.m. de dos enteros descompuestos en fac- 
tores primos. — Designemos por Pi, ..., P. el conjunto de los factores primos 
supuestos positivos de a y de b, se puede escribir 


a=upye... (py) ki>0 
b=o(py" ... (py)  1>0 


naturalmente uno al menos de los enteros k, y uno al menos de los enteros /; 
no son nulos, se obtiene 


ion in 


Día, )=[[ yo m6, 5)= [| rre, 
1 


i=1 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el número de divisores estrictamente positivos de un entero a estricta- 
mente positivo? (Descomponer a en factores primos y utilizar la aplicación 1 anterior.) 

2. Demostrar que la sucesión de enteros primos positivos es infinita (considerar el 
número n! +1). 
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103. Observaciones sobre la divisibilidad en los anillos 


a) La simplicidad de la teoría de la divisibilidad en Z proviene del hecho 
que Z es un anillo principal. 

En todo anillo principal A (es decir, unitario, íntegro y en el que todo 
ideal es principal) todos los resultados de los 88 98 al 102 que conciernen a Z 
permanecen válidos, excepto el ejercicio 2 del $ 99 (algoritmo de EUCLIDES), 
con aproximadamente el mismo vocabulario: es preciso reemplazar +1 por 
un elemento inversible cualquiera. 

Además, a un ideal (a) no se le puede hacer corresponder, en general, un 
elemento único privilegiado (tal como a>0 en Z), surge una gran compli- 
cación en los enunciados. Esta teoría es el objeto de los ejercicios 105 y 106. 


b) Existen anillos principales particulares llamados euciídeos, provistos de 
una división euclídea (ver ej. 98) análoga a la de Z; veremos un importante 
ejemplo con el anillo de los polinomios en x de coeficientes en un cuerpo 
conmutativo (capítulo 11). 


c) En el anillo Z, hemos dado tres características equivalentes de la noción 
de entero primo: 

l. pes extremal (definición 2). 

2. El ideal (p) es maximal (teorema 3). 

3. px0, pes no inversible y el ideal (p) es primo (teorema 8). 


Igualmente hemos dado en Z tres características equivalentes de la noción de 
enteros a y b extraños: 

4. a y b sólo tienen como divisores comunes elementos inversibles (o su 
m.c.d. es 1) (definición 3 y teorema 5), 

5. Igualdad de BEzoUT (teorema 5). 

6. Para todo x, a divide bx implica que a divide x (o b divide ax implica 
que b divide x) (teorema 7). 


Estas equivalencias son válidas en un anillo principal (ver ej, 105). Pero 
en un anillo no principal estas caracterizaciones pueden llevarnos a nociones 
distintas (ver ej. 109, 110 y 111 al final del capítulo), en particular en los 
anillos de polinomios en x e y volveremos a encontrar otros ejemplos (ver 
capítulo 11, $ 195, y ej. 365). 


IV. Cuerpos. Cuerpo Q de los racionales 


104. Definiciones y propiedades generales 


a) Derinición. — Un conjunto K provisto de una adición y de una multiplicación 
posee una estructura de cuerpo para esas dos Operaciones si: 

1. K posee una estructura de anillo para esas dos operaciones. 

2. K*=K-—/(0) (0 elemento neutro de la adición) posee una estructura de grupo 
para la multiplicación. 
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Se dirá que K es un cuerpo para la adición y la multiplicación consideradas, 
o simplemente un cuerpo si no es posible que surja confusión. 

K* se llama el grupo multiplicativo del cuerpo, admite un elemento neutro 
e 4 0, llamado elemento unidad del cuerpo: un cuerpo contiene al menos, 
pues, dos elementos: 0 y e. 

Los axiomas de la estructura de cuerpo son, por lo tanto, distinguiendo 
los axiomas relativos a cada operación y los axiomas de “compatibilidad” entre 
esas dos operaciones (ver $ 68), 


K; (va, b, ceK) (a+ b+c=a+(b+c) 
K, G0eK)(vaeK) a+0=0+a=a 
K,  (vaeK)Ga'eK) a+(a)=(4)+a=0 a“=—a 
K, (va beK) a+b=b+a 
K;s (va b,ceK) (ab)c = a(bc) 
(yo QGeeK)(vaeK) d4e=ea=a 
K, — (vaeK*)Ga”eK*) a” =aa=e ar=a 
Ks (va, b, ceK) alb + c) =ab + ac 
K, (va, b, ceK) (b + cja = ba + ca. 


Si la multiplicación es conmutativa, se dice que el cuerpo es conmutativo. 
Dos elementos particulares tales que ab= ba se llaman permutables, el con- 
junto de los elementos permutables con todos los elementos del cuerpo es 


el centro del cuerpo. 

Se llama característica de un cuerpo K, la característica de K considerada 
como anillo (ver $ 97). 

Todas las reglas de cálculo válidas en un anillo son válidas para un cuerpo. 
Además, todo elemento no nulo, siendo inversible, es regular para la multi- 
plicación, luego: un cuerpo no posee divisores de cero. Además, para todo a 
de K y todo a' de K* 


xd =asx=aqg>, ady=asy=a a 


estos cocientes, por la derecha y por la izquierda (ver $ 49), son en general 


distintos. 
Si K es conmutativo x = y = aa'”!, que se representa a menudo a/a”. Para 
todo zx0 se tiene a/a' =az/a'z. Se verificará fácilmente las fórmulas si- 


guientes (a'b' « 0) 
a b_aby+ba ab_ a 
ab ay 
Finalmente en un cuerpo conmutativo la fórmula del binomio es siempre 
válida. 


(17) La definición supone ae=ea=a en K*; pero como en todo anillo unitario se tiene 
0e =e0 =0, es verdadera en K. 
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b) EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Q, R y C son los cuerpos conmutativos de característica nula. 

2. Demostrar que existe un cuerpo de dos elementos (que son forzosamente el 
elemento cero y el elemento unidad, 0 y e), este cuerpo está definido por e+e=0; 
es conmutativo y de característica 2. A 

3. Z/pZ es un cuerpo conmutativo si y sólo si p es primo (+ * 0) demuestra que x 
no es un múltiplo de p, luego ($ 99) siendo p primo, x y p son primos entre sí; no 
existen, pues, los enteros x” y p” tales que 


xx + pp =1>2 ib =1. 


Por otro lado, si p no es primo, Z/pZ (que contiene divisores de cero) no puede 
ser un cuerpo. Es de característica p. Deducir de lo anterior una nueva demostración 
del teorema de FerMAT ($ 97, ej. 2) considerando el grupo (Z/pZ)*. 

4, De una manera más general todo anillo de integridad A unitario finito es un 
cuerpo (dado a*0 la aplicación de A* en A* definida por x—ax es inyectiva, luego 
suprayectiva ($ 31); existe, pues, x” de A* tal que aa” = e). Se puede suponer simple- 
mente A finito, unitario y sin divisores de cero (ver ej. 66, fin del capítulo 4). 

5. El conjunto descrito por a+a'y2, a y a” describiendo Q es un cuerpo con- 
mutativo. 


105. Subcuerpo 


DerinicióN, —Se llama subcuerpo de un cuerpo K toda parte no vacía L de K, 
estable respecto a las leyes de K y tal que la estructura inducida sobre L por estas leyes 
sea una estructura de cuerpo. Se dice que K es un supercuerpo o una extensión del 
cuerpo L. 


Se llama subanillo A de un cuerpo K todo subanillo de K considerado 
como anillo (por ejemplo, Z es un subanillo de Q). Se dice también que K 
es un supercuerpo del anillo A. 

K es el mayor subcuerpo de K; todo subcuerpo de K distinto de K se 
llama subcuerpo propio de K. Se dice que un cuerpo es primo si no contiene 
otro subcuerpo que el mismo. 


TeorEMA. — Para que una parte no vacía L de un cuerpo K sea un subcuerpo de K 
es necesario y suficiente que: 


(1) (aeL y beL):=(a—beL y abel) 
(2) aeLt=>a-leL*. 


En efecto, según (1) ($ 93), L es un subanillo de K. 

Por otra parte, L* es una parte estable de K para la multiplicación en K, 
luego la multiplicación inducida sobre L* es asociativa. (2) y la segunda parte 
de (1) muestran que para todo a de L*, a“la=e pertenece a L*; luego con 
(2, vemos que L* posee las tres propiedades características de una estructura 
de grupo. 

Se ve fácilmente que la intersección de una familia cualquiera de subcuerpos 
es también un subcuerpo de K. En particular, la intersección de todos los sub- 
cuerpos de K que contienen una parte X no vacía de K es un subcuerpo de K: 
es el menor subcuerpo que contiene X, se dice que está engendrado por X. 
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OBSERVACION 


Puede suceder que un subanillo B de un anillo A tenga una estructura de cuerpo 
(ver $ 146, ej. 5; $ 158, ej. 4; cap. 8, ej. 200). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Q es un subcuerpo de R y de C, R un subcuerpo de C. 
Siendo p primo Z/pZ es un cuerpo primo. 
El centro de un cuerpo K es un subcuerpo de K. Generalmente el conjunto 
descrito por los elementos de K permutables con cada uno de los elementos de una 
parte X de un cuerpo K es un subcuerpo de K. 

4. El cuerpo estudiado en el ejercicio 5, $ 104, es un subcuerpo de R. 

5. Demostrar que P intersección de todos los subcuerpos de K es primo y que 
es el único; demostrar que P está engendrado por e: se le llama el subcuerpo” primo 
de K (ver $ 107, d, ejercicio). 


A 


106. Ideales de un cuerpo. Homomorfismos. Isomorfismos de los cuerpos 


a) Un cuerpo K teniendo una estructura de anillo para la suma y la multi- 
plicación definidas sobre K, todas las definiciones y teoremas enunciados en 
los $8 95 y 96 son válidas para los cuerpos, ¡pero la teoría se simplifica bas- 
tante por el teorema siguiente: 


Teorema. — Los únicos ideales por la izquierda (resp. por la derecha) de un cuerpo 
K, considerado como anillo, son (0) y K. 


En efecto, sea 1 un ideal, por la -izquierda, por ejemplo, si 1 (0) tene- 
mos a 0 perteneciente a I, pero existe entonces a”! en K y ala=e perte- 
nece a I y cualquiera que sea x de K, xe = x pertenece a I, luego I=K; se 
demostraría igualmente que todo ideal por la derecha 1 0 es idéntico a K, 


EJERCICIO 

Demostrar recíprocamente que todo anillo unitario A que sólo tiene como ideales 
los (0) y A es un cuerpo (a 0, se demostrará que x—Y,(x) =4x y x>8,(x) son 
suprayectivas y si A no es conmutativo se utilizará el ej. 66 del cap. 4). 

¿Qué relación tiene este ejercicio con el ejercicio 4 del $ 104? 


b) Consideremos un homomorfismo f de un cuerpo K en un cuerpo K', 
tenemos 


Wx ye) [(E+Y=[0+ 10, 10 =fMíw. 


La propiedad de los homomorfismos de anillos enunciados en el $ 96 (t. 2) 
y el teorema precedente muestran que N = f-1(0) no puede ser otro que (0) 
o bien K. 

Ll Si N=f-(0)=(0), la relación de equivalencia x—y€N es la igual- 
dad, luego el homomorfismo canónico de K sobre K/N definido por x—>% es 
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una biyección, y es también un isomorfismo; descomponiendo canónicamente f 
(ver 8 96) 
Ss b i 
K>K/N >f(K) >K"” 


b es un isomorfismo, y análogamente para bos, luego f(K) parte estable de 
K' es isomorfo a K y tiene entonces una estructura de cuerpo: es un sub- 
cuerpo de K'. 

2. Si N=K, la relación de equivalencia x—yE€N es la equivalencia 
absoluta K/N tiene un solo elemento, así como f(K); este único elemento 
de f(K) es f(0) =0, luego: 


TroreMa. — Dado un homomorfismo f de un cuerpo K en un cuerpo K”, o bien f(K) 
es un anillo reducido a cero, o bien f(K) es un cuerpo y f es un isomorfismo de K 
sobre f(K). 


Si f es suprayectivo, K' = f(K) comprende al menos dos elementos 0 y e”, 
y sólo el primer caso es posible. 


CoroLARI0. — Todo homomorfismo suprayectivo de un cuerpo K sobre un cuerpo K' 
es un isomorfismo de cuerpo. 


OBSERVACION 


Se puede suponer que K” es un conjunto provisto de una adición y de una multipli- 
cación f(K) es o bien el anillo cero o un cuerpo isomorfo a K. 


107. Cuerpo de las fracciones de un anillo de integridad. Cuerpo Q de los 
racionales 


a) Enunciado del problema de la inmersión de un anillo de integridad en 
un cuerpo conmutativo 


En el $ 59 hemos intentado sumergir un conjunto E, provisto de una ley 
interna satisfaciendo ciertas condiciones, en un grupo G de manera que E sea 
una parte estable de G; dado un anillo A, buscamos un cuerpo K tal que A 
sea un subanillo de K; como todo supercuerpo de K responde a la pregunta 
buscaremos K minimal (para la inclusión de los conjuntos). 

Por otro lado, A, subanillo del cuerpo K, no deberá contener divisores de 
cero; en fin, por no ser el cero de A regular para la multiplicación, el conjunto 
A* deberá estar sumergido en el grupo multiplicativo K*. Hemos visto en el 
$ 59 que este problema era posible si A* (en consecuencia, A) y K* eran 
conmutativos y si se modificaba ligeramente el enunciado primitivo: A* debe 
de ser un grupo isomorfo a úna parte estable de K* para la multiplicación. 
Nos vemos así conducidos a formular el problema de la inmersión de un anillo 
de integridad A en un cuerpo conmutativo minimal K: 
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Dado un anillo de integridad A, encontrar un cuerpo conmutativo minimal 
K tal que un subanillo A' de K sea isomorfo a A. 

Vamos a proceder de la siguiente manera: 

—K debe contener al menos el simetrizado (ver $ 59) de A* para la 
multiplicación, sea A* este simetrizado. 

—K debe contener también un elemento cero, sea e, luego contener 
A*U (e) =K” 

—Si podemos extender la multiplicación de A* a K' y definir en K” una 
adición tal que K' sea un cuerpo, A al ser isomorfo a una parte A' de K', 
este conjunto K” será una de las soluciones minimales buscadas. 

—De hecho, observando que toda solución isomorfa a una solución es 
también una solución de nuestro problema, vamos a construir un cuerpo iso- 
morfo a K”, 

Demostraremos, en fin, que, salvo un isomorfismo, la solución del problema 
de la inmersión de un anillo de integridad en un cuerpo es único. 


b) Determinación de una solución 

Consideremos el simetrizado de A* para la multiplicación, sea 
A*=(A* x A*)/R, siendo R la relación de equivalencia ab' =ba' entre 
elementos (a, a') y (b, b') de A* x A*. En A* la multiplicación está defi- 


nida por 
do > y 6 =>) 


existe un elemento unidad | x, x /, ol e,e /si A es unitario, la inversa de 


— 


a a 
aj ad) es VYa,a])] y la aplicación f definida por 


— 
a>fla) =1 ax, x 
(x elemento cualquiera de A*) es un ¿somorfismo de A* sobre f(A*) parte 


estable de A* para la multiplicación. 
En lo que sigue supondremos que A es unitario, lo que no supone res- 
tricción alguna (ver observación 2 más abajo); la aplicación f es tal que 


f(a) Ez . Si £ es el elemento cero en K'=A* U (£) se deberá tener 
[=S _ les 
e =e y para todo | x, a” ) de A*: | x, " ) e=e€. Por otra parte, para todo 
isomorfismo g de A sobre una parte de K' se deberá tener: g(0) =€. En lugar 
de considerar A* =(A* x A*)/R consideraremos 
_AxA* 
TR 


, 
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siendo R;, la relación de equivalencia ab'= ba” entre los elementos (a, a”) 
y (b, b') de Ax A*, que induce R sobre A*. Este nuevo conjunto cociente 


AS — 
contiene A* y el elemento ( 0, e ). 


Pero para todo 1 x,*w")] de A 


(maldad (0) 


y se ve fácilmente que la aplicación suprayectiva de A sobre g(A) c A defi- 


nida por 
— 
a>gla)=1 a, e 


admite f por restricción a A*, y es tal que 


ell 


Se ve igualmente que g(A) es una parte estable de A y que g es un iso- 
morfismo de A y de g(A) provistos de sus multiplicaciones respectivas. 
Vamos a mostrar ahora que se puede dotar A de una adición tal que A 


sea un cuerpo conmutativo y que g(A) sea un subanillo de A, isomorfo a A. 
Esta última condición implicará que 


0 En 


Por otro lado, la multiplicación deberá ser distributiva respecto a la adición; 
luego, en particular (teniendo en cuenta (1)), deberemos tener 


(Ali lr rl) 


dl) lar) 
Al =V ab” + ba”, e 


en consecuencia (a'b' = 0, perteneciendo a” y b' a A*), 


(ladra lr] A 


(52) (57) [o 
(2) a A4]+b,b') =L ab! + dba, a'b' 


La fórmula (2) sólo será válida si se demuestra que: 
1. El resultado de la operación definida por (2) es independiente de los 
representantes escogidos. 


a, 
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2. La suma definida en (2) es distributiva en relación con la multiplicación. 

3. A es un cuerpo en el que la parte descrita por | a, e ] es un sub- 
anillo isomorfo de A. 

La primera parte se verifica observando que 


— — 
ad)=1xxwv)eoaeo=ax 


(55) = ha) > by =by 


un cálculo fácil si se utiliza el hecho de que a'b'x'y % 0, demuestra que 


del. 


La distributividad se verifica igualmente 


(Mi) (512 (ar )- 
¡Mé 
ala calar. 


En fin, A es un grupo abeliano para la adición: se verificará mediante un 


e 
( ab' + ba”, ab 


OKA 
La + ba”), ca 


_— 
cálculo pesado, pero fácil, que la adición (2) es asociativa, que lG e ) es el 
elemento cero y que todo elemento | a, a ) tiene un opuesto | —a, al 
(A)*, que no es otro si no el simétrico A* de A*, es un grupo multipli- 


cativo abeliano y l a, a” 0e/=10 e aj a) =10,e ); por otra 
parte, la multiplicación es distributiva respecto a la suma; en consecuencia, 


A es un cuerpo; siendo igual a A* U (5 J) es minimal. En fin, la apli 
cación g definida por 


— 
a>gla)=l a, e 
es un isomorfismo de A sobre g(A): es, en efecto, una biyección y para 
todo parla,e ), b, e ), de elementos de g(A) se tiene fácilmente (según 
las propiedades de las operaciones en A) 
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glad) + g(b) = E) + (7) = ze) = gía + b) 


PM 


El cuerpo A=(A X A*)/R, así construido responde completamente a la 
pregunta. 


Cc) Unicidad de la solución (salvo un isomorfismo) 


Sea K un cuerpo que responde a la pregunta, designemos por A” la parte 
de K isomorfa al anillo de integridad dado A; A” es, en consecuencia, también 
un anillo de integridad, ya que hemos supuesto que A tenía un elemento 
unidad e, asimismo lo tiene A”: su elemento unidad e” es el de K, 

Designando también por R, la relación ab' = ba”, definida sobre A” x A”*, 


pongamos A”=(A' x A”*)/R;; es claro que A y A” son cuerpos conmutativos 
isomorfos. : 


— 5 
Ahora bien, la definición de un elemento ( a a ) de A” demuestra que a 
este elemento se le puede asociar un único elemento de K poniendo 


Ni 


Las propiedades de las operaciones en A” (que son las mismas que las 
de A) y las de las operaciones en el cuerpo conmutativo K (ver $ 104) mues- 
tran que la aplicación así definida p de A' en K es un homomorfismo de 


cuerpos; según esto Mal) =e' 4 0, luego ($ 106, b) p(A” es un cuerpo 
isomorfo de A”; en consecuencia, a Á y responde a la pregunta. De ello resulta 
que p(A”) = K, si no K no sería un cuerpo minimal respondiendo a la pregunta, 
de donde: 


Teorema. — Dado un anillo de integridad A, hay un cuerpo conmutativo minimal K, 
único a un isomorfismo, tal que un subanillo de K sea isomorfo a A. 


Se identifica todos estos cuerpos a A. Identificando, para todo x de A, 
— 
x, e ) y x tendremos (a x 0) 


A o 


. . 
en consecuencia, ( a a ) es el cociente aa'=!, Se le representa por la fracción 
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, 


a/a' o por cualquier otra fracción b/b' tal que ab' = ba”; luego la fracción a/a 


no es más que un representante del elemento ( a a ) de A; es, pues, a causa 
de un' abuso de lenguaje que se dice que A es el cuerpo de fracciones del 
anillo de integridad A. 


Si a y a' son extraños en A se dice que la fracción a/a' es irreducible. 


— 
En ciertos casos se podrá definir un representante privilegiado de ( a, 5) 
(por ejemplo, en Q (ver más abajo) y en el cuerpo de las fracciones racionales 
en x, ver 8 200, a). 


OBSERVACIONES 


l. Si se hubiera tenido sólo la intención de establecer la existencia de K, sin de- 
mostrar la unicidad, hubiera sido suficiente considerar A y proporcionarle a priori la 
multiplicación y la adición que hemos encontrado, la exposición hubiera sido más simple, 
pero el resultado final menos interesante. 

2: Se podrá demostrar a título de ejercicio que el resultado final subsiste si se 


— = 
supone A no unitario (para todo x no nulo de A, | x, x ) es elemento unidad de A). 

En fin, sí A=(0), se puede siempre sumergirlo en el cuerpo de dos elementos 
(ver $ 104, ej. 2). 


d) Cuerpo Q de los números racionales 


Aplicando la teoría precedente al anillo de integridad Z, obtenemos el 
Cuerpo Q de los números racionales; cada uno de los elementos de Q, o sea, 
a, a? ] es una clase de equivalencia que admite como representante toda 
fracción de numerador x y de denominador x «0 tal que ax'=a'x. Identifi- 


— 
cando ( al ) de Q y a de Z, obtenemos 
Zoco. 


Se escribe como siempre Q* =Q—-(0). 


— 
En el caso de Q se puede definir un representante privilegiado de ( a ql ) 
(ver $ 18, c), es la fracción a/a” irreducible, es decir, tal que a y a” sean primos 
entre sí, de denominador positivo; en efecto, sea a/a” y b/b' dos fracciones 
que representan el mismo número racional 


ala' = b/b", D(a, a”) =D(b, b')=1, a>o0, b'>0 


ab' = ba” implica que a” y b' se dividen mutuamente, luego b'=+a', como 
a' y b' son positivos a'=b' y a=b. 
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EJERCICIO 


Sea P el subcuerpo primo de un cuerpo K ($ 105, ej. 5) y sea p la característica 
de K. Demostrar que: 

—o bien p=0 y P es isomorfo a Q, 

—o bien p es primo y P es isomorfo a Z/pZ. 

(Observar que P contiene el subanillo E, de K, engendrado por e; considerar el 
homomorfismo f de Z sobre E definido por f(n)= ne; observar seguidamente que E 
es isomorfo a Z/pZ y que un cuerpo no puede contener divisores de cero.) 


V. Anillos y cuerpos ordenados. Nociones sobre el cuerpo R 


108. Grupos, anillos, cuerpos ordenados. Orden en Q 


a) Hemos indicado en los 88 60 y 62 que la relación a < b daba al grupo 
Z y al anillo Z una estructura de orden total, compatible, en un sentido que 
hemos indicado, con la estructura de grupo o de anillo de Z. Damos aquí las 
definiciones generales: 


DerINICIÓN 1.—Un grupo abeliano G, con notación aditiva, provisto de una relación 
de orden a<b es un grupo ordenado si 


(VxeG) asboa+xsSb+x. 


Se dice entonces que las estructuras de grupo y de orden son compatibles. 
Si el orden es total se dice que G es un grupo totalmente ordenado. 


Resulta inmediatamente de esta definición que en un grupo ordenado a > 0 
implica a—a=0 > —a; por consiguiente, 


a> 0 (—9<0. 


EJERCICIOS 
1, En un grupo ordenado las relaciones (1 <¡<nm) a, < b, implican 
41+4,+..4,<b,+b,4+... +0, 


2. En un grupo ordenado a <b es equivalente a a+c<b+c. 

3. Siendo P una parte de un grupo abeliano G aditivo tal que P + PC P, demostrar 
que la relación b—«aeP da a G una estructura de grupo ordenado si y solamente si 
PnN(—P)=(0). El orden es total si y sólo si G =P U (—P) (ver ej. 88 y 89 final 
del capítulo 4). 

4. Si G es un grupo ordenado, G Xx G provisto de una de las dos relaciones de 
urden: 

a) (a, a) <(b, b)=> (a, <b, a,<b), 

b) (ay a)<(b,b)=(a,<b, o 4=b, a4=<b) 
¿es un grupo ordenado? 

5. Todo grupo monógeno totalmente ordenado no reducido a (0) es infinito. 
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DerinicióÓN 2.—Un anillo (o un cuerpo) conmutativo E provisto de una relación 
de orden a<b-es un anillo (o un cuerpo) ordenado si 


(VxeE) asboa+x<b+x 
(a>0,b>0)= ab >=0. 


Se dice entonces que las estructuras de anillo (o de cuerpo) y de orden son compa- 
tibles. Si el orden es total se dice que E és un anillo (o un cuerpo) totalmente ordenado. 


Los elementos tales que x > 0 (resp. x < 0) de un anillo totalmente orde- 
nado se llaman elementos positivos (resp. negativos) del anillo. En tales anillos 
todo cuadrado es positivo. 


EJERCICIOS 


6. Siendo P una parte de un anillo A, la relación b—aeP proporciona a A una 
estructura de anillo ordenado si y sólo si 


P+PSP PPP PN(P)=(0) 


El orden es total si y sólo si 
A=PU(—P). 


7. Todo anillo totalmente ordenado es de característica nula (ver ej. 5). 


b) Q es un cuerpo totalmente ordenado 


Vamos a mostrar que se puede dar al cuerpo Q una relación de orden que 
se deduce de la ya definida sobre Z, que hace de Q un cuerpo totalmente 
ordenado y ello de una manera única. 

Designemos por a < f esta relación de orden sobre Q, será compatible con 
la adición en Q, luego 

a>020a—a>—a>—a<0 


además, razonando por inducción sobre el entero 2 >0: 4 >0 implica na > 0. 
Por otro lado, 
(1) n>0>1/n>0. 


Si no 1/1<0 (el orden es total y 1/n x 0); en consecuencia, —1/n>0 
y siendo positivo el producto de dos elementos positivos se tendría 
n(—1/n) =—1>0, lo que es incompatible con el hecho que la relación 
a < B induzca sobre Z la relación de orden que allí está ya definida, 


Esta propiedad (1) comprende el hecho de que 


a 1 
a>0 a>0=>>=a| ]j>0. 
(a>0 y a>0>íÍ ( 5 ) 
Designemos por Q. el conjunto de los racionales positivos (a > 0), es 
idéntico al conjunto de los racionales con un representante de la forma a/a” 
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con a>0 y a'>0. Toda relación de orden que responda a las condiciones 
impuestas será, en consecuencia, tal que 


a<pofp—a=>0>PB—asQ,. 
Recíprocamente sea a/a” y b/b' representantes privilegiados de a y BP 
(fracciones irreducibles de denominador positivo)" 
ba' — ab' 


B—a= 7 €Q,Sba'—ab' > 0 


es decir, 
a <Beab' < ba” 


se verifica inmediatamente, gracias a las propiedades del anillo ordenado Z, 
que se trata de un orden total y que 


a b_a 6 b 
<-> 


ei A. 2 
(Luo y Lao] Le 


y finalmente que esta relación induce efectivamente sobre Z la relación a < b, 
luego: 


TreorEMA. — Existe sobre el cuerpo Q una sola relación de orden que induce sobre Z 
la relación a <b y proporcionando a Q una estructura de cuerpo totalmente ordenado. 


Se designará por Q* el conjunto de los racionales estrictamente positivos, 
es un grupo para la multiplicación, se ha obtenido ya en el $ 59, e, como 
simétrico de N* para la multiplicación. 

Se designará por Q_ el conjunto de los racionales negativos (a < 0) y por 
Q* el conjunto de los racionales estrictamente negativos (a < 0). 


c) Propiedades del orden definido sobre Q 


Sea a=a/a'>0 y B=b/b'>0 (a'>0, b'>0) dos racionales, existe un 
entero 1 >0 tal que nab' > ab, pues el orden definido sobre Z és arquime- 
diano (ver $ 62); resulta de ello que existe n>0 tal que. na > f), de donde: 


TEOREMA. — El cuerpo Q de los racionales ordenado por la relación « <fB es un 
cuerpo totalmente ordenado arquimediano, es decir, para todo par de racionales «a, B 
estrictamente positivos existe un entero natural n estrictamente positivo tal que na> B. 


Dados dos racionales distintos a < f, existe siempre al menos un racional y 
tal que a<y<B; por ejemplo, (a + B)/2, de donde: 


Teorema. — Todos los intervalos abiertos Ja, B[ (2<B) de Q no son vacíos. Se dice 
que, para el orden, Q es denso sobre sí mismo. 
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109. Cuerpo de los reales 


a) Introducción. Enunciado del teorema de existencia 


Consideremos una parte X acotada superiormente de Q, no existe en general 
en Q una más pequeña cota superior de X, es decir, un límite superior de X. 


Por ejemplo (ver $ 23, ej. 4), el conjunto X de los racionales x tales que x= 0 
y x2<2 no tiene límite superior en Q. 


Observemos que si en un grupo aditivo totalmente ordenado toda parte X 
acotada superiormente admite un límite superior, resulta que toda parte aco- 
tada inferiormente Y admite un límite inferior (basta aplicar a — Y el resul- 
tado sobre el límite superior). 

Nos vemos así conducidos a preguntarnos si existen supercuerpos E de Q 
totalmente ordenados, arquimedianos y tales que toda parte acotada superior- 
mente de E tenga un límite superior en E: la respuesta es positiva, y dada 
por el siguiente teorema, que admitiremos sin demostración: 


TEOREMA. —Sea E un conjunto provisto de una adición, de una multiplicación y de 
una relación de orden, existen conjuntos E tales que: 

E,. E es un cuerpo conmutativo, 

E,. E es un cuerpo totalmente ordenado. 

Ej. El orden definido sobre E es arquimediano. 

E, El orden definido sobre E es tal que toda parte acotada superiormente de E 
admite un límite superior. 


Todos estos conjuntos son isomorfos para la estructura de cuerpo y para la estruc- 
tura de orden. 


Designaremos por R aquel cuerpo E que tiene por elemento unidad, el ele- 
mento unidad 1 del cuerpo de los racionales; los elementos de R se llaman 
números reales. 

En consecuencia, R, como grupo aditivo contiene Z, y como cuerpo con- 
tiene el cuerpo de las fracciones de Z, o sea, Q. Todo elemento del comple- 
mentario de Q con relación a R se llama número irracional. 

Se designa por R* el conjunto de los números reales no nulos (este conjunto 
tiene una estructura de grupo conmutativo para la multiplicación), por R, 
(resp. R_) el conjunto de los números reales positivos (resp. negativos), por 
R*, (resp. R*) el conjunto de los números reales estrictamente positivos (resp. 
estrictamente negativos). 

Se puede construir un tal cuerpo R de varias maneras considerando ciertos 
conjuntos de partes de Q que se dota de una estructura de grupo aditivo total- 
mente ordenado, luego de una multiplicación. Los dos procesos más clásicos 
utilizan : 

1. Las sucesiones de CaucHY de los números racionales. 

2. Las cortaduras de DEDEKIND (o proceso análogo: las secciones inferior- 
mente abiertas de números racionales). 


224 ANILLOS Y CUERPOS [Cap. 5 


La construcción de R con la ayuda de las sucesiones de CAUCHY se expone 
en el tomo II de este curso"? (Análisis). Los ejercicios del número 114 al 117 
dan la construcción de R mediante las secciones inferiormente abiertas de Q 


b) Reglas de cálculo en R“” 


Se obtienen de los axiomas E,, E», Ez, E, enunciados anteriormente. 

1. Siendo R un cuerpo conmutativo, son válidas las reglas dadas en los 
$8 91, 92 y 104, en particular la fórmula del binomio. 

R* es un grupo conmutativo para la multiplicación, luego cualquiera que 
sean los reales x e y no nulos y los enteros racionales m y n (tabla del $ 70) 


a en, (xy)" = "y", (emya = xn, 


2. Siendo R un cuerpo totalmente ordenado: 
—es de característica nula ($ 108, ej. 7); 
—x<y y 2>0>x2<Yyz; 

— todo cuadrado es positivo ($ 108 b), luego 


OPA ¿+ (a) =05(01= x=... =%, =0). 
—En fin, la fórmula (n entero estrictamente positivo) 
e—y = Yenny ot. ay? + ya) 


muestra que la aplicación x >x" de R, en R, es estrictamente creciente para n 
entero estrictamente positivo. 

3. Se demuestra en Análisis? que para neN* la aplicación x>x" de 
R, en el mismo es suprayectiva; como es estrictamente creciente es biyectiva, 
luego todo real positivo x tiene una raíz n-ésima positiva única representada 
Y x (véase ej. 118). 

El símbolo Y (representado y si n= 2) es un radical de índice n, estu- 
diaremos el cálculo de los radicales en el $ 111. 


EJERCICIO 


Sea f un endomorfismo del cuerpo R. 
a) Se supone (1) 0. ¿Cuál es entonces el valor de f(1)? Deducir el valor f(x) 


para x racional. 
Demostrar seguidamente que f es estrictamente creciente (utilizar el hecho que todo 


real estrictamente positivo es un cuadrado). 
b) Demostrar que f es bien la aplicación nula, bien la aplicación idéntica de R en R. 


(18) N. del T.—Se trata del libro de R. Courr y J. Ezra Analyse, de la Editorial Armand Colin, 


de París. 
(19) El estudio de las nociones aquí indicadas, así como las de los párrafos 110 y 111, se des- 
arrollan en el curso de Análisis. Sólo retenemos los resultados que nos serán útiles en el curso de 


Algebra. 
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110. Valor absoluto y distancia en R. Aplicaciones 


a) DeFINICIÓN 1.—Se llama valor absoluto del número real x, el número real expre- 
sado con la notación |x| y definido por 


[x] =sup (x, —x). 
Se tiene entonces que |—x|=|x] y 
x>0=>3|x]=x x<0=>|x|=—x 


se ve fácilmente que la aplicación x—=>|x| de R en R, verifica las propie- 
dades siguientes 
x=0o¡x/=0 
(Vx, yeR)  |[xwyl=|xlly,  [r+yl</|* |+lyl 
De lo que se deduce 
| lxI—l41 | <l*+yl<lx|+ly! 
|lxI=lwl | <l*—y]<|*]+l91 
la+eto.+oal<lu]|+lxm]+-...+/|xal. 


DerIniciÓN 2.— Dado un cuerpo K, si existe una aplicación v de K en R, que 
verifica 
Vy x=0e=u9x)=0 
Va (Vx yeK)  v(xy)= vG)v0) 
Vi (Wx, yeK)  v(x+y)< v(x) + v0) 


se dice que K es un cuerpo valorado; v se llama un valor absoluto definido sobre K; 
por abuso de lenguaje se dice que v(x), a menudo expresado |x|, es un valor absoluto 
de x. 


Se ve que R y Q son cuerpos valorados. 

La noción de valor absoluto nos permite precisar las propiedades de la 
aplicación x>" de R en R (n entero > 0). Sabemos que su restricción a R,, 
toma sus valores en R,, es biyectiva y estrictamente creciente; por otra parte, 
esta aplicación es par para n par e impar para mn impar, se deduce de todo 
ello que 


n=2p+1>0 n=2p>0 
pot =yrHleox=y w=y"o|x|=|y| 
p< gro r<y <yelx|<ly| 


b) Consideremos la aplicación d de RXR en R, definida por 
de, y=!:—y| 
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se ve fácilmente que d verifica 


x=yodx, y=0 
(Vx, yeR) d(y, x) = d(x, y) 
(Vx, y, zER)  d(x, y) < díx, z) + d(z, y). 


DEFINICIÓN 3.— Dado un conjunto E, toda aplicación d de E Xx E en R , que verifique 


D, x=y=>d(x, y) =0 

D,. (Vx, ye E) dy, x) = d(x, y) 

D, (Vx, y, 2€E)  díx, y) < d(x, 2) + d(z, y) 
se llama una distancia. Se llama espacio métrico todo conjunto E provisto de una 
distancia. 

La tercera propiedad se conoce con el nombre de “desigualdad triangular” 
(ver 8 118). Por abuso de lenguaje se dice que x e y se hallan a la distancia 
d(x, y). Se ve que, provistos de d(x, y) =|x—y|, R y Q son espacios métricos; 
se les llama, respectivamente, recta numérica y recta racional. 


EJERCICIOS 

1. Demostrar que en R* descrito por x= (Xj, Xz ..., *,) las aplicaciones siguientes 
de R"xR" en R, son distancias: 

Y di y =|x—2»41+..+1x,—) 1, 

b) dAx, y =sup |x,—y,]  ¡e[1n) 

0) ds y) =Y0—y + + (x, y (distancia euclídea) 
(se podrá empezar con el estudio del caso n= 2). 


2, Demostrar que si d es una distancia definida sobre E, análogamente lo es 
5=d/(1 + d). 


111. Cálculos con radicales. Exponentes fraccionarios 


a) Raíces n-ésimas de x 

Las propiedades de la aplicación x>w" (n>0) de R en R muestran que 
las soluciones de y" = x, es decir, las raíces n-ésimas de x son, en R (n entero 
estrictamente positivo), 


x>0 Y=+Vx3 yY=-Vx% 
mp0 q x<0 no hay solución 
; 1>0 y=Vz 
n impar ” 
há Yy==yY—x 


para todo n>0:x=0, y=0, 
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b) Cálculos con los radicales 


Observemos seguidamente que y x, así como x, son positivos por definición 
en particular 


ve=|x|. 


n— 

Utilizando la definición de y x y las fórmulas del $ 109, b, se demostrará 
fácilmente que, cualesquiera que sean los números reales x e y positivos, y los 
enteros naturales m y n estrictamente positivos, 


m_ om m m_m ” m 
Vai= Y. VIYy=VXVY (Vx =y Y". 
OBSERVACION 


Estas fórmulas pueden ser inexactas si x o y son negativos; por ejemplo, si se designa 
3 


la raíz cúbica de —8 con la notación y- —2 (notación incorrecta según la definición 


3 6 S 
de un radical), se tiene —2= y—8 * V(— 8) = 2, 


c) Exponentes fraccionarios 


Si x es un número real positivo, la primera fórmula anterior sobre los 
radicales muestra que (con p, q, p', q' enteros estrictamente positivos) 


14 x_— pa e na 
= ye=yx. 

Este número positivo único es, en consecuencia, asociado al número racio- 
nal pg”' y no a la fracción p/g. Por otro lado, si pg”* es igual al entero natural 

I— a s hi , 
n: Y x= x”; resulta que podemos poner, sin peligro de contradicción, si p y q 
son estrictamente positivos, así como x, 

xolo= Y", colo = [xo/0]-, 


Se verificará fácilmente, con la ayuda de las fórmulas precedentes, y teniendo 
en cuenta la igualdad 1 =1 (x + 0), que cualquiera que sean los reales x e y 
estrictamente positivos y los racionales r y s, se tiene 


ve=xt,  (y="wy  (=x. 
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Ejercicios 


90. 


91. 


92, 


9. 


9, 


95. 


Se considera un anillo A en el que todo elemento es independiente para la multipli- 
cación, es decir, para todo x de A, x2=x (cap. 3, ej. 51). Este anillo se llama anillo 
de Boole. 

a) Demostrar que A es de característica 2 y que A es conmutativo (escribir que 
x +x y x + y son idempotentes). 

b) Demostrar que para todo par de elementos x, y de A xy(x + y) =0. Deducir 
que si A es íntegro se reduce a (0) o es isomorfo a Z/2Z y que, si A está provisto 
de divisores de cero, posee al menos tres elementos. 

€) Demostrar de una manera más precisa que todo anillo de Boole, no reducido 
a cero, tiene dos elementos o al menos cuatro. Demostrar que sólo hay una estructura 
de anillo de Boole con cuatro elementos. 

d) Demostrar que $(E) provisto de la «adición» (A, B)>AAB (diferencia simé- 
trica; ver $ 5, ej. 1) y de la «multiplicación» (A, B)>A NB es un anillo de 
Boole. 


Sea G un grupo abeliano (designado aditivamente), se considera el conjunto E de 
los endomorfismos de G provisto de las dos leyes (f, g)>f+8 y (), 8) >f0g. 
Demostrar que E es un anillo unitario. ¿Posee divisores de cero? 

Estudiar el caso de G = (Z/2Z) x (Z/2Z) (V. cap. 4, ej. 73). 


Sean A, y A, dos anillos, se provee A, X A, de las dos operaciones 
(Xp Xx) + Op Y) = (41 + Y 2 + Y) 
(Xp X) Op 9) = (AY Xx). 
a) Demostrar que A, X A, es un anillo llamado anillo producto cartesiano de Ay, 
y Az 
b) ¿Cómo son los anillos A, X Az si A, y Az son conmutativos? ¿Unitarios? ¿In- 
tegros? 


Sea A un anillo unitario o no, se da al conjunto A=Z XA las dos leyes internas 


(m, a) + (n, b) =(m>+n, a+ b) 
(m, a) (n, b) = (mn, mb + na + ab). 


a) Demostrar que A” es un anillo unitario; ¿cuál es su elemento unidad e”? 
b) Demostrar que (0) x A es un ideal bilateral de A”, isomorfo a A. 


€) Demostrar que si A tiene un elemento unidad e, (0, e) es un elemento idempo- 
tente (capítulo 3, ej. 51) de A” y que pertenece al centro de A”. 


Tenemos un anillo A, se dice que un elemento x de A es nilpotente si hay un entero 
n>0 tal que x" =0. Demostrar que si x e y son nilpotentes y permutables, x + y 
y xy son nilpotentes (para x + y utilizar la fórmula del binomio). 


Siendo A un anillo, análogamente lo es el conjunto A*= S(E, A) provisto de las 
dos operaciones f+g y fg (8 90, ej. 5). 

a) Si X es una parte de E, la parte de A” descrita por las funciones f nulas sobre X 
es un ideal bilateral de A. 
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96. 


37, 


98. 


b) En el anillo unitario A” =3(R, R) se considera el ideal I(xp) descrito por las 
funciones nulas en xp fijado. Dado x, >* x,, caracterizar los ideales intersección y 
suma de 1(x,) e Hx,) (V. $ 94, ej. 2), demostrar en particular que 1(x,) + I((x,) = A; 
deducir que 1(xp) es maximal. 

Demostrar que A”/I(x,) es un cuerpo isomorfo a R. 


Se considera un anillo conmutativo unitario A (elementos neutros O y 1) y un ele- 
mento fijo d de A. Se representa por A[vVd] el conjunto AX A que posee las dos 
operaciones 
(a, a”) + (b, b') =(a+b, a + b”) 
(a, a”) (b, b') = (ab + da'b”, ab” + a'b). 


a) Demostrar que A[yd] tiene una estructura de anillo conmutativo unitario. 


b) Demostrar que A” descrito por (a, 0), cuando a describe A, es un subanillo de 
A[vd] isomorfo a A. Se identifica A” y A (es decir, (a, 0) = a). 


Demostrar que todo elemento de A[yd] se escribe de una manera única a + a” (0, 1). 
€) Demostrar que si A es un subanillo de un anillo conmutativo B conteniendo un 


elemento « tal que a? =d, A[yd] es el subanillo engendrado porA U (a), que ha 
sido obtenido al hacer la adjunción de «4 a A: se dice que es una extensión cuadrá- 
tica de A, se le representa A[«]. (Se demostrará primero que (0, 1? = (d, 0) = d). 
d) Se llama conjugado de z =x + yu (x, ye A) al elemento Z =x— ya y se designa 
N(z) = zz. Demostrar que 


TFR, 2é=22,  NGz)=N(IN(2”. 


Demostrar que A[«] es íntegro si y sólo si A es íntegro y si para todo z de A[a], 
N(z) =0= 2 =0. Demostrar que z es inversible en A[«] si y solamente si N(z) es 
inversible en A. Calcular 2-1, 

e) Tomando A=Z, d=—1 y poniendo ¡2=—1 se obtiene el anillo Z[i] de los 
enteros de Gauss. 

Encontrar todos los elementos inversibles de este anillo, verificar que para la mul- 
tiplicación, describen un grupo de cuatro elementos. 


Con las mismas notaciones que en el ejercicio 96 se reemplaza el anillo A por un 
cuerpo conmutativo K. 

a) Demostrar que K[«] es un cuerpo conmutativo si y solamente si d no es el 
cuadrado de un elemento de K (d= az). 

b) Tomando K=0Q y d=—1 se obtiene el cuerpo Q[i], mostrar que Q[i] es 
el cuerpo de fracciones del anillo Z[i]. 

€) Igualmente si K=Q y d es un entero natural >1 no divisible por un cuadrado, 


Q[vVd] es el cuerpo de las fracciones de Z[yd]. 
Se dice que un anillo de integridad, unitario, A es euclídeo si tiene una aplicación 


f de A* en N tal que: 
1. Para todo x y todo y de A*, f(xy) > f(y). 
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2. Para todo a de A y todo b de A* existen dos elementos q y r de A tales que 


a=bq+r y (r=0 o  fr<1b)). 
el par (q, r) es único. 
a) Demostrar que si la función f es tal que 


xx y => f(x— y) < sup (/(x), (9) 


b) Demostrar que todo anillo euclídeo es principal (considerar un ideal 1» (0) 
y en I, a tal que f(a) sea mínimo y aplicar la propiedad a x, clemento cualquiera 
de l, y a a). 

c) Demostrar que los anillos siguientes provistos de las aplicaciones f indicadas son 
euclídeos: 

1. A=Z, f(x)=|x| (¿son únicos q y r?). 

2. A=K[X], /(x) = grado de x (K[X] es el anillo de los polinomios con coefi- 
cientes en el cuerpo conmutativo K; ver capítulo 11). 

3. A=Z[V2], f(x) =|xx| (ver ej. 96 y 97). 

Se pondrá en Q[y2], f(x) =|x%| y se demostrará que para toda fracción a/b de 
elementos de Z[y2] existe un elemento q de Z[y/2] tal que f(a/b—g)<1/2.* 


Encontrar g y r para a=7+3y2, b=2—yZ. 

4. A=Z[i], f(x) = xx (ver ej. 9 y 97). 

Se hará en QLi], f(x) = xx y se demostrará que para toda fracción a/b de elemen- 
tos de Z[i] hay un elemento q de Z[i] tal que f(a/b— q) < 1/2. 

Escribiendo de una manera general Z=x+ iy (x, yeZ) se podrá también repre- 
sentar z por un punto de un plano, referido a una base ortonormal, llamado imagen 
de z (ver $ 117) y determinar el conjunto de las imágenes de xb, iyb y (x + iy) 
cuando b es un elemento fijado de Z[i], cuando x e y describen Z. Encontrar todos 
los pares q y r para a=5+61 b=2+ 1 


En Z[v2] descrito por == x + yv2, se pone f(z)=|22|=|x?—2y2| (ver ej. 96) 
y se considera el conjunto U de los elementos inversibles de Z[y2]. 

a) Demostrar que z es inversible si y solamente si f(z)=1 (ver cj. 96, d). Demos- 
trar que U es un grupo para la multiplicación. 

b) Para la relación de orden inducida sobre U por la relación de orden z < z” definida 
en R, clasificar x + y2y con relación a 1 y —1 según los signos de x ce y. 

€) Demostrar que entre los elementos de U estrictamente superiores a 1 hay uno zp, 
menor que todos los demás. Determinar zp. 

Demostrar que el conjunto de los elementos positivos de U es un grupo cíclico en- 
gendrado por zp. 

d) Resolver en números enteros las ecuaciones 


1. 13—2y=1 es 12—2y=-—1. 


100*. Se llaman enteros del cuerpo Q[a] en que a? = d, d entero racional no divisible por 


un cuadrado (V. ej. 96 y 97) los elementos z =x + y « de Q[«] tales que z + Z y 2Z 
son enteros racionales. 

a) Demostrar que z es raíz de una ecuación de segundo grado: 1% 4 ax +a,=0 
(a, a, enteros racionales) (es de aquí que proviene la palabra entero; se llama, en 
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101. 


102, 


efecto, número algebraico toda solución de ajx" +... +4, =0 (ay ..., a, enteros 
racionales) y entero algebraico toda solución de la ecuación precedente cuando 
a)=1). 

b) Demostrar que los enteros de Q[«] describen un subanillo A de Q[a], (obsérvese 
que si z y z” son enteros de Q[a], entonces zz" + 22” y 22” + 22” son enteros racionales). 
e) Demostrar que los enteros de Q[a] describen un grupo aditivo engendrado por: 
l. 1 y asi del (mod 4), 

2. 1/2(1+0a) y 1/2(1—a) si d=1 (mod 4) 


(se demostrará que si z = a+ ba es un entero de Q[a], 2a y 2b son enteros racio- 
nales que verifican (24)? —d(2b? = 0, mod 4, y se determinará su paridad. Se 
ve, pues, que A= Z[a] sólo es verdadero en el caso 1.) 


d) Demostrar que los únicos elementos inversiibles del anillo A por d<0O son 
1 y —1, salvo para d =—1 y d =—3, encontrarlos todos en estos últimos casos. 


a y b son enteros naturales primos entre si tales que b<a. 
a) Demostrar que existen enteros naturales no nulos 4, ..., a, tales que 


4 
—=4+ 
e 


1 
a4+— 
a+— 


Or + 
4 
(Utilizar el algoritmo de EucLipES para encontrar el m.c.d. de a y de b, $ 99, ej. 2.) 
Se escribirá a/b = (a,, a,, .... a,) (no confundir esta notación con un (n + 1) —étu- 
ple o con un ideal), se dice que (a, aj. ..., a,) es una fracción continua. 
b) Consideremos la fracción continua (aj, aj, ..., 4,) (p < n), es igual a una frac- 
ción irreducible P,/Q, de términos positivos llamada reducida de rango p de a/b. 
Demostrar que 
P,= Py 1d) + Poo Q 
P0)-1— pl a, 
¿Cuáles son los valores P, y Q,? 
¿Qué relación hay entre Po o, y los enteros U,, V, ($ 99, ej. 2, b)? 
€) Encontrar una pareja de enteros racionales u y v tales que au +bv=1 para 
a=13,b=5; a=75,b=14, 


=0,_:4, + Q,_, 
En 


id 


Si a, b, c son enteros racionales, se considera la ecuación en que las incógnitas 
x e y son enteros racionales 

(1) ax+by=c. 

a) Discutir la existencia de las soluciones de (1) (se introducirá el m.c.d. de 
a y b). 

b) Cuando (1) tiene una solución (x,, yy) encontrar las demás. 

e) Resolver 5x + 13y = 6 en números enteros (utilizar el ej. 101, c, o el ej. 2 del 
$ 99, o por tanteo con la ayuda del ejercicio 1, b, del $ 99). 
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Si p y q son dos enteros primos entre sí: 
a) Demostrar que cualesquiera que sean los enteros y, z existe x tal que 
x=y (mod p) y x=2 (mod q) 
(utilizar la igualdad de BezouT; para calcular un x, utilizar el ej. 101 e). Ejemplo 
p=5, q=13, =3, z= 


Demostrar que todas las soluciones x son congruentes módulo n = pq. 


b) Demostrar que a un par (), z), y entero módulo p, z entero módulo q, el 
resultado del apartado a) asocia una clase única x*, módulo n. Sea f la aplicación 
del anillo producto (Z/pZ) x (Z/gZ) (ver ej. 92) en Z/nZ, también definida. 
Demostrar que f es un isomorfismo de anillos (se demostrará primero que es un 
homomorfismo, después que es inyectiva y se compararán los cardinales de los dos 
anillos). 


Tenemos n que es un entero estrictamente positivo, se designa por q(n), indicador 
de EuLER, el número de los enteros m tales que 1<m<mn, y que m y n sean 
primos entre sí. 

a) Demostrar que (1) =1 y que «(m) es el número de elementos inversibles de 
Z/nZ; es también el número de generadores de un grupo cíclico de orden n (ver 
cap. 4, ej. 74). 

b) Demostrar que n= Eq(d), la E se extiende a todos los divisores de n. 

e) Demostrar que si p y q son enteros positivos primos entre sí. 


png) = popa) 


(contar los elementos inversibles de los anillos considerados en el ej. 103 b). 
d) Demostrar que si n= p* (p primo>0, k>0) 


1 
| e] 


deducir de ello que si n= pf: ... pines la descomposición de n en factores primos 


co=di=4)> (12) 


Se considera un anillo principal A. 
a) Se nos da a;, a,, a,, demostrar que existe D tal que 


(a) + (a) +... + (a,) = (D). 


Se dice que D es un m.c.d. de a,, a, ..., a, ¿cuáles son los otros? Enunciar 
y demostrar un teorema análogo al teorema 5” ($ 100). 


b) Se nos dan a,, a), 4,» demostrar que existe M tal que 
(a) N(a) ... N(a,) = (M), 


se dice que M es un m.c.m. de a,, ..., a,, ¿cuáles son los demás? 


€) Demostrar que en el anillo principal A, las propiedades 1, 2, 3, son equivalentes, 
igualmente que las propiedades 4, 5, 6 ($ 103, c). 
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106”. 


107. 


108, 


109*. 


110. 


11 


a) Sea A un anillo conmutativo unitario y una sucesión creciente (para la inclusión) 
de ideales 1, (1. € N), demostrar que 1 = U 1, es un ideal de A. 
neN 

b) Demostrar que en un anillo principal, toda sucesión creciente de ideales es 
forzosamente estacionaria (ver $ 28) (considerar x tal que (x)= I, definido en a), 
existe p, tal que x € I,; observar que xA = (x) está contenido en 1,). 
€) Demostrar que toda familia ] no vacía de ideales de un anillo principal admite 
un elemento maximal. Deducir que en un anillo principal, todo elemento admite un 
divisor extremal. 
d) Demostrar que todo elemento x de un anillo principal puede escribirse 

x= Phi... Pln 


de donde pj, ..., p, son elementos extremales dos a dos no asociados y Kj, ..., K, 
enteros estrictamente positivos, y esto de una manera única a condición de poder 


sustituir cualquiera p, por un elemento asociado. 
Un anillo unitario íntegro que tiene esta última propiedad se llama anillo factorial; 
hay anillos factoriales que no son principales (V. cap. 11, ej. 355). 


Se considera el anillo A= Z[a] donde a? =— 5 y se escribe z =x + ya; N(z) = z2 
(V. ej. 96). 

a) Demostrar que los elementos inversibles de A son+1 y — 1. 

b) Demostrar que 3, 2+ a, 2—a son elementos extremales de A. 

€) De la igualdad 3 . 3 = (2 + aX2— 2), deducir que A no es un anillo principal. 


Dado un anillo conmutativo A y un ideal I de A, se designa por f el homomorfismo 
canónico de A sobre A' = A/I. Si J' es un ideal de A” se escribe J = f-1J”. 

a) Demostrar que ] es un ideal de A conteniendo 1. 

b) Demostrar que )'= f(J); deducir que la aplicación del conjunto de los ideales 
de A que contienen a I, en el conjunto de los ideales de A” definida por J =/(J) es 
una biyección, estrictamente creciente (para la inclusión de los conjuntos). 

ce) Demostrar que A/] y A”/J” son isomorfos. 


Sea A un anillo conmutativo unitario e 1 un ideal de A. 

a) Demostrar que A/I es un cuerpo si y solamente si 1 es maximal (utilizar el 
ejercicio 108 b y el ejercicio del $ 106). 

b) Demostrar que todo ideal maximal es primo (utilizar $ 99, ej. 4. La recíproca 
es en general falsa, pero en un anillo principal, todo ideal propio primo es maximal, 
ver ej. 105, e); por ejemplo, en Z, (0) es primo maximal). 


Se considera el anillo A = 2Z. 

a) Demostrar que A es íntegro y que todo ideal A es principal. 

b) Determinar los ideales maximales de A; demostrar que hay uno y sólo uno 
tal que A/] no sea un cuerpo (A/J posee incluso divisores de cero) (A no es uni- 
tario, el resultado del ej. 109 a) no es aplicable). 


Se considera el conjunto S de las sucesiones racionales (u,) provisto de las dos 
operaciones 
(U,) + (4) = (Un + Y)» (u,v,) = (4, Y.) 
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S es, pues, S(N, Q) (ver ej. 95). Se consideran los subconjuntos de S siguientes: 
B conjunto de las sucesiones acotadas. 


A SS = de CaucHy (Agustín). 

a = = convergentes. 

z =- = convergentes hacia cero. 

N = = tales que u, es nulo a partir de un cierto orden. 


a) Demostrar que N, Z, C, A, B, S es una sucesión de anillos estrictamente cre- 
ciente, cada uno de ellos, salvo S, es un subanillo de los siguientes. ¿Cuáles son 
los anillos unitarios? ¿Tienen estos anillos divisores de cero? 

b) Demostrar que N (resp. Z) es un ideal de B (luego anillos comprendidos entre 
N (resp. Z) y B). 

Demostrar que N es un ideal de S, y, en consecuencia, de- todos los demás. 

€) Demostrar que Z es un ideal maximal de A (si 1 es un ideal de A tal que Z 
esté estrictamente incluido en 1, se observará que 1 contiene una sucesión (a,) que 
no tiende a cero y se demostrará que 1 es igual a A). ¿Cuál es el anillo cociente A/Z? 
d) Demostrar que Z es un ideal maximal y primo de C (se demostrará que es maxi- 
mal como en €) y se utilizará el ej. 109, b). 

Demostrar que Z es un ideal no primo y no maximal de B (considerar las sucesiones 
definidas por a, =1+(—1), b,=1— (1). 

(Este ejercicio muestra que las propiedades «l es un ideal», «1 es un ideal primo», 
«I es un ideal maximal» son verdaderas y falsas para ICA según el anillo A que 
analizamos; ver $ 94, observación.) 


Buscar las soluciones enteras de las congruencias siguientes (cuando son resolubles): 


a) 5x m 12 (mod 7). 
b) 4x =39 (mod 8). 
€) 1963x = 2000 (mod 1964), 


si a, b, n son enteros dados, discutir la existencia de las soluciones enteras de 

ax = b (mod n). 

a) Sabiendo que los coeficientes y las incógnitas pertenecen a un anillo conmu- 

tativo unitario A, en qué condición el sistema siguiente tiene solución 
ar+by=c ax+by=cC. 

Caso particular: A es un cuerpo conmutativo. 

b) Buscar las soluciones enteras de los sistemas siguientes cuando tienen solución 


1. 7x + 5y = 2 (mod 8) 5x + 4y = 16 (mod 8). 
2. 7x+5y =2 (mod 9) 5x + 4y = 16 (mod 9). 
Buscar el entero A para que el sistema 
7x + 5y =2 (mod 8) 5x +Ay =16 (mod 8) 


tenga solución. 


Llamamos sección inicialmente abierta s, toda parte de Q poseyendo las propiedades 
siguientes: - 

1. ses una parte propia (s = D, s  Q). 

2. xES y YSx>yES. 

3. 5 no tiene elemento máximo. 
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Se designa por S el conjunto de las secciones que empiezan abiertas de Q. 

a) Demostrar que cl conjunto de los racionales x estrictamente inferior a un racio- 
nal a es una sección inicialmente abierta, que se la designará s(a). 

b) Demostrar que la relación s, Cs, cs una relación de orden total definida sobre 
S, se la representará s; < sy. 

e) Si (s;) es una familia cuyo conjunto de índices es 1, de elementos de S acotados 


superiormente por s,, determinar que s=| )s, es una sección inicialmente abierta 


iel 
y que es la menor que contiene cada s, De ello deducir que en S totalmente orde- 
nado por s, < s,, toda parte acotada supcriormente tiene un límite superior. 


d) Demostrar que dado s, y sy s, <s,, hay un racional y tal que s, <s(x)< 5). 


Sean s, y s, (ver ej. 114) descritas, respectivamente, por los racionales x, y x; se 
designa s, + s, la parte de Q descrita por X, + Xz- 

a) Demostrar que s, + s,€S se definc también una adición en S; demostrar que 
cs conmutativa y asociativa. 

Demostrar que s(xy) + s(x3) = s(x, + xp). 

b) Demostrar que s(0) es el elemento neutro de esta adición. Dado s de S, de- 
mostrar que el conjunto de los racionales x tales que s<s(—x) es una sección 
inicialmente abierta s/ verificando s+s' = s(0), se la representa —s. (Utilizar el 
hecho que el orden definido sobre Q es arquimediano.) 


€) Demostrar que para todo s de S 


5<5>35+5=<85+58. 


Los resultados de los ejercicios 114 y 115 dan, pues, a S una estructura de grupo 
aditivo totalmente ordenado. 

a) Demostrar que S” descrito por las secciones inicialmente abiertas s(x), x des- 
cribiendo Q es isomorfo para la adición y el orden a Q, se identificará x y s(x), en 
consecuencia QS. 

Se llamará número real cada elemento de S (su conjunto se designa por R), es 
o bien racional (si pertenece a Q), o bien irracional, si pertenece al complementario 
de Q con relación a R. 

b) Demostrar que el orden sobre R (s, < s,) es arquimediano, que entre dos reales 
cualesquiera, hay un racional y que entre dos racionales, hay un irracional. 


Si s es un real estrictamente positivo (s> 0), se escribe (ver ej. 114 a 116) 

s =snQ%. 
a) sís; designa el conjunto descrito por x,x,, donde x, y x, describen, respectiva- 
mente, sí y sí, demostrar que s¡s;UQ es un real >0 (es decir, una sección 
inicialmente abierta) que se designará por ss, se define así una multiplicación en 


R*; demostrar que es conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la suma 
y que si x, y x, son racionales estrictamente positivos 


s(x)s(x)) = s(x,x). 
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b) Demostrar que para todo s de R$ ss(1) =s. 

e) Si x describe s' =snez demostrar que el complemento respecto a o: del 
conjunto descrito por x-1 es una sección inicialmente abierta s'” verificando que 
ss'” =s(1), se le representará s=!. 

d) Demostrar que s,>0 y s,>0 implican s¡s, >0. 

e) Extender a R la multiplicación definida en R* (V. $ 62, la prolongación de Z 
de la multiplicación en N) imponiéndole la condición de ser distributiva respecto 


a la suma; demostrar la regla de los signos; demostrar que para todo s de R 
ss(0) = s(0). 


Demostrar que todo real s>0 (ver ej. 114 al 117) admite una raíz n-ésima única 
estrictamente positiva 3 (examinar el conjunto de los racionales positivos x tales que 
s(x") <s y utilizar el hecho que toda parte acotada superiormente de R tiene un 
límite superior). Discutir la existencia y el número de las raíces n-ésimas de un número 
real cualquiera. 


Demostrar que el conjunto E de los axiomas de R, E,, E,, Ey, E, ($ 109) es equi- 
valente al conjunto E” de los axiomas E,, E,, Ey, Ef + Ef: «la intersección de una su- 
cesión [a,, b,] (neN) de intervalos cerrados que verifican para todo n, 4, < 4,,,, 
y b,,1 S b, es no vacío». 

(Para E=> E? introducir sup a, e inf b,. Para demostrar que E”=E considerar una 
parte X no vacía acotada superiormente de R y el conjunto M de sus cotas su- 
periores. Si ae X, hay un entero natural mínimo p, tal que a+ p,2-"€M. Consi- 
derar los intervalos 1, = [a+ (p, —1)22-", a+ p,2-"] y su intersección J (no 
vacía) y demostrar que ] no puede contener dos elementos distintos.) 


Sea G un subgrupo aditivo de R, se designa por G” el conjunto de los elementos 
estrictamente positivos de G y se pone m= inf G”. 

a) Demostrar que m> 0. 

b) Demostrar que 'G pertenece a uno de los dos tipos siguientes 

1. meG” entonces m>0 y G=m2Z. 

2. méG, entonces m=0 y para todo x real y todo h real estrictamente positivo 
hay al menos un elemento de G en Jx—h, x +hL. 


€) Si (u, v) describen Zx Z y a y b son dos números reales dados, demostrar 
que el conjunto descrito por ua + vb es un subgrupo G de R. 
¿Qué propiedad de (a, b) permite decidir si G es del tipo 1 o del tipo 2? 


Si x es un número real, se designa por [x], llamada parte entera de x, el mayor 
entero racional contenido en x, es decir, el entero p tal que p<x<p+1.Sixe y 
son reales y 1 un entero estrictamente positivo, demostrar los resultados siguientes 


a) [x+y]=[x]+[]+8 con e¿=0 0 e=1. 
b) [x—y]=[x]—[y]—e con e=0 0 e=1. 


0) tas [++2]+..+ [++ ] =0a. 


a) [22] = [x]. 
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NUMEROS COMPLEJOS 


l. El cuerpo de los números complejos. Módulo de un número complejo. 
Il. Representación geométrica de un número complejo. Argumento de un 
número complejo. 


III. Aplicaciones de los números complejos. 


Il. El cuerpo de los números complejos. 
Módulo de un número complejo 


112, Introducción 


Hemos visto que en R los números estrictamente negativos no tienen raíz 
cuadrada. Nos proponemos determinar un supercuerpo conmutativo de R, K, 
en el que todo elemento admita una raíz cuadrada. En particular, —1 deberá 
tener una raíz cuadrada, sea ¿ una de ellas; luego 2 + 1=0. 

Vamos a demostrar que si existe K, el subcuerpo K” engendrado por 
R U (1) está descrito por los elementos de la forma a + a'i, en donde a y a' 
describen R. Desde luego 

(1) a+ai=0>a=4=0 


si no para a” 0, ¿ raíz cuadrada de —] pertenecería a R. Por otro lado, 
las reglas de cálculo en un cuerpo conmutativo prueban que, teniendo en 
cuenta 24+1=0, 


Q) (a + ai) + (b + Di) = (a + b) + (a! + Di 
6) (a + ai) (b + D'i) = (ab —a'b”) + i(ab' + a'b). 
Las igualdades (1) y (2) demuestran que 
(4) (a+ ai=b+b'ii)o(a=b, a =b”). 
En fin, la igualdad 

(a + ai) (a—ai)= 44 + a? 
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lo que demuestra que, si a + a 4 0, es 

a—ai a —ae . 
_=—— 2 + i 

e+a? a+a? e+an 


(a+ a iy!= 


pues en R: a?+a?=0, equivale a a=a'=0; luego a+ a' i=0, 

Luego si K existe, K” descrito por a + a'i es un cuerpo. Observemos que ¿ 
debe cumplir las condiciones: ¿ pertenece a K e 2+1=0, si existe otro 
elemento i; de K tal que (i)?+1=0, se ve que el subcuerpo Kí de K, 
engendrado por R U (i,) es isomorfo a K': no podemos determinar K'” más 
que salvo un isomorfismo, Vamos a construir un cuerpo, el cuerpo C de los 
números complejos isomorfo a K”; demostraremos seguidamente que el cuerpo 
obtenido responde a la pregunta: todo elemento y admite una raíz cuadrada 
(8 114); veremos incluso en el $ 119 que todo elemento de C admite raíces 
n-ésimas en C y en el capítulo 11 que toda ecuación con coeficientes 
do, ..., 4, en C de la forma 


ar” aa ril+...+4,=0 


admite al menos una solución en el cuerpo C. 

La igualdad (4) muestra que hay una biyección entre cl conjunto K” —si 
existe— y Rx R; además, la igualdad (2) demuestra que existe un isomor- 
fismo entre el grupo aditivo K” y el grupo aditivo R Xx R provisto de la adición 
(ver $ 79) 


(2) (a, 4) + (b, db) =(a + db, a + D”); 
en efecto, 
a+ a i—>(a, a”) 
d+ b'i—>(b, b') 
guiados por (3) proveemos, además, R x R de la multiplicación 
6 (a, a) (b, b') =(ab—a'b”, ab' + ab). 


=> (a + a) +(b + d')> (a, a”) + (b, D') 


La igualdad (3) demuestra entonces 
(a + ai) (b + b')=> (a, a”) (b, b”. 


Luego si demostramos que C, es decir, el conjunto R X R provisto de las 
operaciones (2') y (3') es un cuerpo, habremos probado la existencia de K”, 
esto es lo que vamos a hacer. 


113. El cuerpo de los números complejos 


Sea C el conjunto Rx R provisto de dos operaciones definidas por las 
igualdades (2”) y (3') del parágrafo precedente. 

La suma (2”) da a este conjunto una estructura de grupo aditivo, el ele- 
mento cero es (0, 0) y el opuesto de (a, a”), es el elemento (—a, —a4)). 
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La multiplicación (3”) es asociativa 
2 = [(a, a) (b, b')](c, c') = (ab —a'b', ab' + a'b) (c, c”) 
= [(ab —a'b')c—(ab” + a'bJc”, (ab —a'b')c" + (ab' + a'b)c] 
y =(4, a)[(, b')(c, c)] =(a, a)[be—Db!c, be” + b'c]' 
= [a(bc— b'c) —a'(bc' + bc), a(be' + bc) + a(be—b'c")] 
se ve fácilmente que 1 = y. 


La fórmula (3'”) muestra inmediatamente que la multiplicación es conmu- 
tativa; finalmente es distributiva respecto a la suma; en efecto, 


(a, a')[(b, b') + (c, c')] =(a, a) [b +c, b'+c] 
[a(b + c) —a'(b' + c”), a(b' + c”) + a'(b + c)] 
(ab —a'b”, ab' + a'b) + (ac—a'c”, ac' + a'c) = (a, a) (b, b”) + (a, a) (c, 0”). 


Busquemos si existe un elemento unidad (x, x'); para todo (a, a”) tendremos 


e gn ax—ax'=a 
(a, a) (x, 1) =(4, a) 4 ai 
De donde (x, x”)=(1, 0). 


En fin, para todo (a, a”) (0, 0), hay un inverso (b, b”), pues 


p _ ab—ab'=1 
(a, a)(b, P)=(1, O) > 4 ab +ab=0, 
De donde 
a —e' 
db=—— + lyY=——» 
a+a? e+a” 
es decir, 


a —a' 
n= 
(a, a”) ae PE! 


pues ($ 109, b) en el cuerpo de los reales (a, a) 0 es equivalente a 
e+ar0. 


Luego el conjunto RX R provisto de las operaciones (2) y (3) es un 
cuerpo conmutativo C. 


Veamos finalmente que la parte de C descrita por (a, 0) es un subcuerpo 
de C isomorfo a R. En efecto, 


a> (a, 0), b=(b, 0) 
a+b>(a +b, 0) = (a, 0) + (b, 0) 
ab > (ab, 0) = (a, 0)(b, 0) 
luego: 


240 NUMEROS COMPLEJOS [Cap. 6 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —El conjunto R X R provisto de las dos operaciones 
(a, a) + (b, b') =(a +b, a + b”) 
(a, a”) (b, b”) = (ab—a'b”, ab” + a'b) 
es un cuerpo conmutativo cuyo subcuerpo descrito por (a, 0) es isomorfo a R. Sus elemen- 
tos neutros son (0, 0) y (1, 0). Se le llama el cuerpo C de los números complejos(1%, 
Identifiquemos a de R y (a, 0) de C; luego (0, 0)=0 y (1, 0)=1; R es 
entonces una parte de C. Observemos que para b real 
b(a, a) =(b, 0)(a, a”) = (ba, ba”). 
En consecuencia, 
65) (a, a) =(a, 0) + (0, 4) =a +a%0, 1) 
esta descomposición es única (ver $ 81). Por otro lado, 
(0, D(0, )=(—1, 0)=-—1 
tradicionalmente se escribe (0, 1) =i; todo número cómplejo a se escribe, 
pues, de una manera única bajo la forma 
a=(a, a)=a+ai =—1, 


Volvemos a encontrar así el subcuerpo K” (del cuerpo K del que supusimos 
la existencia). 


OBSERVACION sobre los órdenes eventuales definidos sobre el conjunto C. 


El conjunto C equipotente a Rx R puede ser ordenado de varias maneras. Se ve 
fácilmente, por ejemplo, que las relaciones de orden ($ 24 y $ 108, ej. 4) 


(Ry (a, a) <(b, b') => (a <b, a s b) 
(Ry (a, a) <(b, b')>(a<b o a=b, a <b') 


proveen al grupo aditivo C de una estructura de grupo ordenado (parcial para R,, total 
para R)). 

Por el contrario, no existe relación de orden total sobre C tal que C sea un cuerpo 
ordenado: en efecto, 1= 12% y —1=k son cuadrados en C, deberían ser entonces los 
dos estrictamente superiores a cero, no siendo nulos; ahora bien, —1 y + 1 son opuestos; 
es, pues, imposible que sean los dos estrictamente superiores, a cero ($ 108). 


114. Raíces cuadradas de un número complejo. Ecuación de segundo grado 


Hemos construido el cuerpo C como supercuerpo de R en el que —1 
tenga al menos una raíz cuadrada. Vamos a demostrar que todo número 
complejo tiene dos raíces cuadradas y demostraremos en el $ 119 que todo 
número complejo tiene n raíces n-ésimas. 


(19) Se dice también de los «números imaginarios». 
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a) Sea el número complejo a+ ib, demostremos que tiene dos raíces 
opuestas; sea x,+ ¿y una de estas raíces 
(+ iy? =a4 + ibox—y + ixy =4 + ib 


tenemos que resolver el sistema de coeficientes e incógnitas reales 


e = = 
im +4) p 
> HANS =p 

exy ==» xyb > 0 


x* y (—y)) son, en consecuencia, raíces de la ecuación de coeficientes e in- 
cógnitas reales 


bp 
?—qau——=0; 
w— qu 4 ; 


esta ecuación tiene una raíz positiva 1? y una raíz negativa (—y?); entonces, 
sin ambigiiedad, 


e AA ps 
e = 


[a 1 [EZ a 
x=e : : ESA 


con el=?= l, siendo e y e” tales que xyb> 0, luego tales que ee'b> 0; 
de donde obtenemos dos soluciones” 


IE CEEY oil FFB—a 
=€ => + 


2 
una de ellas (con e,e; del signo de b), y 2, =—2, la otra. 
Para b=0 y a>0 se encuentra 
q eya ARA 
para b=0 y a<0 (atención: Ya?=|a|=-—a) se encuentra 


z, =ejiy—a 2=—2. 
Si a=b=0 se encuentra z,=2,=0, luego: 


TEOREMA. — Todo número complejo tiene dos raíces cuadradas opuestas. Son distintas 
entre sí, si y sólo si el número es no nulo. 
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b) Consideremos una ecuación de segundo grado con coeficientes com- 
plejos (a 0) 
at+bx+c=0 
se puede escribir 
b y b—4ac _ o 


ic 18 


Se presentan dos tipos de discusión según sean a, b, c reales o no: 
(1) a, b, c reales 


ABRE a, 


bP—4ac>0 x= 


2a 
—b + eiydac—b? 
E a EEES sl 
2a 
b—4ac=0 p 
—4ac = x=, 
2a 
(2) a, b, c no reales, Sea d un número complejo tal que 
de = b?—4ac 
—b + ed 
b—4ac 0 === (2=1 
b—400=0 x= A 
= ia 


EJERCICIOS 


1. Encontrar las raíces cuadradas de 5—-6i, 4ab + 2(a?—b3i (a y b reales). 
2, Resolver las ecuaciones 


x2— (5— 14i)x — 2(5i + 12) = 0, x2—21 + ¡a)x + 1—a=0 (a real). 
3. Siendo a real y b complejo, resolver x?—2abx + b?= 0. 


115. Números complejos conjugados. Reglas de cálculo 


a) En z=x+ iy (x e y reales), x se llama parte real de z e y parte ima- 
ginaria de z (esta última denominación es un abuso de lenguaje, pues y es 
real); se dice también que y es el coeficiente de ¿. 

Se utiliza las notaciones siguientes 


z2=1x + iy=>(x= Rz, y = 92). 


Un número complejo de la forma iy (y real) se llama complejo puro, 
O imaginario puro. 
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b) Se llama número complejo conjugado de z=x + iy el número com- 
plejo x—iy que se representa 7. Tenemos 


R=20), 3) =— 36) 
1 - e Y - 
)=F0 +2 1)=>3 z2—2). 


Un número complejo es real si y sólo si z= Z. 
Un número complejo es complejo puro si y sólo si z + z=0. 
Por otra parte, para todo z y todo z' de C 


D=23 (U+2=24+2%  (22)=22 


luego la aplicación z>Z es un automorfismo del cuerpo C que deja invariante 
cada número real. Además, es involutivo ($ 15, ej. 6). 


EJERCICIO 


Demostrar que todo endomorfismo f de un cuerpo C que deja R invariante es una 
de las aplicaciones siguientes: para todo z de € 


a) f)=0, b ()=z, Cc) 16)=2 
(utilizar el ejercicio del $ 109, b). 


c) Las fórmulas (2), (3) y (2) y (3 del $ 112 muestran que las sumas, 
sustracciones y multiplicaciones se efectúan en C siguen las reglas de cálculo 
de un cuerpo conmutativo reemplazando ? por — 1. Para la división observe- 
mos que 


23=(x+ iy0a—y=xY+yY 


luego si z es un número complejo no nulo y z' un número complejo cualquiera 


1 z zz 
2=2= : == y 
z a+y 2+y 
EJERCICIO 
Si z y z” son complejos, se considera los tres números 
, PES ad 
a THE ei e 
1422 1+2z 142 


Demostrar que X?+ Y? + Z2?2= 1. Demostrar que X, Y, Z son reales si y sólo si 
z=2. 
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116. Módulo o valor absoluto de un número complejo 
a) Consideremos la aplicación de C en R, definida por 
z=x+ iy>|2|=/22=V +y 


|z| es el módulo de z. 
Observemos que 


lz|=|—2|=/2),  |r]<|zl  lyl<lzl 


Esta aplicación posee las propiedades siguientes 


(1) z=0=|z|=0 
2) l27|=/|2/|2| 
6) lz+7|<|2]+]2] 


(1) es evidente, ya que en el cuerpo de los reales 1? +y?=0 es equi- 
valente a x=y=0. Para (2) y (3) es suficiente comparar los cuadrados de 
dos miembros (siendo éstos positivos) 

| 22" ?= (22) (22) = (27) (22) = (22) (22) =]2/?]2" | 
Iz+zP=6+2)(064+27)=(14+2)064+2)=22+ 22 +22 +22 
=|2 | +2%R(22) +|7 |? 
pues el conjugado de 22” es 2z'; según las observaciones anteriores 


262) <|27|=12| [2] 


luego 
Iz+2P<|2P+|2P4+2]2] [2]=(21+12]P. 


De (3) se deduce fácilmente que 
[q+2+ +2 ]<|21+12% 1 +... +12, 1. 


Se ve luego que la aplicación z=>|z| de C en R, es un valor absoluto 
(8 110, definición 2); por otra parte, la aplicación (z, 2”) >|z—2"| de C x C 
en R, es una distancia ($ 110, definición 3): 


TrorEMA. — Provisto de la aplicación 2>|2|=y/2Z, C es un cuerpo valorado. Pro- 
visto de la distancia d(z, z') =|z—2"|, C es un espacio métrico. 


Se puede llamar a |z| valor absoluto de z, la costumbre hace que se 
prefiera a menudo el término módulo. 
b) Para todo número complejo z no nulo y todo número complejo z” 
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Tenemos en particular el resultado siguiente: 
Un número complejo u tiene por módulo 1 si y sólo si 4 = 
cualquiera que sean u y v de módulo 1 


[out] =|0] [ut|=|0] Ja] =1. 


TrorEMA. — El conjunto de los números complejos de módulo 1 provisto de la multi- 
plicación es un grupo, se le designa por U; es un subgrupo del grupo multiplicativo C*. 


En particular, 
B=-—1 P=-i é=L 


De una manera más general para todo entero n 
mn = 1 ul =i m+? = 1 m3 = CA 


Luego i engendra un subgrupo multiplicativo de orden 4 de U. 

Sea z un número complejo no nulo, el módulo de z|z|-! es 1, luego todo 
número complejo no nulo puede escribirse de una manera única 2=|2|u, 
siendo u un número complejo de módulo 1. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que | |z|—|z"| | <|z+2"] 
2. Demostrar que todo número complejo de módulo 1 puede escribirse de una 
manera única bajo la forma (1— a)/(1 + ía), (aeR). 


ll. Representación geométrica de un número complejo. 
Argumento de un número complejo 


En esta sección utilizaremos nociones bien conocidas del lector: punto, 
vector ligado, vector libre, traslación, homotecia en el plano afín de dos 
dimensiones; a continuación: longitud de un vector, ángulo de dos vectores, 
rotación en el plano euclídeo orientado de dos dimensiones. Trataremos estas 
cuestiones de una manera más general en este libro (capítulo 15, $ 235) y en 
el tomo III (Geometría) cuando estudiemos los espacios reales de dimensión n. 

Naturalmente, este estudio será independiente de los resultados que vamos 
a obtener aquí para los números complejos. 


117. Interpretación de los números complejos mediante vectores o puntos 
del plano 


Llamamos punto del plano R X R toda pareja (x, y). Así, O, A y B son, 
respectivamente, los puntos (0, 0), (1, 0) y (0, 1). A todo vector libre V, o a 
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todo punto M se le puede hacer corresponder (x, y) o z=x + iy biunívoca- 
mente mediante las fórmulas 


V=x0A+y0B, OM=x0A + yOB 


e 
x e y son las coordenadas (x abscisa, y ordenada) del vector V o del punto M. 
Notaremos esta biyección 


2>V=0M. 


> 
Se dice que z =x + iy es el afijo del vector V o del punto M y que V 
y M son, respectivamente, el vector imagen y el punto imagen del número 


complejo z (fig. 11), se designará a este vector V(z) y a este punto M(z). 

Los números reales tienen por imágenes los puntos de Ox que se le llama 
el eje real y los números complejos puros mediante los puntos del eje Oy 
que se llama el eje imaginario; el plano R Xx R imagen del conjunto C de 
los números complejos se llama el plano complejo. Estas dos denominacio- 
nes: eje imaginario y plano complejo son abusos de lenguaje, tanto el eje 
como el plano están descritos por puntos de coordenadas reales. 

Las definiciones de la adición de los vectores libres y de la suma de los 
números complejos muestran que el grupo aditivo de los vectores libres es 
isomorfo al grupo aditivó C (fig. 12) 


(1 A AR 


1>v 


FIG. 11 Fic. 12 
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> > 
En particular, a z y —z corresponden V y —V, o dos puntos M y M' 
simétricos respecto a O. Si los ejes son rectangulares a z y 2% corresponden 
dos puntos simétricos respecto al eje real (fig. 11): 
Si M, M', D tienen por afijos respectivos z, z', z—z” se tiene 


pai — 
OD = OM—OM' = M'M 
por consiguiente: El afijo del vector M'M es el afijo del extremo disminuido 
del afijo del origen. La restricción al eje real nos determina el resultado bien 
conocido 
M'M = OM— OM”. 
Además, para todo número real k 
> > 
(2) (2 > V) > (kz => kV). 


EJERCICIO 


Si a, b, z son complejos, demostrar que (z—a)/(z—b) es real, si y sólo si existen 
dos números reales a y B verificando a +B=1 tales que z=aa+ Bb. Interpretación 
geométrica; ¿cuál es el afijo del punto medio del segmento AB? 


118. Interpretación de los números complejos mediante vectores o puntos 
del plano euclídeo orientado. Argumento de un número complejo 


a) C provisto de la distancia d(z, 2) =|z—2"| es un espacio métrico 
(8 116, a), luego si escribimos 


OM=V=x0A +y0B, OM'=VW=x0A +y0B 
la aplicación de R?X R? en R, definida por 
(M, M)>d(M, M) =|2—2'| =/(:—xP + (U —yY 
es una distancia llamada distancia euclídea (8 110, ej. 1); R? provisto de esta 
distancia se llama plano euclídeo, Pondremos 
> — 
IV || =/10M || =d(0, M)=]2|=vVx7+yY 
de 
[PV || se llama norma euclídea de V (ver $ 231, c), las propiedades del módulo 
de z demuestran que (a real) 
IV ||[=0=>V=0 
llavII=10 | 11V!I 
IV + VI] < 1 V!] +11 V*11- 


(22) Hemos dibujado las figuras 11 y 12 en ejes rectangulares, pero en este párrafo, salvo para 
esta interpretación de las imágenes z y z, esto no es de ningún modo necesario. 

(25) Las propledades (1) y (2) nos permitirán decir en el capítulo 7 que el espacio vectorial 
RxR (sobre R) es isomorfo a C espacio vectorial sobre R ($ 125, ej. 4). 
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El espacio de estos vectores libres de R? provisto de esta norma es el 
espacio euclídeo de dos dimensiones (ver capítulo 15, $ 231). 


Definiremos en este espacio el producto escalar Y . v y diremos que 
Y y v no nulos son ortogonales si y sólo si v . Y =0, Si OA y OB son 
ortogonales y si || OA l| =|| OB || =1 

v. V= =xx' +yy 
se dice entonces que los vectores libres OA, OB forman una base ortonormal 


del espacio euclídeo de dos dimensiones. Vemos que IVI= NENE v no es 


entonces más que la “longitud” de v de los estudios elementales y d(M, M”) 
la longitud del segmento MM'; la tercera propiedad de la distancia es la 
propiedad clásica de los triángulos, de donde su nombre de desigualdad tri- 
angular. 


>>» 

Definiremos en el $ 235 los ángulos de dos vectores (V, V') o de dos 
semirrectas (d, d'). La medida de un tal ángulo es un número real módulo 21 
(8 18, ej. 4 y la tabla), es decir, un elemento del grupo cociente R/21Z (8 75, 
ej. 2); esta medida no es, pues, un número real, sino una clase módulo 27 
y debería estar representada por «a; por abuso de lenguaje diremos, sin em- 
bargo, que a, a”, ..., representantes de a son medidas del ángulo considerado; 
en fin, para simplificar la escritura designaremos por la misma notaciónW% el 
ángulo y sus medidas; escribiremos, pues, 


M,V)=o=a (mod 2m). 


> — == > 
Cuando para todo vector libre de R?: V=0OM=x0A + yOB, tenemos 


OA [|=|[OB||=1, OA.0OB=0, (OA, 08) = F (mod 2n) 


en 
diremos que OA, OB es una base ortonormal de sentido directo (ver 8 168), 
lo que supondremos en todo lo que sigue. 


b) Sea z=x+iy de imagen M, el módulo de z es 
l2|=V2¿=/% +y=|/0M | =r 


(22) De hecho harían falta cuatro notaciones (ver $ 235): 


>> 
— una para el par de vectores (V, V”, 


ÉS 
S >» 
— una para el ángulo de dos vectores (V, V”), 


—una para la medida del ángulo « (elemento de R/2xZ), 
—otra para los representantes de esta clase (elementos de R). 
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es la “longitud” del vector libre V =0M; el argumento de zx0 es la 
medida del ángulo (OA, OM) 

de Y 

(OA, OM) =0 (Qn). 


Así, para dos números complejos no nulos de módulos y argumentos 
respectivos r y O y Y y 0” 
2=Y=>[(r=", y 0=0 (mod 2m)]. 
Sea z un número complejo no nulo, existe un número complejo de módulo 1 
único u tal que z =|z | u ($ 116, b). Los números complejos de módulo 1 tienen 
por imagen los puntos del círculo de centro O y de radio 1 (“círculo trigono- 


métrico”); luego si M es la imagen de z 0, la semirrecta OM corta este 
círculo en un punto único U de afijo u y 


OM = | OM | OU z2=|z|u 
las coordenadas de U son cos O y sen 0, de donde 
u=cos 0 +1 sen 0, z=r (cos Q +1 sen 0) 


con (a? + y 0) 


bal 0) r=Ve+y 


, senb=—>R— (2) 


> 
= , cos Q= 
y=rsen 0 (1) VETE ERP 
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z=x+iy es la forma algebraica de z, z=r (cos 0 +i sen 0) su forma 

trigonométrica, las fórmulas precedentes permiten pasar de una a otra. 
Observemos que las fórmulas (2') determinan el real Q módulo 27, luego 

(keZ) 

r=r 


r (cos Q + i sen 0) =7" (cos O' + ¿ sen a AAN 


Consideremos finalmente la fórmula 


ESA 
tg 0= = 


válida para x 0, a menudo útil, pero que no determina el argumento de 
z=x + iy, O está definido por esta fórmula módulo . 


Observemos, en fin, que el argumento de z=0 no está definido. 
EJEMPLOS 


z no es nulo: 
1. Si z es el número real x 


agxs='Tr (mod 2x). 
argx=0 (mod 27). 


2. Si z es el complejo puro iy, el módulo es |y| y el argumento es congruente 


módulo 2r a S oa = según que y>0 0 y<0. 


Así, |i|=1, arg im5 (mod 2m). 
3. |[—z|=|2| arg(—3=agz+7r%. (mod 2x). 
4. |Z|=|z| arg(2) =-—argz (mod 27). 


5. Supongamos, en fin, siendo a y a dos números reales (a 0), 


z=a (cos a + ¡sen a) 
a>0 Iz]=a agz=0 (mod 2r) 
a<0 |zj=—a argz=a+r (mod 27). 


c) Sea dos números complejos 
z=r (cos Q +1 sen 0), z=r (cos 0' +1 sen 0”. 
Tendremos 


22' =rr' (cos 0 cos 0” —sen 0 sen 0') +1 (cos O sen 0' + sen 0 cos 0”). 


zz! =rr [cos (8 + 0') + i sen (0 + 0')] 
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De donde por inducción 
” 


1 (cos O, + i sen 0;) = Il ][30.+ sen Y | 
k=1 


k-1 k=1 k=1 


El módulo del producto de un número finito de números complejos es 
igual al producto de sus módulos, su argumento es congruente módulo 2m 
a la suma de sus argumentos. 


En particular (n entero > 0), 
[r (cos O +1 sen 0)]" =r" (cos n0 +1 sen 10). 


Sizx0 
2 _ 1_2z-_ r (cos 0—i sen 0) 
az r 
1 1 
— =— (cos Q —i sen 0) 
ZP 


y siempre con 20 


Al s 
== [cos (0 —0) + i sen (0'—8)] 
z r 
en particular, si n=—n' es un entero negativo 
ness Los z 


zm (cos n'0+isen n0) 
=r-" (cos n'0 —i sen n'0) =+" (cos n0 + i sen n0). 


Tenemos, pues, para n entero racional cualquiera (fórmula de MorvRE) 


(cos 0 +1 sen 0)" =cos 10 +1 sen n0, neZ | 


d) Se verá en el tomo II (Análisis) que 


el =cos 0 +1 sen Q 
en particular (k entero racional), 

eilk=]  e=-—] 
tendremos (ne Z) 


elgit” = gilera, (el)! = e-8, (et = ent, 
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Todo número complejo z=r (cos 0 +1 sen 0) puede entonces escribirse 


bajo la forma 
z=rew 


llamada forma exponencial, particularmente cómoda gracias a las fórmulas 
recordadas anteriormente para efectuar productos y cocientes. 
EJERCICIOS 
1. Encontrar el módulo y el argumento de los números complejos siguientes (a y f 
reales) 
+ il 1/3 3+i/3,  2a+i(1—a) 
l+e cos a + Ei sen a, l+e sen a + eli cos a (== 1) 


1 ¡ ; s 
HEUPFFMI a iD (ez) 


ela + elb 
14 elta+p) * 


1—cos a—i sen a 


l+itga, tg a+ ¿tg Ba 


2. Si p y q son dos enteros naturales, encontrar z para que zP y z% sean conjugados. 


119. Raíces n-ésimas de un número complejo 
a) Sea z el número complejo r (cos O + i sen 0) « 0, busquemos 
z'=r' (cos 0 +1 sen 0”) 
tal que para n entero >0 sea 
zZm=z 
[»" (cos 0" + ¿ sen 0)]" =>" (cos n0' +1 sen 10) =r (cos 0 +i sen 0) da 
(con k entero racional), puesto que r y r” son positivos, 


y = ASA 
rm =r r= vr 


Todos los números obtenidos tienen el mismo módulo, serán distintos si 
sus argumentos no son congruentes módulo 27: luego para obtenerlos todos 
es necesario y suficiente dar a k, n valores enteros consecutivos; por ejemplo, 
0, 1, 2, ..., n—l: 


TEOREMA. — Todo número complejo z=r (cos 0 +i sen 0) no nulo tiene n raíces 
n-ésimas 
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Se tiene, pues, 


2 
IZ. | =12xl Arg Zry = Ag Zi + o (mod 27) 


se pasa, pues, de la imagen M, a la de My,, por una rotación de centro O 
2] 
y de ángulo —, luego: 
n 
Las imágenes de las n raíces n-ésimas de un número complejo no nulo 


para n>2, son los vértices de un polinomio regular de n lados con centro 
en O, 


b) Volvamos sobre el caso particular de las raíces cuadradas utilizando 
la forma trigonométrica z=r (cos 8 +i sen 0) 0. 


Estas dos raíces son 


so=r (cos + sen), 


2=r [005 (+1) +i50n (7+u)] =—2o 


encontramos que son opuestas y que, por consiguiente, sus imágenes son 
simétricas respecto a O. 


120. Raíces n-ésimas de la unidad 
a) Si Z/' es una raíz n-ésima de z=r (cos O +1 sen 0) 0 todas las 
raíces n-ésimas z” de z son tales que 


=zZ"=z 
es decir, 


Z'wr 
donde «w, es una de las n raíces n-ésimas de la unidad, por consiguiente: 


TEOREMA. —Se obtienen las n raíces n-ésimas de un número complejo no nulo multi- 
plicando una de ellas por las n raíces n-ésimas de la unidad. 


b) Es suficiente, en consecuencia, estudiar las n raíces n-ésimas de la 
unidad; tendremos, al ser el módulo y el argumento de 1, respectivamente, 
1 y 0 (módulo 27) 
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Observemos las fórmulas ts = (w1)! = w-; (la primera igualdad traduce 
la propiedad característica de los complejos de módulo 1: 4 =u”! ($ 116, b)). 


EJEMPLOS 
1 »n=2 =1 da ly—1 
2. 1=3 =1 da 
2: 2: —1+iy/3 
mel ais Lp ES 
3 3: 2 


pa e 47 
=c0s —+ 1 sen —= 
e 3 3 


Observemos en particular que (fórmula que es general, ver ej. 3) 


1++P=0. 
3. m=4 u=1 da 0=1 =i ==1 m=—i 
4. A A A AA 
2p 2p Pp 
hay dos y sólo dos números reales tw, = 1, , =—1; respecto a los n—2=2Ap—1) 


restantes, podemos agruparles por pares de raíces conjugadas w, y 0_;= Up con 
1<k<p— 1, las imágenes son los vértices de un polígono regular teniendo dos vértices 
sobre el eje real. 


5. n=2p+1 :0w,=cCos 2 + i _—— 
2p+1 2p+1 
una sola es real a = 1, las n—1 = 2p restantes se agrupan por pares de raíces conju- 
gadas w, y W_¿ =w, con 1<k-< p, las imágenes son los vértices de un polígono regular 
siempre simétrico respecto al eje real, pero teniendo sólo un vértice encima. 


c) Las n raíces n-ésimas de la unidad describen un subgrupo del grupo 
multiplicativo U; en efecto, cualquiera que sean k y k' enteros 
Like 2iktx Y -1 2i(k—k on 
a ) EFE 
luego wi(wy)”! es una raíz n-ésima de 1, su conjunto es un subgrupo de U 
(8 72, c). Designémosle por U, y consideremos la aplicación de U, en Z/nZ 
definida por 
Pike 
er >k 
esta aplicación es biyectiva, pues 
Like Tiktn 
k=KkKsok=Kk' (mod noe” =e"., 

(23) Los físicos (en particular los electricistas), que utilizan los números complejos, reservan 1 
para la intensidad de corriente, mientras que designan por / una de las raíces cuadradas de —1; 
utilizan otra letra, en general «, para representar las raíces cúbicas de 1. En los libros de electricidad 
encontramos P=—1 y wW=1. 
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Por otra parte, cualquiera que sean k y k' 
Bien Zin Ti(k+k) ix ( Ss E : 
erer=e * => Tes 
de donde (ver $ 75): 


TEOREMA. — El conjunto de las n raíces n-ésimas de la unidad es un subgrupo del 
grupo multiplicativo U de los números complejos de módulo 1; es isomorfo al grupo 
aditivo Z/nZ. 


La segunda parte de este teorema ha sido ya demostrada de una manera 
general en el $ 83 (pues U, es un grupo monógeno de orden n). Busquemos 
2ipr 


en qué condiciones e”. engendra U,,. Es necesario y suficiente que cualquiera 
que sea el entero q, exista un entero u tal que 


2iqn Fipn “ Pipun 
E Ey.Z 


es decir, que existe también un entero v tal que 


A aro 
n n 


pu + nv describe el ideal (p, nm) de Z (8 99); es necesario, pues, que este 
ideal sea Z, es decir, que p y n tengan por m.c.d. l, esto es, que sean 
primos entre sí ($ 99, teorema 5). 


Tia 

TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Un elemento e " del grupo U, de las raíces n-ésimas 

de la unidad, engendra este grupo si y sólo si n y p son primos entre sí. Se dice entonces 
Zipr 
que e" es una raíz primitiva n-ésima de 1. 
Lin 

Así, wm =e " es siempre raíz primitiva n-ésima de 1 y para n primo 
toda raíz n-ésima distinta de w=1 es primitiva. 

Para n=6, w (ws son primitivas, pero nO wm, 0 W, 0 


EJERCICIOS 


1. Encontrar las raíces n-ésimas de z para los valores siguientes de n y de z 
z=4ab + 2a?—bi (a, b reales) n=2 


2=14b 2=1=j _ n=2 
1+iy3 
z=1+j Pr do E n=3 
1—iy3 
2 rd) neN 
1—ia 


1+itgx 
(se pondrá a =tg a y se demostrará que las raíces n-ésimas son de la forma ————, 
x real) 18 
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2. Encontrar las órdenes de cada uno de los elementos de Uy, (ver $ 83, ej. 4). 


3. Calcular 
nl ( Zip y 
Am => en 
k=0 
observar en particular la fórmula 

n-1 2ikr 

> en =0 

k=0 


III, Aplicaciones de los números complejos 


121. Aplicaciones a los cálculos trigonométricos 


a) Si n es un entero natural, calculemos cos na y sen na en función de 
cos a y sen a; la fórmula de MOIVRE 


cos na +1 sen na = (cos a +1 sen a)" 


nos da con la ayuda de la fórmula del binomio 


(0 cos na = (cos a)" — C2 (cos a)”-? (sen ay +... 
+ (—1)C? (cos a)"-2? (sen ay? +... 


(2) sen na = C! (cos a)"-! sen a—C?, (cos a)"-> (sen aP +... 
+ (— 1C2+ (cos a)"-2P-1 (sen ayPt+... 


naturalmente, se trata de sumas finitas; el último término no está indicado, 
porque su forma depende de la paridad de n. Estas fórmulas se las puede 
llamar “fórmulas homogéneas”, pues dan cos na y sen na en la forma de 
polinomios homogéneos (ver $ 186, b) en cos a y sen a. 

Si cos na y cos a son no nulos, se obtiene 


C!, tg a—C), (tg > +... + (124 (tg ajo + a. 


t 

(2), Ema 1 (E A INCA (Ez ar. 

Así0», 
(15 cos 2a = cos? a—sen? a (1 cos 3a = cos” a—3 cos a sen? a 
(25 sen 2a=2 sen a cos a (2%) sen 3a= 3 sen a cos? a—sen' a 

2tga 3 tg a—tg a 

y tg 2a = —— ES e Y = 2% 2. 

6) 8 ga 65 LE —T13 4 


(24) Utilizamos el abuso de notación clásica: cos? a por (cos a)?, sen* a por (sen a), etc. 
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Es interesante buscar si, gracias a la fórmula cos? a + sen? a= 1, se puede 
obtener cos na y sen na en la forma de un polinomio en cos a o en sen a, 
se verá fácilmente que cualquiera que sea n 


cos na =P (cos a) 


y que 
n par cos na = Q (sen a) 
n impar sen na=R (sen a) 


P, Q, R son polinomios de grado n (ver ej. 1), así 


cos 24 =2 cos? a—1=1—2 sen? a 
cos 3a=4 cos* a—3 cos a sen 3a= 3 sen a—4 sen? a. 


b) Es a menudo cómodo transformar un polinomio f en cos a y sen a 
en polinomio trigonométrico, es decir, determinar las sucesiones finitas (a) 
y (b;) tales que 


” 

f (cos a, sen a) =P cos ha + b, sen ha) 

h=0 

se puede hacer por aplicación repetida de las fórmulas elementales de trans- 
formaciones de “productos en sumas”. Se simplifica los cálculos utilizando al 
mismo tiempo las fórmulas 
1 + cos 2a as cos 2a 
E 


Los números complejos nos permiten obtener sistemáticamente esta des- 
composición. Observemos primero que las fórmulas 


cos? a= 


em=cos a+ isena  e-íi=cos a—i sen a 


nos dan las fórmulas de EULER 


gía y guia gla gta 
cosa= 2 sen a= 2 ; 
y se deduce 
rn gía y guia yn A” gia —_griayn 
(cos a)" = 3 sen = AT 


que al desarrollar por la fórmula del binomio, agrupar los términos equi- 
distantes de los extremos y aplicando las fórmulas de EULER, nos determina 
un polinomio trigonométrico (ver ej. 2); por ejemplo, 
2 cos* a =(elt + e-ia)) = eñia 4 3eliag-ia 4 3plag-lia 4. dia 
= (eña 4 e-dia) 4 Y(el1 + e-ia) =2 cos 3a +6 cos a 
(21P sen? a = (en —e-i2) = elo — Jellag-ia 4. Jeleg-tla — ga 
= (69 — e-dia) — Yeis —e-ia) = 2i sen 3a— 6i sen a 
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de donde 


1 3 1 3 
cos* d/==2-008 36H 00s a, sen a =— Sen Ja + sen a. 


Este método se aplica a todo polinomio en cos a y sen a (ver ej. 3). 


c) Factoricemos las dos sumas C y S siguientes (a y f números reales, 
n entero natural) 


C=c0s a + Cos (a +) +... + cos [a + (2— 1)8] 
S = sen a + sen (a + B) +... + sen [a + (n— 1)8] 


para esto calculemos C + iS 


n-1 
E E AS >. 
k=0 
es una progresión geométrica de n términos, de primer término a=e'" y de 
razón q =e', luego si q x 1 (es decir, f + 2hx, h entero), tendremos po- 
niendo f = 2f' 


lg 1 =i 
dica Misa Leal 20 VEN 


—q 1—cos f—i sen fB 
, 2 sen? nf —2i sen nf" cos nf” sen nf” eu sen nf! —i cos nf” 
2 sen? fl —2i sen f” cos P” sen f' sen fB'—i cos f” 
a sen nf! sn SOS ny pa: sen nf _ Sen ny Geri 
sen P” cos P' +1 sen P” sen f' 
de donde 
n 
sen "E. 6 acne 
0 —oos [a+ 000 |) 5 — sen [+01 É 
B 2 B 2 
sen -— sen — 
2 2 


en particular, para x real y n entero natural 
sen (n +1 5 
l+c0s x+c0s 2x +... + cos pu —— A 
E 


sen 
2 


sen (n + »5 
sen Xx +sen 21 +... + sen nx= ———Ú an qa. 


sen — 
2 


s 111] APLICACIONES 259 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que los polinomios P, Q, R definidos anteriormente son de grado n 
(calcular el término de mayor grado utilizando el ejercicio 4, $ 92). 

2. Efectuar los cálculos que dan cos na y sen na en la forma de polinomio 
trigonométrico (distinguir dos casos según la paridad de nm). 

3. Escribir en la forma de polinomio trigonométrico 


2 cost x send x 4 cos? x sen? x. 
4. Calcular (con a, f p números reales, n entero natural) 


n-1 ni 
> pk cos (a + kB), E p* sen (a + KB). 


kmd k=0 


122. Aplicación de números complejos a la geometría afín plana 


a) Consideremos la traslación M-—=M” definida por 
0 MM'=A 
> 
a, z y z' son los afijos respectivos de A, M, M', tendremos 
(15 Z=2+4, 
Recíprocamente (1') implica (1), luego a cada traslación corresponde bi- 
unívocamente un número complejo. Además, las notaciones evidentes 


MM'=A 
— »>Y=z+(0+b) 
M/M” =B 


luego si t y s son traslaciones representadas, respectivamente, por los números 
complejos a y b, la traslación sot=tos está representada por a+ b, de 
donde: El grupo de las traslaciones del plano es isomorfo al grupo aditivo 
de los números complejos. 


FIG. 14 
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b) Efectuemos sobre los ejes Ox y Oy la traslación representada por 
Zo = Xy + ¿yo que los traslada a M¿X, MyY, donde Ms tiene por afijo zo. Si 
z2=x+iy y Z=X+1Y son los afijos de M, respectivamente, respecto a 
Ox y Oy, y MoX y MpY, tendremos 


0) OM = OM, + MoM 
x=x +X 

2") =% + Zo 

2) 2=% ea 


En una traslación de ejes “el afijo antiguo” de M es igual al “afijo nuevo” 
aumentado en el afijo antiguo del nuevo origen. 


c) Hemos visto en el $ 117 que si k es real no nulo, con z y 2” afijos 
respectivos de M y M” 


==» =p 
6) OM/' = kOM > z' = kz 6) 
la fórmula (3') representa, pues, la homotecia H(0, k). Estudiemos la homo- 


tecia H(Mp, k), y sea zo el afijo de Mp. Al considerar los ejes MpX y MpY 
deducidos de Ox y Oy por la traslación Z,, tendremos 


Z'=kZoz—2z = k(z2 — 20). 
Recíprocamente estudiemos la transformación M(z)>M'(2”) definida por 
(4) z=az+b (aeR*, be O). 


Si hay un punto invariante zp se tendrá zo=azo +b; luego existe un 
punto invariante y uno sólo si a 1. En este caso (4) puede escribirse 
z' — 2 = A(2 — Zo), 


es la homotecia H(Mo, k). Si a= 1, es la traslación asociada al número com- 
plejo b. 


123. Aplicación de los números complejos a la geometría euclídea plana 


a) Dado el número complejo a=k (cos a +i sen a)=kez (k real 
estrictamente positivo), interpretemos geométricamente la aplicación 


() 12>7' =42. 


Sea M y M' las imágenes respectivas de z y z', pongamos z=re! 
z' = rei", tendremos 
Y =kr 


¿pi — Tí ¡0 
rei" = kelre lenora (mod 2m) 
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de donde 
[OM || =k||OM | 
(Ox, OM”) = (Ox, OM) +a (mod 21) 


luego (1) representa la semejanza S(0, k, a); se sabe que 
S(0, —k, a +1) =S(0, k, a); luego si se impone a k el ser estrictamente 
positivo a toda semejanza plana S(0, k, a), se le puede hacer corresponder 
de manera biunívoca el número complejo keiz, Además, si T(O, l, fB) es otra 
semejanza de centro O, tendremos con las notaciones evidentes 


Z= kei« 2. =M2 2 = keleia+ z= (ab)z. 
z” = leib z' = hz” 


En consecuencia, si dos semejanzas de centro O están representadas, res- 
pectivamente, por los números complejos a y b no nulos, la semejanza “pro- 
ducto” está representada por ab, es decir: 


El conjunto de las semejanzas planas de centro O, provisto de la compo- 
sición de aplicaciones es un grupo isomorfo al grupo multiplicativo C*. 


En particular, si k=1, la fórmula 
z' =elz 


define la rotación R(0, a). Si a=0 0 a =w1 y k real no nulo, volvemos a 
encontrar la homotecia H(0, k) definida por z'= kz. 

Si X,, %, R, S representan, respectivamente, los conjuntos de las homo- 
tecias positivas, de las homotecias, de las rotaciones y de las similitudes todas 
de centro O, provisto de la composición de las aplicaciones, X,, HX, R, $ son 
los grupos isomorfos, respectivamente, de los grupos multiplicativos R*, R*, 
U, C* y se tiene 

X,CHkHCS, XRCS. 


b) Considerando los ejes M¿X, MyY deducidos de Ox y Oy por la tras- 
lación Zo, tendremos para la semejanza S(Mo, k, a) 

Q) Z' = keiZ o 7 — 2 = keix(z — zp) 
la fórmula (2) es de la forma 

(3) z=az+b. 

Consideremos a priori la fórmula (3) en que a y b son números complejos 
cualesquiera. Si (3) se escribe en la forma (2), encontraremos zp tal que 

(3) Zp = zo + b 
si y sólo si a 1, en este caso la transformación definida por (3) admite un 
punto invariante único M, de afijo zp, restando (3'”) de (3), se obtiene 


2" —Zp = a(z — 2p). 
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Si ax0 y ax1 poniendo a= kei" (k>0) se encuentra la forma (2). 
Si a=1 volvemos a encontrar una traslación, de donde: 


Teorema. — La transformación del plano, M(z)=>M'(2”) definida por 


zY=az+b (a 0) 
es biyectiva. 
Si a=keíz 4 1, (k>0) es una semejanza de razón k y de ángulo a; se reduce 
a una rotación para k=1 y a una homotecia para a =0 (mod T). 
Si a=1, es una traslación. 


OBSERVACION 


El conjunto de las semejanzas del plano provisto de la ley de composición de las 
aplicaciones no describe un grupo; en efecto, 


=4a +b 
=2'=A24+B A=at', 
Maz + br 
Se puede tener a 1, a' 1, aa' = 1; por el contrario, el conjunto de las biyecciones 


definidas por z”=az+b (a 0) es un grupo. 


c) Demos a los ejes Ox, Oy una rotación R(O, a), se convierten en 
OX, OY; sea z y Z los afijos respectivos de un mismo punto M, respectiva- 
mente, respecto a xOy y XOY, tenemos 


[=|=1Z|=|0M 
Larg z= (Ox, OM) = (Ox, OX) + (OX, OM) = a + arg Z (mod 27) 
de donde 


27 = Zels 
es decir, 


e : =X cos a — Y sen a 
+ iy = (X + ¿Y + E 
el ¿Xy/(cos ess 18m d) y Ein 


d) Consideremos dos puntos A(a) y B(b) y un punto M(z) distinto de B 


se leal, Ml 
231 po]  [MBI 
arg == = arg (z—a) —arg (z —b) = (Ox, AM)—(0x, BM) 


= (BM, AM) = (MA, MB). (mod 21) 
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= =k>0 es un 


z— 


TEOREMA. — El conjunto de los puntos Míz) tales que 
círculo si kx 1 y una recta si k=1 (la mediatriz de A(a) B(b)). 
— = a (mod 2r) (resp. mod 1) 


El conjunto de los puntos M(z) tales que arg 
z 


es un arco de círculo (resp. un círculo) si a. 0 (mod 1). 


FIG. 15 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el conjunto de los puntos M(z) tales que (z—a)/(z—b) sea real positivo 
(resp. real negativo)? 

2. ¿Qué resultado da el estudio anterior (subpárrafo d) para b= a? Relación con 
el ejercicio 2 del $ 116, 


124. Geometría del plano analítico T=Ccu [ o ). Grupo circular 


a) La aplicación z->2"! no está definida más que en C*: es una bi- 


yección de C* sobre sí mismo; podemos “añadir” a C un “punto del infinito”, 


representado co y proveer al conjunto T=cC Ufo) de una suma y una 


multiplicación no definidas totalmente, induciendo sobre C la adición y multi- 
plicación de números complejos escribiendo 


(V2€C) 2+o=0w, (VW2EC—(0) zo=w 


1 1 
ey (<= 0. 
Los elementos de C se llamarán finitos. Observemos que añadiendo « a C 
destruimos la estructura de cuerpo e incluso la de grupo aditivo, ya que el 
elemento «o no es regular para la adición. 
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Sin embargo, vamos a demostrar que se puede definir una biyección de 
C sobre una esfera S e incluso suministrar a C de una distancia 8 tal que la 
biyección anterior sea un homeomorfismo5 de C, provisto de la distancia 8, 
sobre S, supuesta S sumergida en el espacio euclídeo R* que posee la distancia 
euclídea habitual. p 

Examinemos las fórmulas del ejercicio del $ 115 (z=x + iy) 
2+2 2x i Z—2 2y 
l+zz 14%+38 l+z3 1++y 
O 
+22 1+4%+8 


(1) x 


Z= 


tenemos X?+ Y? +Z*=1 y observando que Zx=-—1 


1 Xx Y EY... 2 
Mm % 7 1 TIFRE 


A todo punto m de afijo z de C hacemos también corresponder un punto 
único M(X, Y, Z) de la esfera S de centro O y de radio 1. Sea P el 
punto (0, 0, —1) de S, las fórmulas (1) muestran que P, m, M están alinea- 
dos; se ve inmediatamente que el plano complejo C descrito por míz) y la 
esfera S son inversas en la inversión I(P, 2). 

Esta aplicación C—>S inyectiva según las fórmulas (1') no es suprayectiva, 
pues P(0, 0, —1) no es la imagen de ningún punto de C; pero si ponemos 


zEC f()=MX,Y,Z)  flo)=P(0, 0, —1) 


definimos una biyección f de € sobre S de la que la restricción C es la 
inversión 1(P, 2). 
Pongamos ahora 


Q) (Vz, 22€) — 5(z, 2) = D(M,, M>) 


(esta fórmula comprende como caso particular (z€C) £(z, co) == D(M, P)); 


siendo D la distancia euclídea de R?, definimos así una distancia $ sobre C: 
llamaremos plano analítico“ el espacio métrico así definido. La definición 
(2) muestra que es homeomorfo a la esfera S llamada esfera de RIEMANN aso- 
ciada al plano analítico. El homeomorfismo f es igualmente una isometría, 


pues la distancia de z, y de z, (en C) es, por definición, igual a la distancia 
de M, y M, (en S). 


(25) Se llama homeomorfismo de una parte A de un espacio métrico E sobre una parte B de un 
espacio métrico F toda biyección / de A sobre B tal que f y /-! sean continuas para las distancias 
definidas, respectivamente, sobre E y F. 

(26), En el libro de Geometría veremos que € puede identificarse con el espacio proyectivo complejo 
de una dimensión, es decir, con la recta proyectiva compleja. (Se podría definir análogamente la recta 
proyectiva real R que contiene un solo punto en el infinito, que no debe confundirse con la recta numérica 
cerrada R que contiene dos puntos en el infinito — + y ++. Ver libro de Análisis.) 
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EJERCICIOS 


1. Utilizando la definición de la distancia euclídea en R3, 


D(M,, M)) = /(%,— XP + (Y, — Y P + (2, ZP 
y una fórmula bien conocida de la inversión, demostrar que 
212,—2,| 
(2, €C, 7€C) dz, 2) = —]» 
va +12 (+12, 12 
demostrar, por otra parte, que 
Z 
v1+[z/ 
Deducir que las cuatro biyecciones siguientes de € sobre sí mismo (heC, keC*) 
son continuas, como también sus aplicaciones recíprocas (es decir, que son homeo- 


(zeC) 32, o) = 30, 2) = 


morfismos de a) 
z>z+h,  z2>kz  2=>2l, 2>i 


(para el estudio de la continuidad a distancia finita se observará que si 'z,|<r, |2|<r 
se tiene 
Al 2)<2|2—z,| 
1 w 22 24 
y al infinito se utilizará 3(0o, 2)). 
2, Demostrar que la restricción a C* de la biyección de € sobre sí mismo definida 


por z=>(2)-1 es la inversión 1(O, 1) y que la restricción a C* de la biyección de T 
sobre sí mismo definida sobre z=>z2-! es el «producto» conmutativo de la inversión 
KO, 1) y de la simetría respecto a Ox. Interpretar geométricamente (ke C*) 


2 =klz 2—2,= k/(2— zp). 


(Se supondrá primero k real, luego k no real.) 


b) Función homográfica 


Consideremos la aplicación f de € en sí mismo definida por (a, b, c, de €) 


fla) = si 20 y  2X—dic 


feo) = ale, Raj = «. 


La restricción de f en C define una semejanza o una traslación si c=0. 
Sicx0 


266 NUMEROS COMPLEJOS [Cap. 6 


Si ad —bc= 0, f es constante, diremos que f es una función homográfica 
impropia. Si ad —bc 4 0 (siendo c nulo o no) f es biyectivo, diremos que f 
es una función homográfica propia. Está compuesta de un número finito de 
aplicaciones de uno de los tipos siguientes (he C, keC*) 


z>f(2)=2+h, 2> [Lz) = kz, 1>fiíz2) = 27. 


Estas aplicaciones son biyecciones de C, las restricciones de f, y f. a C 
representan, respectivamente, una traslación y una semejanza y la restricción 
de f, a C* representa una inversión -simetría (ver ej. 2 anterior). Las aplica- 
ciones M(z)>M'(2') asociadas a las restricciones de z—>z'= f,(z) 
(h = 1, 2, 3) conservan los ángulos del plano orientado, y el conjunto de círcu- 
los y de rectas del plano se conservan globalmente por cada una de ellas. 
Por abuso de lenguaje diremos que fi, f», f, y f, función homográfica, operando 


en C, conservan los ángulos y el conjunto de rectas-círculos, de donde el 
nombre de transformación circular dada también a la función homográfica. 


EJERCICIOS 


3. Demostra que toda función homográfica propia es homeomorfismo de C sobre sí 
mismo, (Se obseivará que el elemento compuesto de dos homeomorfismos es un homeo- 
morfismo; es suficiente, pues, demostrar que f, f, f, son homeomorfismos) (ver ej. 1 
anterior). 

4. Si A y C son números reales y B complejo, demostrar que el conjunto de los 
puntos M(2) verificando 


(1) Azz + Bz+ B2¿4+C=0 


es un círculo si A 0 y una recta si A=0. Demostrar que la ecuación (1) representa 
una recta si y sólo si (1) se verifica para z= co. 

5. Se llama puntos focales de la función homográfica propia 
z>f(z) = (az + b)/(cz + d), los puntos de afijos p=-—d/c (puntos focal objeto) y 
y =a/c (punto focal imagen), se tiene f(p)= we y f(=o) =v'. ¿En qué condición la 
transformación homográfica transforma un círculo en círculo, un círculo en recta, una 
recta en círculo, una recta en recta? 

Demostrar que la relación 2'= f(z) puede escribirse 


E—P(l—Y)=2 
hacer explícito el valor de ». 


c) Grupo circular 


Si se pone 


f(2) = a  FO=G 


con ad—bcx 0 y ad'—b'c” +0 tendremos 
(ata + b'c)z + a'b + b'd 


CNO rar 
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con 
(aa + b'cXc'b + d'd) —(a'b + b'dca + d'c) = (ad — beXa'd' — bc”) 


en consecuencia, f'of es también una función homográfica propia (se sabía 
ya que era una biyección como compuesta de dos biyecciones). Por otro lado, 


z> es una función homográfica propia, igualmente que 
—dz+b 
2>fMUz) = 

A) > 


luego: el conjunto de las transformaciones homográficas propias es un grupo 
que opera en el plano analítico. Se le llama el grupo circular (sus elementos 
conservan globalmente el conjunto de círculos y rectas). 


d) Razón doble de cuatro números complejos 


En la traslación 2>2'=2 +h para todo par de puntos distintos Zj, 22 
Z— 2] =2,—2, 
se dice que Z¿—Z, es un invariante para toda traslación. 
En la semejanza 2>2'=kz (kx 0), 2¿—z2; = k(z,—2,), pero si consi- 
deramos tres puntos distintos 
Z—z 2,—2, 


A 
24 BA 


diremos que (z, —2,)/(2,—25) es un invariante para toda semejanza y toda 
traslación. 
En fin, la transformación z=>2'=z"! tenemos 


et 
AZ 2,2,—2, 


z 
—4 212% 


z 
pero si consideramos cuatro puntos distintos 


E MD == 
ZE U—Z 22% 2—% 


7 qa 7 
2 2-24 22% 2,—2, 


=0 
este número p es un invariante para z>27"!, >kz y 2>2 +h, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dados cuatro elementos de C distintos O nO 2,, Zy 2y Za 


cuando el elemento de € 
2z,—2 


o E 


está definido, es invariante por toda función homográfica; se le llama la razón doble 
de los cuatro números y se escribe p = (2, 2 Zy 24). 


268 NUMEROS COMPLEJOS [Cap. 6 


Así, si 2,=23 (2, 27 24 distintos 2 a 2) 
p=0, 


si z=2, (2), 2 24 distintos 2 a 2) 
p=0o, 


si z=0w (2, zp 23 finitos, distintos 2 a 2) 


2—a 

CoroLARIo. — Dados seis números complejos finitos o no 2; zp zy los tres distintos 
y EN 2 zz los tres distintos, existe una función homográfica propia única f tal que 
He)=2%, (=1, 2, 3). 

En efecto, si z' = f(z) existe, se tendrá 

(2, 2, 2) 2) =(2, 2, 2 25) 

esta relación resuelta en z” muestra que f es una homografía propia y que 
ff) =z, (k=1, 2, 3). 
EJERCICIOS 

6. Demostrar que si se pone (2, Zy Zy 2) =p se tiene 

(Za 21, Zp 23) = (23, 24 21) 22) = (24 Z3r Za 21) =P. 
Deducir de lo anterior que si p es una permutación cualquiera de (1, 2, 3, 4), luego 


un elemento de S, ($ 85): p(p)= (Zp(1) Zpc2)» Zp(3)» Zp(4)) toma al menos 6 valores. De- 
mostrar que 


(Ep 2 24 2 =1/p (=p 2 29 2) =1—0. 


Deducir que los 6 valores que puede tomar p(p) son p, 1/p, 1—p, 1/(1—p), 
(p—1)/p, p/(e — 1). Demostrar que las aplicaciones que hacen corresponder a p uno de los 
6 valores precedentes describen un grupo isomorfo a Sy, (ver capítulo 4, ej. 62). 

7. Demostrar que p(p) toma menos de 6 valores únicamente en los casos siguientes: 

a) Dos números y sólo dos son iguales 

p(e)e(0, eo, 1). 


A! 
2 


cuando p=—1 se dice que la razón doble es armónica. 


bep==1, o 2, 


»]- 


e) p=—=jo0 —P (P=1D ' 
pl) sii —P). 
8. Dados cuatro puntos M,, M,, My, My del plano euclídeo, de afijos 2,, Zy, 23, 2; 
(números complejos finitos), demostrar que la razón doble (z,, z,, 23, 24) es invariante 
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por un desplazamiento de ejes; se dirá que esta razón doble es la razón doble 

(M;, M, M3, M¿) de los 4 puntos; calcularlo en función de las longitudes de los 
— 


vectores MM; y de ciertos ángulos que estos vectores forman entre sí (utilizar el $ 123, 
d). ¿Qué se puede decir de los 4 puntos si p es real, si p es real estrictamente positivo 
o estrictamente negativo? (utilizar el $ 123, d). 


e) Puntos invariantes de la función homográfica 

Las soluciones a y f de z= f(z) están dadas por 
c+ (d—a)jz—b=0. 

Si cx 0 tendremos 


A=(d—ay + 4bc= (a + d?—Mad—bc)ix0 ax f (a y B finitos) 
A=0 y da a=B (a finito). 


En el caso en que A 0 para z, + z, tendremos 
(2, 2 QU P)= (2, 2, a, B) 


un cálculo fácil muestra que 


si f es biyectiva existe luego un número complejo s 0 tal que para todo z 
(2 = f(z)) se tiene 


09) 


es la forma canónica de la función homográfica relativa a los puntos invarian- 


tes supuestos distintos. 
En el caso A=0, ax d, un cálculo fácil nos permite encontrar la forma 


canónica (h € C) 
0) =—= +h. 


EJERCICIOS 


9. ¿Cuáles son los puntos invariantes (en C) de una semejanza, de una traslación? 
Enunciar y demostrar los recíprocos. 

Siendo f una función homográfica que tiene dos puntos invariantes distintos en C, 
a y $, se, designa por g la función z->g(z) =(2—0)/(2 — B), demostrar sin cálculo 
que gofog-! es una semejanza z>kz. Calcular k. 


10. Siendo s el número definido por la relación (1), demostrar que s + E se expresa 
s 


racionalmente en función de a, b, c, d. 
11. Demostrar que los puntos focales (ej. 5 más arriba) y los puntos invariantes 
de una transformación circular tienen el mismo punto medio. 
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f) Transformación involutiva 


Se dice que la función homográfica propia f es involutiva si f=f-! (o la 
condición equivalente: f=fof es la identidad; 8 15, ej. 6), ello es así si 
y sólo si a+d=0; como 


z=f(2)0z= f(2) 


se puede decir que z y z' son homólogos en la involución f. 


EJERCICIOS 


12. Demostrar que las únicas semejanzas involutivas son las simetrías con relación 
a un punto. Mostrar que las involuciones no reducidas a una semejanza tienen sus puntos 
invariantes a y f distintos y finitos y que 


(z, 7, a, B)=—1 


Deducir que una involución está determinada por dos parejas (z,, z(), (z,, 23) de 
puntos homólogos. 

Demostrar que los puntos focales (ej. 5) están confundidos y que la relación z'= f(z) 
puede escribirse (2 — p) (2 — q) = h. 

Interpretar geométricamente esta relación (utilizar el ejercicio 2 de este párrafo). 

13. Demostrar que dos involuciones propias distintas de la identidad y distintas 
entre sí f y g tiene un par común y sólo uno (z,, z¿) de puntos homólogos. ¿Cuáles 
son los puntos dobles de la homografía h=fog? Demostrar recíprocamente que toda 
homografía propia puede escribirse en la forma fog, donde f y g son dos involuciones 
y esto de una infinidad de maneras. 


EJERCICIOS 271 


Ejercicios 


122*, Sea K un cuerpo conmutativo totalmente ordenado, 1 su elemento unidad. 


123. 


124, 


125. 


126. 


127. 


128. 


a) Demostrar que —1 no es un cuadrado de K 


b) Demostrar que existe un supercuerpo L de K, conteniendo un subcuerpo K”, 
isomorfo a K (y que se identificará a K) y una raíz cuadrada de — 1. 


€) ¿Qué condición suplementaria debe verificar K para que todo elemento de L sea 
un cuadrado de L? 


Calcular los números complejos siguientes 

(+ (iy 

Ap "ARO 
b) (1+Da+(1—Db con A¿=j—-1,2=P—1 
(encontrar todos los valores posibles). 


160 —H0) 14 ix 
ri =— cm 1 —_——_____—_—_—_— 
100) —1(=) 1+ tg a+ ix(1+1tg b) 


(a, b, x reales). Módulo y argumento de z. 


Factorizar el polinomio: x2 + y? + 22— yz —2x— xy (se le considerará como un tri- 
nomio en x, y se introducirá j y j?). 


Demostrar que cualquiera que sean z y 2” (22' = 8), 

a) [247 R+ 27 P= 2/22 + /2"1?). 

Interpretación geométrica. 

242 

—u +| +ul. 
E 


247 
» a+lel=| 


(si se demuestra que la relación precedente está conservada por similitud, se podrá 
suponer u= 1). Interpretación geométrica. 


Encontrar todos los pares (z, z') de números complejos tales que 
WEA 247 
===, 
22" R | 
(la misma observación que en el ej. 125, b), Discutir 
Calcular cos 5a, sen 5a, en función, respectivamente, de cos a y sen a. 


De cos 5-5-=0, deducir el valor de cos HE, 
10 10 


Sé designa por u y ú las raíces de 2—2x+2=0. 
a) Escribir a” y a” (n entero positivo) en forma trigonométrica y en forma alge- 
braica. Calcular 


[[e* +». 
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b) f y g son dos funciones reales de variable real derivables, se pone 
(6) =1(0) + 1800, HO =f (0 + ig(0) 
Calcular f y g para h(t) = ela+ibX (a, b reales); deducir que A'(t) = (a + ib) h (1). 
Calcular la derivada n-ésima de e*!. 
129. Dados los enteros n, p, k (0<k<p<n), se pone 
Si= Cp + Cp Cr... + Ci 
siendo x el mayor entero posible. 
a) Escribir x con ayuda de una parte entera (cap. 5, ej. 121). 
b) Para p= 3, calcular Sy, S,, S). 
e) Para p= 4, calcular S¿, S;, S,, Sy (ver $ 92, ej. 4, utilizar (1 + x)" en donde x se. 
ha elegido convenientemente. 
130, Sea ABC un triángulo, los afijos de A, B, C son, respectivamente, a, b, c. 


a) Calcular el afijo del centro de gravedad G de ABC. 
b) Encontrar los puntos M, del afijo z, tales que 


—. — => — =h. == 
MA/]|| MA ||? + MB/|| MB ||? + MC/|| MC |]? = 0 
(se demostrará que 1/(z—a) + 1/(2— b) + 1/(2—c) = 0). 


131. Resolver la ecuación (x— a)" = k(x—a')" (n entero positivo a, a”, k complejos 
k 0). Demostrar que estas raíces tienen sus imágenes sobre un círculo, o una recta. 
¿En qué condiciones estas raíces son todas reales? 


A) 1— ig 4 


2 


Tr T 
a real comprendido estrictamente entre —— y — 
L+ ix l+itga 2 


Resolver ( 


132. En el plano complejo se consideran los puntos A,(0<Xk<n) de afijo 
z, = 4 (cos 2kx/n + ii sen 2kx/n) (a> 0) 


y el punto M de afijo z =r (cos 0 + ¡ sen 0). 
a) Demostrar que 2"—a" =(2—4) (2—2/) ... (2—2,_1). 


b) De la relación encontrada para a= 1, deducir 
T 27 (n— 1) 
sen — sen — ... sen ——— = n21-1 
n n n 


¿en qué se transforma esta fórmula para n= 2p (p entero)?; aplicación numérica 
n=090, n=100. 

c) Suponiendo a * 1, calcular el producto de las longitudes de los vectores 
— — 
MA¿(0<k<mn) el producto de las longitudes de los vectores AjA¿(1<k<n 


y el producto de las diagonales del polígono regular Ap, Aj, ..., Ay_¡+ (Tomar 9 =0 
y pasar al límite). 


133. a) Conociendo los afijos w y z de £22 y M, determinar el afijo de M” imagen de 
M en la semejanza (N, a, k). 
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134. 


15, 


16. 


137. 


b) Conociendo los afijos a y b de dos puntos A y B, encontrar el afijo del vértice 
C del triángulo equilátero ABC de sentido directo. 

€) Conociendo los afijos a,, a, de dos vértices A¿A, de un polígono regular de 
sentido directo AyA, ... A,_¡, calcular el afijo a, de Aj. 

d) Dado un rectángulo ABCD de sentido directo, calcular los afijos de C y D, 
conociendo los de A y B y la relación k= BC/AB> 0. 


En el plano complejo, se consideran los cuatro puntos A,, Az, M,, M, de afijos 
respectivos a, —4, 2,, z, (a real no nulo) verificando la relación 2,2, = 4?. 


a) Demostrar que Ox es bisectriz interior de 
> — — — 
(OM, OM)  yque  |[OM,|| [[ OM, [| = || OA, [P. 


b) Calcular la razón doble (a, —a, 2,, z,) deducir que las parejas (Aj, Az) y 
(M,, M,) hacen el mismo papel. 

Demostrar que estos cuatro puntos están o alineados o situados en un círculo C; 
en este último caso demostrar que las cuerdas A¡A, y M,M, se cortan en el interior 
de C y son conjugadas en relación a C: se dice que el cuadrángulo A,A, M,M) es 
armónico. 


En el plano analítico, se considera la aplicación f que a m(z) hace corresponder el 
punto M(Z) tal que 


1 a 
2=10=3(++S) 
2 z 


(c real estrictamente positivo tiene por imagen F y —c, F”). 

a) Demostrar que M es la imagen por f de dos puntos m,, m, y que F, F”, m,, m, 
forman o una división armónica o un cuadrángulo armónico (V. ej. 134). 

b) Se pone z'= g(z) = (2—c)/(z + c), calcular f' =g0fog7!. Deducir los con- 
juntos descritos por M (resp. m) cuando m (resp. M) describe 

«) un círculo pasando por F y F'. 

B) un círculo descrito por P tal que PF/PF'=k (k>0, kx 1). 

<) Se pone z=r (cos 0 +i sen 0), Z=X + iY. 

Calcular X, Y (reales) en función de r, 0, c. 

¿Qué conjunto E (resp. H) describe M cuando m describe el círculo r=R>0? 
(resp. la recta 0 =« (mod 1). 

¿Qué conjunto describe m cuando M describe E, y cuando M describe H? 


Tenemos dos números complejos a y b, se designa por z, y z, las raíces de las 
ecuación x?— 2ax + b = 0. ¿Qué condiciones deben satisfacer a y b para que z, y zz 
posean una de las propiedades siguientes? 
1D lal=121 2) arg 2, =arg 2, (mod 27) 
3) |2,|=r]2,] 4) arg 2, =arg 2, + 4 (mod 21) 
(e y r son dos reales dados, r> 0). 
Para 3) y 4), se pondrá z=2,/z, y calculando z + 1/z, se utilizará el ej. 135, c). 
Se considera la transformación circular f definida por (V. $ 124) 

az +b 


== 5 
Él qe cz+d 
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con clad— bc) + 0; se designará por la misma letra todo punto y su afijo. Sean 
u y v los puntos invariantes de f, se pondrá 
—u 


z 
siuxv, Z=g()= 
r—y 


si u=v, Z=g(2) = 


y en los dos casos F=gofog”!. 
a) Si uv, demostrar que existe un número complejo s* 0, tal que F(Z) = sZ. 
Deducir de ello que f conserva globalmente el haz $ de los circuitos que pasan 
por u y v y el haz conjugado 5”. Demostrar que para que f conserve cada uno 
de los circuitos (o rectas) de F (resp 3”) es necesario y suficiente que s sea real 
(resp. |s|= 1). ¿Qué ocurre para s=—1? 

b) Si u=v, demostrar que existe un número complejo h tal que F(Z)=Z+ h. 
Demostrar que existe un haz de círculos $ en que cada círculo es invariante por f 
y un haz de círculos $” globalmente invariante por f. 

c) Se pone z, =f(2p) ... 2, = HZ, 1). Calcular z,. ¿En qué caso para todo z, se 
tiene z, = zp 

¿Cómo están entonces dispuestos los puntos Zp ..., 
Caracterizar f si este fenómeno se produce para n 


Za-1? 


Se considera el grupo G de transformaciones del plano analítico C engendrado 
por f, y f, definidas por f/(2)=1/z, fz) =1—z. 

a) Demostrar que G tiene seis elementos (V. cap. 4, ej. 62) que se designarán 
por fp con fa(2)=2, fp fo fy fo 15 

b) Siendo C, el círculo |z|= 1, demostrar que C, =f, (C¿) es un círculo o una 
recta. Determinar para cada valor de k la imagen por f, de |z|<1 y |z| > 1 
(0<k<5). 

€) Demostrar que las curvas C, encontradas parten el plano en seis regiones A, 
(0<h=<5) y que si z= f¿(z) está contenido en una de ellas estrictamente, cada 
una de las cinco restantes contienen estrictamente uno y sólo un punto 12) 
(1<k<5). 

d) ¿Qué relación hay entre este ejercicio y los ejercicios 6 y 7 del $ 124? 


Se considera el conjunto F de las funciones homográficas propias f operando en 
el plano analítico c y definidas por 


az+b d 
2) =— sizro y z2%=—= 
cz+d € 
a d 
fo) =— Hl—=|=w ad—bc 0. 
Cc ec 


Poniendo z=x+ iy (x, yeR) se designa por P (resp. P,) el subconjunto de C 
definido por y>0 (resp. y<0), por D el subconjunto |z|=1 y T' el subconjunto 
z = 1. Finalmente se designa por G, G,, H los subconjuntos de F descritos, respectiva- 
mente, por g, £¡, h tales que 


gP)=P, g(P)=P, AD)=D. 
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140. 


a) Demostrar que g(P)) =P, g¿(R)=R, g¡(P,) =P y g¡(R)=R. Demostrar recí- 
procamente que f(R) =R implica fe G, o sea, fe G,. (Utilizar la continuidad de f, 
$ 124, ej. 3.) Demostrar que los elementos de G pueden estar definidos por a, b, c, d 
reales verificando ad—bc= 1 (se observará que si 2x0 (a, b, c, d) y (Ma, 
Ab, Mc, Md) definen la misma función homográfica). 

b) Demostrar que G es un subgrupo del grupo circular F; ¿es transitivo este 
grupo? 

¿G, es un subgrupo de F? 

e) Encontrar una aplicación f, tal que f(P) =D, f(R) =T (utilizar ej. 2 $ 116). 
Demostrar que si g describe G, entonces h=f,0g0fy! describe H. Deducir que 
h(T) =T y que H es un subgrupo del grupo F. 

Demostrar que h puede estar definida por 


—x, 
h(2) = 0 2 


[w) = 1 lzy] <1. 
1—2% 


Si A, B, C, D son cuatro números complejos tales que AD—BC x 0, se considerará 
la aplicación f de T (plano analítico) en sí mismo definida por 
Z4+B 
(1D A E si 2% 00 y zA=— 
Cz+D Cc 


10) 


f se lama una antihomografía. 


1. a) Demostrar que f es una biyección y que un cambio de ejes rectangulares 
de la misma orientación no altera la' forma de la relación (1). 

b) ¿Cómo transforma f la razón doble de cuatro puntos? ¿Se puede conservar este 
último? 

Demostrar que f conserva el conjunto de las rectas-círculos. 

2, Se supone C=0. 

a) Demostrar que si se escoge convenientemente los ejes, f puede estar definido por 
(2) Y7=ri+p+iq 

donde p, q, r son reales y r>0. 

b) Interpretar geométricamente (2). (Discutir buscando los puntos intervariantes de f). 


3. Se supone CXx0 y f involutivo (es decir, f=+f71), se dice que f'es una 
antiinvolución, 


a) Demostrar que f está definida por 
[€)] Y2¿—(p—iq)'—(p+iqi+r=0 
donde p, q, r son reales. 


b) Interpretar geométricamente (3). (Buscar los puntos invariantes de f y efectuar 
una traslación de ejes.) 

4. Se supone CXx0 y fx f-1 

a) Demostrar que f2=fof es una homografía. Deducir sin cálculo que las fun- 
ciones f pertenecen a uno de los tres tipos siguientes 
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(T,) hay dos puntos u > v y dos sólo tales que 
fuU=v fuy=v 

y u y v son finitos. 
(T,) existen dos puntos u y y dos solo invariantes por f y u y v son finitos. 
(T3) existe un solo punto u invariante por f y u es finito. 
b) Demostrar que mediante un cambio de ejes las funciones f del tipo (T,) y del 
tipo (T,) pueden ser definidas, respectivamente, por 
(4) ZIZM +24 0=0 
(5) Yi¿—MZ7'—2)—aA4=0 
2 es complejo y a real estrictamente positivo. 

z—a 
Se pone Z = g(z) = ——, F=gofog-. 

z+a 
Interpretar geométricamente las funciones F que corresponden, respectivamente, a las 
funciones f de los tipos (T,) y (T>). 
¿Cómo f del tipo (T,) (resp. del tipo T,) transforma los círculos pasando por 


a y —a, o los círculos del haz conjugado? ¿Hay círculos o rectas invariantes 
por f del tipo (T,) (resp. del tipo T,)? 


<) Demostrar que mediante un cambio de ejes las funciones f de tipo (T,) pueden 
ser definidas por 


'I 
| 
+ 
> 


siendo A complejo. 
pj 

Se pone Z= h(z) =—, F=hofoh-! 
z 


Interpretar geométricamente F. ¿Existen círculos o rectas invariantes por f? 


1) 
ESPACIOS VECTORIALES 


l. Definiciones. Primeras propiedades 
II. Subespacios vectoriales. 
III. Independencia lineal. Bases. 
IV. Propiedades de las aplicaciones lineales. 
V. Operaciones algebraicas efectuadas sobre las aplicaciones lineales. 
VI. Formas lineales. Dualidad. 


Il. Definiciones. Primeras propiedades 


125. Estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo. Isomorfismo 
de espacios vectoriales. Ejemplos 


a) DEFINICIÓN. — Dado un cuerpo conmutativo K, de elementos neutros O y e, se 
dice que un conjunto E provisto de una operación interna y de una operación externa 
cuyo dominio de operadores es K, tiene una estructura de espacio vectorial sobre K si: 


—E es un grupo abeliano para su operación interna. 


— La operación externa es tal que, para todo x de E y todo ) y todo y de K, se tenga 
Mux) = (q)x ex=x. 


— La operación externa es distributiva con relación a la suma en K y con relación 
a la operación interna de E. 


Se dice también que E es un espacio vectorial sobre K para las opera- 
ciones consideradas, o un espacio vectorial sobre K o también un espacio 
vectorial si no puede surgir confusión alguna. Designando multiplicativamente 
la ley externa de E y aditivamente su ley interna, 0 y 0x representan 
—provisionalmente— los elementos ceros de E y de K, los axiomas de la 
estructura de espacio vectorial sobre K se escriben 
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V, (Vx, y 2€K) (+y+2=x4+(y+2) 

V, G0¿€E)(VxeE) 06+x=x+0 =x 

V, (VvreE)Gv eE) x+x=xY+x'x0 (1 =—x) 
Va, (Vx, ye E) x+y=y+x 

Vs (VxeEJ(VA pEK)  Mux)= Q4)x 

Vs (VvxeE) er=x 


V, (VreEJ(VA pEK) (Q+px=lm+ yr 
V, (Vx, ye E)(V1A€K) Mx +y)=M + MW. 


' E para su adición interna es un grupo: se le llama grupo aditivo de E. 
Xx, Y, 2, ..., elementos de E se llaman los vectores de E, », y, ..., elementos 
dol cuerpo de operadores K se les llama escalares: los designaremos en ge- 
neral, respectivamente, por letras latinas y griegas, sin que este convenio sea 
absoluto, lo que nos llevaría a complicar las notaciones. 

K se llama el cuerpo de base del espacio vectorial E; recordemos que 
le suponemos conmutativo sin que tengamos necesidad de repetirlo cada vez 
que hablemos de él. 

Observemos que si K” es un subcuerpo de K, la suma interna de E y la 
restricción de la ley externa a E Xx K” proporcionan a E una estructura de 
espacio vectorial sobre K. 


b) Isomorfismo de dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo con- 
mutativo K 


DEFINICIÓN. — Sean dos espacios vectoriales E y E” sobre el mismo cuerpo K, toda 
biyección f de E sobre E” tal que 


(1 (VxeE)(VyeE) Mx 4 y) =460 + 10) 
(vxe E) (va eK) Hax) = af(x) 


es un isomorfismo de E sobre E”. 
Si E=E', f es un automorfismo del espacio vectorial E. 


Estudiaremos con detalle los isomorfismos de espacios vectoriales como 
caso particular de los homomorfismos en la sección III. Hasta entonces nos 
basta saber que la composición de dos isomorfismos es un isomorfismo y que 
f-* es un isomorfismo de E” sobre E, se comprobará fácilmente (lo demos- 
traremos en el $ 140). Por otro lado, una buena parte de las demostraciones 
se han hecho en el $ 77: un isomorfismo del espacio vectorial E sobre el 
espacio vectorial E” es según (1) un isomorfismo del grupo aditivo E sobre 
el grupo aditivo E”. 

Si existe un isomorfismo f: E-=>E', se dice que E y E' son dos espacios 
vectoriales isomorfos: recordemos que éstos son dos espacios vectoriales 
sobre el mismo cuerpo K; se dice entonces que E y E' tienen la misma 
estructura de espacio vectorial. 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


Se demostrará que los axiomas de la estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo 
se verifican para los conjuntos E y los cuerpos K siguientes: 


1. E: conjunto de los vectores libres del espacio (o del plano) de la geometría 
> > 


+ 
elemental, K=R, E está provisto de las operaciones x+y y ax (ua real). Aquí está 
el origen de la palabra «espacio vectorial». 

2. E: conjunto de polinomios con coeficientes reales, K =R, E posee dos opera- 
ciones A+B y «A (au real) (ver capítulo 11). 

3. E es el mismo cuerpo K, las dos operaciones son naturalmente a+b y ab, 


por tanto: 
Todo cuerpo conmutativo es un espacio vectorial sobre sí mismo. 


4. E=C, K=R, el conjunto C está provisto de dos operaciones 


(a+ a40+(b+b1)=(a+ db) + (ar +b iy  cla+a'i=ca+ cai 
(a, a”, b, b”, c son números reales). 


C es un espacio vectorial sobre R, es también un espacio vectorial sobre sí mismo 
(ej. 3 anterior): estas dos estructuras de espacios vectoriales son diferentes (ver $ 136, 
ej. 2). 

RxR provisto de las dos operaciones (a, a”) +(b, b)=(a+b, a +b", 
cla, a!) = (ca, ca”), (donde a, a”, b, b”, c son reales) es un espacio vectorial sobre R 
(ver $ 127) isomorfo a C considerado como un espacio vectorial sobre R. 

5. E=8$(R, R) conjunto de funciones numéricas reales de variable real t=+[(), 

K=R, E posee dos operaciones (a real) 


s=/+80>[(tER) sí) =/(0 + £(0] 
h=0f <=[(vteR) h(t) =af(t)] 


o F=8$([0, 1], R) K=R, F está provisto de las operaciones anteriores. 
6. E: conjunto de sucesiones (u,) reales que verifican (a, b, reales) 


Uny2 + QU, ,1 + bu, =0 


K=R, E está provisto de las operaciones u, + V,, 4u, (a real). 
7. E: conjunto de las funciones numéricas reales de variables reales dos veces deri- 
vables verificando (a, b reales) 
Fra +bf=0 


K=R, E está provisto de las operaciones definidas en el ejemplo 5 anterior. 
8. Para todo a no nulo de K, x->ax es un automorfismo del espacio vectorial E 
sobre K. Se le llama homotecia de razón «a 0. 


126. Reglas de cálculo en un espacio vectorial 


a) La multiplicación externa es distributiva respecto a la resta en E; 
en efecto, para todo -A, todo x* y todo y 


Mx—yY) + M = MG —y) + y] = dx 
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de donde 
Ma —y) =M— y 
si hacemos x = y obtenemos 
00) 20z = 0 


finalmente 
M— x) = MO — x) = M0 — hx = 02 =— Ax. 


b) La multiplicación externa es distributiva respecto a la resta en K; 
en efecto, para todo ), todo y y todo x 


QA — px + yx = [AQ —) + p]x= hx 
de donde 
OQ. — u)x = Ax — px 

haciendo A = y obtenemos 

(2) Ox = 02 
finalmente 

Dx = (0x — Nx = 0xx — Ax = 0 — hx =— Ax. 
c) Para todo 1 de K y todo x de E, (1) y (2) demuestran que 
6) 0xx = »0z = Op 


consideremos recíprocamente la igualdad 
Ax = 0 


o bien A=0x (es el caso de (2)) o bien LA 0x y 2 es inversible en el 
cuerpo conmutativo K, de donde 


Ax) = 2705 = 0; 
y utilizando los axiomas Vs y Vs 
Ax) = A Mx = e - x= x= 05. 


En todo espacio vectorial la igualdad hx = 0 implica A =0x o x= 0. 

Este resultado y las igualdades (3) demuestran que no hay, en general, 
ningún inconveniente en representar 0 y 0x por el mismo símbolo 0, lo que 
haremos en adelante, salvo en el caso particular en que las notaciones Oz y 0x 
exijan una precisión determinada. Igualmente designaremos e elemento unidad 
de K por 1, lo que no tendrá ningún inconveniente, en general: los cuerpos 
que se utilizan normalmente son Q, R, C o cuerpos de característica nula. 
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127. Espacio vectorial producto de dos espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo conmutativo K 


Sean E, y E, dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo 
K, consideremos el grupo producto de los grupos aditivos E, y Ez, la opera- 
ción sobre E, X E, está definida por (ver $ 79) 


(Ep 2) + (Y Y) = (41 + Y 22 + Y). 
Se verificará fácilmente que la multiplicación externa cuyo dominio de 
operadores es K, definido sobre E, X E, por la igualdad 
Mx x2) = Qux1» Ax2) 


proporciona al grupo E, X E, una estructura de espacio vectorial sobre K, se 
le llama espacio vectorial producto E, X Ez. 

Dados n espacios vectoriales E;, ..., E, sobre K, las igualdades siguientes 
(con notaciones evidentes) 


(1 Xa <> Xn) E Yo Ya +01 Y) = (1 + Yo Ya E Ya +1 Xn + Y) 
M1 Xa «>» Xn) = (Xi Az <<» At) 


definen el espacio vectorial E,XEzX... X E, Se puede tomar 
E, =E,=... = E. En particular, K es un espacio vectorial sobre K (8 125, 
ej. 3); por tanto, K” es un espacio vectorial sobre K, tendremos 
a+b=(a, Qs +» 0n) + (Bn Ba --» Bn) = (01 + Bn 02 + Ba <<» Un + Bn) 
da = Mas, O +0» An) = (ña) Maz +0» Man) 


por ejemplo, R" es un espacio vectorial sobre R. 


EJERCICIO 


Cr es un espacio vectorial sobre R, es isomorío a R?% espacio vectorial sobre C. 


Il. Subespacios vectoriales 


128. Definición. Ejemplos 


a) TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Toda parte no vacía F de un espacio vectorial E sobre 
K, estable para la adición interna de E y la multiplicación externa, tiene por estructura 
inducida sobre ella por la estructura de E una estructura de espacio vectorial sobre K. 
Se dice que F es un subespacio vectorial de E. 


En efecto, si F es estable para la multiplicación externa y contiene x 
contiene (— 1)x =—x (8 126, b); en consecuencia, el axioma V, se verifica 
en F. Por otra parte, todos los demás axiomas del $ 125 se verifican en F. 
Daremos, pues, el resultado siguiente: 
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TEOREMA. — Para que una parte no vacía F de un espacio vectorial E sobre K, sea 
un subespacio vectorial de E, es necesario y suficiente que 


(1) (VxeE) (VyeF) x—yeF 
(2) (VxeE) (VaeK) axeF. 
OBSERVACION 


(1) expresa el hecho de que el subespacio F del espacio vectorial E es un subgrupo 
del grupo aditivo E; según la demostración anterior, se puede reemplazar (1) (2) por 
las condiciones equivalentes 


(1) (VxeE) (VyeF) x+yeF 
Q) (VxeE) (VaeK) axeF 


pero (1') sólo no implica que F sea un subgrupo del grupo aditivo E. 


Un subespacio vectorial de E no es nunca vacío: contiene siempre 0; 
el menor de todos (para la inclusión) es (0), el mayor E; todo subespacio 
distinto de (0) y E se llama subespacio vectorial propio de E. 

Si x es un elemento determinado de E, la parte descrita por Ax, cuando 
% describe K es como se verificará sin dificultad, un subespacio vectorial de E, 
es distinto de (0) si y sólo si x 0. 


b) Sean p elementos x;, Xz ..., Xp de E, todo elemento de la forma 


Mx + Mx +... + xp 


donde )!, M, ..., A” son escalares, se llama combinación lineal de X;, Xp, ..., Xp. 


ATENCIÓN: En M, i es un índice y no un exponente; es por razones de 
comodidad, que se verán a continuación, que se adopta esta notación. 

Se verificará fácilmente que el conjunto de todas las combinaciones lineales, 
de p elementos determinados X,, Xz ..., Xx, de E es un subespacio vectorial 
de E. 

Más generalmente si A es una parte finita o infinita del espacio vectorial E 
sobre K, cuyos elementos están en correspondencia biyectiva con los de un 
conjunto de índices I, se llama combinación lineal finita de elementos de A 


todo elemento de E de la forma Pas, donde sólo un número finito de 
iel 

escalares Ai son no nulos. Se verificará que el conjunto de todas las combina- 

ciones lineales finitas de elementos de A c E es un subespacio vectorial de E. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. En el espacio vectorial E sobre R de los vectores libres del espacio ($ 125, ej. 1), 


el conjunto de los vectores libres paralelos a una recta (resp. a un plano) es un sub- 
espacio de E. 
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2. El conjunto de los polinomios en x con coeficientes reales de grado inferior o 
igual a n (comprendido el polinomio cero) es un subespacio del espacio vectorial de los 
polinomios en x con coeficientes reales ($ 125, ej. 2, y capítulo 11). 

3. R espacio vectorial sobre sí mismo es un subespacio de C espacio vectorial sobre 
R ($ 125, ej. 4). 

4. En E=8S(R, R) espacio vectorial sobre R ($ 125, ej. 5), determinar entre los 
subconjuntos siguientes aquellos que son subespacios de E: 

a) Conjunto de las funciones pares. 

b) Conjunto de las funciones impares. 

c) Conjunto de las funciones continuas. 

d) Conjunto de las funciones derivables. 

e) Conjunto de las funciones k veces derivables. 

f) Conjunto de las funciones definidas $ 125, ej. 7. 

g) Conjunto de las funciones tales que para todo f, f(t4— 1) = [(t) o bien f(t,) = af(t,) 
o bien f(t)=f(t)+a o bien f(t)=4 (ty 1,1, a números reales fijos). 

5. Si E, y E, son dos espacios vectoriales sobre K, E¡=E,x [0) subconjunto de 
E, X E, descrito por (x,, 0) es un subespacio vectorial de E, X Ej; es isomorfo a Ej. 
Igualmente Ef=(0) x E, es un subespacio de E, x E, isomorfo a E,. 

Se identifica a menudo E¡ y E, ( Ej y EJ), lo que permite decir que E, y E, son 
subespacios vectoriales de E, X Ez. 


129. Intersección de subespacios vectoriales. Subespacio vectorial engendrado 
por una parte A de un espacio vectorial E 


a) La intersección de dos subespacios vectoriales F, y F, de un espacio 
vectorial E no es nunca vacía (contiene 0); por un lado, si x e y pertenecen 
a F, y F,, lo mismo sucede con x—y y con lx para todo 2 de K; por tanto, 
x—y y M pertenecen a F, NM F,, que es un subespacio vectorial de E. De 
una manera más general, sea $ una familia cualquiera de subespacios vecto- 
riales de E, consideremos su intersección (ver 8 7) 


1= (E; 


Fes 


no es vacía (contiene 0) si x e y pertenecen a todo F de $, x—y y Mx (para 
todo ) de K) pertenecerán a l, por tanto: 


Toda intersección de subespacios vectoriales de E es un subespacio vec- 
torial de E. 

b) Consideremos en particular una parte no vacía A de E, existen sub- 
espacios vectoriales de E que contienen A, por ejemplo, E. Consideremos la 
intersección de esta familia no vacía de subespacios vectoriales de E, es un 
subespacio vectorial de E y es el menor (para la inclusión de conjuntos), 
se le llama el subespacio vectorial engendrado por A. 

Busquemos, por ejemplo, el subespacio vectorial F engendrado por 
A=1%, Xy «0, Xp) F contiene todas las combinaciones lineales de 
Xp Xy -.:» Xp que describen el subespacio vectorial F'; por tanto, F' c F. 
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Pero F' contiene A y F es el menor subespacio vectorial conteniendo A; 
por tanto, F'=F, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —El menor subespacio vectorial F conteniendo p elementos 


de E, Xp Xp ..» Xp es decir, el subespacio engendrado por [X;, Xp ..., x,) es el sub- 
espacio de las combinaciones lineales de X,, Xp ..., Xp: 
Se dice que A=(X,, Xp ..., Xp) es una parte generatriz2) de F; cuando el mismo 


espacio vectorial E está engendrado por un número finito de sus elementos se dice 
que E es de dimensión finita. 


Veremos el origen de este término “dimensión finita” en el $ 136; el 
grupo aditivo de un espacio vectorial de dimensión finita es de tipo finito 
($ 82). Observemos que no es necesario suponer aquí los p vectores 
Xy Xp ..0» Xp distintos. Si se suprimen todos los que son iguales entre sí, 
menos uno, o los que son nulos, no se modifica el subespacio engendrado 
por el sistema considerado. 


EJERCICIOS 


1. A es una parte finita o infinita de un espacio vectorial E sobre K, demostrar 
que el subespacio engendrado por A es el subespacio de las combinaciones lineales finitas 
de elementos de A ($ 128, b). 

2. En el espacio vectorial de los polinomios en x con coeficientes reales (o com- 
plejos), ¿cuál es el subespacio engendrado por x2 y x5? ($ 125, ej. 2). 

3. En el espacio vectorial sobre R de las kolleaciones de R en R el subespacio 
engendrado por las funciones 


t=> sen nt, t=>cos nt 


n describiendo N es el subespacio descrito por los «polinomios trigonométricos» 
($ 121, b) 
P(t) = a, + a, cos t + b, sen t+... + a, cos nt + b, sen nt, 


donde ap, 4,» b, son reales y n describe N. 


130. Espacio vectorial cociente 


Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, y una relación de equi- 
valencia R definida sobre E, diremos que la relación ES es compatible con la 
estructura de espacio vectorial sobre K si 


(1) [x = y, Y = y' (mod R)]> [x + x' = y + y' (mod R)] 
(2) (vireK)[x =y (mod R)]= [Ax = Ay (mod R)] 


(27) Preferimos más la expresión parte generatriz que la expresión tradicional sistema de genera- 
dores, que podría conducir a creer que cada elemento de A es un generador de F, lo que es falso: 
es como conjunto que (xt, X2, .... Xp) engendra F. O bien sería preciso escribir «sistema — de — 
generadores», locución global en la que el «de» no tendría su valor de preposición. Diremos igual- 
mente que (xi) es una familia generatriz de F (ver $ 82, nota (1)). 
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(1) expresa que R es compatible con la estructura del grupo aditivo de E, 
hemos visto ($ 75) que la relación R es entonces de la forma 
6) x—yeF 


donde F es un subgrupo del grupo aditivo E. 

(2) expresará entonces que si x—y pertenecen a F, igualmente Mx —y), 
cuando A es un elemento cualquiera de K; pero x — y también es un elemento 
cualquiera de F; por tanto, (1) y (2) expresan que F es un subespacio vec- 
torial de E. En el conjunto cociente E/R, designado E/F, de las clases (+) 
módulo F, se podrá definir una adición interna y una multiplicación externa 
por las igualdades 


(4) A 


6) ME) = br) 


(4) da a E/F una estructura de grupo abeliano ($ 75), se comprobará fácil- 
mente que (4) y (5) dan a E/F una estructura de espacio vectorial sobre K, 
de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Toda relación de equivalencia compatible con la estructura 
de un espacio vectorial sobre K es de la forma 
x—yeF 
donde F es un subespacio vectorial de E. Las igualdades 
— — 
i+j=x+y M=dx 
proporcionan al conjunto cociente una estructura de espacio vectorial; se le llama espacio 
vectorial cociente de E por F y se le designa E/F. 
EJERCICIO 


Determinar los diferentes espacios cocientes relativos a los espacios vectoriales y a 
sus subespacios indicados en el $ 128. 


131. Suma de dos subespacios vectoriales. Subespacios suplementarios 


a) Si E, y E, son dos subespacios vectoriales del espacio vectorial E 
sobre K, la parte de E descrita por x; + x, donde x, describe E, y xz E, es 
un subgrupo aditivo de E designado E, + E, (8 79); además, cualquiera que 
sean A de K, x, de E, y x, de E, 


Mar + x2) = xr + Ax2 € Er + Es 


por tanto, E, + Ez es un subespacio de E (ver 8 127); por otra parte, es 
claramente el menor subespacio que contiene E, y Ez, en consecuencia: 
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TEOREMA 1 Y DEFINICIÓN. —Si E, y E, son dos subespacios vectoriales de E, el 
conjunto E, + E, es el subespacio vectorial engendrado por E, U E,, se le llama sub- 
espacio suma de E, y de Ej. 


OBSERVACION 


Se verá que E, U E, no es, en general, un subespacio vectorial de E (ver ej. 4 
a continuación). 


b) Consideremos un espacio vectorial E y dos de sus subespacios E, y Ez 
tales que E =E, + E), es decir, 


(Vx E) (GxumseE) (ExtE) x=x+x 


en general esta descomposición de x no es única, Supongamos que es única 
y determinemos la intersección de E, y E,; sea x un elemento común a E, 
y E, se tendrá 

x=x+0 x€E, 0€ E, 

x=0+x  0€E, x€E, 


por tanto, x= 0, pues la descomposición de todo elemento x debe ser único, 
luego 
E, N E¿= (0). 


Recíprocamente, supongamos E= E, + Ez E, N E¿= (0), o sea, 


x= FAMA Xp MEE, xp x€E, 
A—x=x%—x=0 


pues este elemento x, —xí¡ = x¿— x, pertenece a E, N E, de donde: 


TEOREMA 2 Y DEFINICIÓN. — Dados dos subespacios vectoriales E,, E, de un espacio 
vectorial E tales que E= E, + E,, las dos condiciones siguientes son equivalentes: 

1. La descomposición de todo elemento x de E en suma x,+ xXx, x, perteneciente 
a E, y x, a E, es único. 

2. EN E,=(0). 

Cuando una de estas condiciones se cumple, se dice que E, y E, son dos subespacios 
suplementarios de E y se escribe 


E=E, OE, 


Entonces surgen dos preguntas: si E, es un subespacio de E, ¿existe un 
suplementario E, de E, respecto a E, y si existe es único? La respuesta a la 
segunda pregunta es negativa (ver ej. 1 más abajo). Respecto a la primera 
la respuesta es positiva cualquiera que sea el subespacio E, de E; existe un 
suplementario, como lo demostraremos en el $ 137 (teorema 9) para los espa- 
cios de dimensión finita. 
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OBSERVACION 

No se confundirá suplementario del subespacio E, del espacio vectorial E y el com- 
plementario del conjunto E, respecto a E: por otra parte, C E, no es un subespacio 

E 

de E, pues no contiene el 0. 

c) Si E, y Ez son dos subespacios suplementarios de E, consideremos 
la descomposición única de todo x de E 

xX=XM+xX  M€E,  xE, 
y la aplicación de E, X Ez en E=E, GQ E; definida por 
Ct 1) > fi 0) = X1 + x2 


es biyectiva, pues para todo x de E, si la descomposición x= x, + x2 es única, 
f(xw x2) = x tiene una solución única (x;, x2); por otra parte, cualquiera que 
sean (xy x2) e (Y, ya) de E, X Ez y a de K 


f[(Xs x) + U Y49] =f(a + Ys + Y)= (a+ Y) + (0 + Y) 
= (a +) + (+ Y) = [0 x) + (Y Y) 
f[a(xi x0] = Ñlaxy 0x2) = ax + ax = alx + x2) = ax x2) 
por tanto: : 


TEOREMA 3.—Si E, y E, son dos subespacios vectoriales suplementarios de E, el 
espacio vectorial E, x E, es isomorfo a E=E,QE,. 


Recíprocamente, dados dos espacios vectoriales E, y Ez, sobre K para todo 
x= (x, xa) de E=E, Xx E;,, se tiene de una manera única 


Gr x2) = (Xx 0) + (0, x2); 
por tanto, E= E, xX E,=E¡Q E;, E; (resp. Es) subespacio de E descrito por 
(x1, 0) (resp. (0, x2)) es isomorfo a E, (resp. a Ez) (ver $ 128, ej. 5). 
Identificando E, y E, (resp. E; y E,) se ve que E, y E, son subespacios 
suplementarios de E, X Ez. Esto equivale en definitiva a identificar los dos 
espacios isomorfos E, X E, y E, Y Ez. 


En estas condiciones, si se tiene para todo x de E=E, OQ E,, la descom- 
posición única x= x,+x2 la aplicación de E en E, definida por 


X=XM+X>Xx 


está identificada con la aplicación de E = E, Xx E, en E, que es la proyección 
pr, de E, X E, sobre E;, se le llama la proyección de E sobre el subespacio 
E,, paralelamente al subespacio E, suplementario de E, respecto a E. Se dice 
que xi (resp. x,) es la componente de x de E, DE; en E, (resp. E)). 


d) Sea E, un subespacio vectorial de E, E, el suplemento de E, respecto 
a E. La relación de equivalencia x—yE€E, se escribe con las notaciones 
evidentes 


(142) +Y) =%1—Y + *2— Ya € Es 
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es decir, x,=yYz Por tanto, todo representante + de una clase módulo E,, 
de E/E, tiene la misma proyección x, sobre E, paralelamente a E;. Considere- 
mos la aplicación f de E/E, en E, definida por 


— 
i=x0 + 0>Í()=x 

es suprayectiva, pues cualquiera que sea x, de Ej, existe x,, tal que f(%,) = x2; 

por otra parte, f(3) = f(x”) = x, implica x=x,+X x'=x/+x,; por tanto, 

x—wx' €E;,, es decir, 4=x', f es inyectiva. En fin, si y =Y, + Y2 


mapa ero een 
y para todo a de K 


flax) = Al ar ) = ax, = afíí) 
por tanto: 
TrEorREMA 4.—Si E, y E, son subespacios suplementarios del espacio vectorial E, 
el espacio cociente E/E, es isomorfo a Ej. 


CoroLario. —En un espacio vectorial E, todos los suplementarios de un subespacio 
vectorial E, son isomorfos. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E, el espacio vectorial de los vectores del eje real Ox, y E, el espacio 
vectorial de los vectores libres del eje real Ox,, distinto de Ox,; consideremos E, X E, 
isomorfo a R,. Identificar E, y E¡ quiere decir confundir Xx, vector de E, y (x, 0 
vector de E, X E, e identificar E, X E, y E,O E, equivale a confundir (x,, x,) de 
E, X E, y x, + x, de E, O E). x, es la proyección de x= x, + x, sobre E, paralelamente 
a E,: tal es el origen de la definición general dada al final del subpárrafo c). 

Consideremos un tercer eje real, Oy, distinto de Ox, y Ox,, sea F, el espacio vectorial 
de los vectores libres de Oy); tendremos de una manera única para todo x de E 

x=X%+%X» E,  x eE, 
x=Y +Y, y SE, y, € Fz. 

Luego 


E=E,OE,=E,OF, con  E,x%F,. 
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2. En E=3(R, R) ($ 125, ej. 5), sea P el conjunto de las funciones pares e 1 el 
conjunto de las funciones impares, demostrar que E=POQI. Se demostrará que para 
toda función f de E y todo t real se tiene 


1 1 
10 = A 110) + 01 + > [0) — 101. 


3. Sea $ el espacio vectorial sobre R de los polinomios con coeficientes reales ($ 125, 
ej. 2, y capítulo 11) y A un polinomio de grado superior o igual a 1. Si E, es el 
conjunto de los polinomios múltiplos del polinomio A y E, el conjunto de los poli- 
nomios de grado estrictamente inferior al de A, demostrar que E, y E, son subespacios 
suplementarios de 83. (Utilizar la división euclídea de los polinomios.) 

4. Si E,, E, son dos subespacios de E, ¿en qué caso E, U E, es un subespacio 
de E? 


132. Suma y suma directa de varios subespacios vectoriales 


a) Dados n subespacios vectoriales E, Ej, ..., E, de un espacio vectorial 
E, se verificará fácilmente que el conjunto representado E, + E, +... + E, 
descrito por xi + x2+... + xw donde x; describe E; (1 <i<m) es un sub- 
espacio vectorial de E; es el menor subespacio que contiene cada E;, por 
tanto: 

TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si (E) (1<¡<mn) es una familia finita de subespacios 
vectoriales de E, el conjunto E,+E,+... + E, es el subespacio engendrado por 
E, UE, U... UE, se le llama subespacio suma de los subespacios E, Ej, ..., Es 


b) Se puede generalizar la noción de subespacios suplementarios: 


DEFINICIÓN. —Se dice que el espacio vectorial E es la suma directa de los sub- 
espacios E,, Ej, ..., E,» si todo x de E puede escribirse de un modo único en la forma 


XX HA e + Ko 
donde x, pertenece a E, (1 <i<m). Se escribe 
E=E,0E,0... OE, 


Se dice que x; es la componente de x en Ej. 
Si E, y E, son dos subespacios suplementarios de E, se dirá también que E es suma 
directa de E, y Ej. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que E es suma directa de E,, Ej, ..., E, si y sólo si 


E=E,+E,+...+E, 
y, además, 
vie[t,n—1] (E, +E,+..+E)N E,,, =(0). 


(Se observará que esta segunda condición es más fuerte que la condición 
¡2j=>E,N E,=(0)) 


2. Si E=E,0E,0 ...OE,, demostrar que E es isomorfo a E, XE¿X ... X E. 
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II. Independencia lineal. Bases 
133. Independencia lineal 


a) Sea E un espacio vectorial sobre K de dimensión finita y 
G= (8 8» ..-» 8) una parte generatriz de E (8 129, b). Es evidente que 
toda parte G' de E que contiene G es también una parte generatriz de E; 
inversamente se puede preguntar si existen partes propias G” de G que en- 
gendran también E; para simplificar, se puede igualmente hallar una parte 
generatriz minimal de E, es decir, una parte generatriz G de E tal que para 
cada uno de sus elementos gi, G— (gi) no engendre E. Supongamos que su- 
ceda así. Observemos que un tal sistema minimal es forzosamente tal que 
£v E» ...» gn sean todos distintos y no nulos; vamos también a ver que una 
relación de la forma*» 


Mg, + M8 +... + 2gn=0 


sólo es posible si A =2*=... =2"= 0; supongamos que una de lás A sea 
no nula, cambiando si es necesario la numeración ¿=> g, se puede siempre 
suponer que es el coeficiente 1” de g,; 2” es entonces inversible en K y se 
obtiene 


En = — VOTA +. — OB = Br + pr 
pero entonces para todo a de E, tendremos 


a=alg + 08+... +08, +0", 
= d+ +... + ag + aula, +... + pr l8n 1) 


Y [81 En <<» 8n-1) = G—(8n) sería una parte generatriz de E, lo que es 
contrario a la hipótesis. 

Estas consideraciones nos conducen a dar la definición siguiente en un 
espacio vectorial cualquiera: 


DerINIcIÓN. —Una familia finita (x;) (¡e[1, p]) de elementos de un espacio vec- 
torial E es libre si 
Mx + Mx +... + Wx,=0=>(M= M=...==0). 
Una familia cualquiera (x,) (is 1) es libre si todas sus subfamilias finitas son libres. 


Una familia que no es libre se le llama ligada. 


Por consiguiente, una familia cualquiera es ligada si hay una subfamilia 
finita ligada y una familia finita (x) (¿€[1, p]) es ligada si existen 
M, NM, ..., 1, elementos de K, no todos nulos tales que 


Mx + Vx +... + Wx,=0. 


(28) Recuérdese que en A! y después en ji, al, ..., ies un Índice y mo un exponente. Por el 
contrario en (Am)-1, —1 es un exponente; si se tiene que emplear un exponente, lo que será raro, 
salvo — 1, se escribirá (14 
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De lo anterior resulta que los elementos de una familia libre son todos 
distintos: en efecto, si se tenía h  k y xs = xy la subfamilia (R, k) > (xp xi) 
sería ligada. Por consiguiente, si la familia (x) (¿€I) es libre, la aplicación 
f de I sobre f(I) definida por ¿—>f(i) =x, es biyectiva: se puede confundir 
sin inconveniente (ver $ 17, observación) la parte f(I) de E y la familia (xj) 
(¡e ID), diremos que los elementos de una familia libre describen una parte 
libre de E, o también que los elementos de una familia libre son linealmente 
independientes. Una parte no libre de E se llama parte ligada de E, se dice 
que sus elementos son linealmente dependientes. 


b) De las definiciones resultan las propiedades inmediatas siguientes: 
—Toda subfamilia de una familia libre es libre. 
—Toda superfamilia de una familia ligada es ligada. 


—Los elementos de una familia libre son no nulos, pues si, por ejemplo, 
Xp =0, se tendría con A 0 


0x, + 0x2 +... + 0x7, + 4x,=0. 


En particular, (x) es libre si y sólo si x 0. 

—Si una parte [xi X2 .... xp) que pertenece a un subespacio vectorial E 
de E, es libre (resp. ligada) en F, es libre (resp. ligada) en E. 

—Sea E=EQE” x=x+x,)x€E' y x€E”. 

Si [Xp Xp ..» x,) es ligada en E, (xi, x5 ..., x,) es ligada en E'; si 
(4h *h ..» xi) es libre en El, (Xy Xp .., x,) es libre en E. 


ATENCIÓN: Si (Xi, X2 .-.» Xp) es libre en E, no se puede decir nada de la 
parte [xj Xp ..., x,) proyectada sobre E' paralelamente a E”. 


c) TEOREMA 1.—Una familia es ligada si y sólo si existe un elemento en la familia 
que sea combinación lineal finita de los otros elementos de la familia. 


Según una observación hecha anteriormente, sólo hay que tener en cuenta 
una familia finita. 

La proposición directa es evidente. Recíprocamente sea una familia (x;) 
(1 <i< p) ligada, existe una familia de escalares W, 2, ..., 1 no todos 
nulos tales que 


Ma + Mx +... + Vxp=0 


supongamos, cambiando si es preciso la numeración, que 1” 0, luego (7)! 
existe, de donde 


*p 


IP) e — AP) a — 2 — DI) 
pla + px +... + prlxp > 


En particular, si una familia con dos elementos no nulos es ligada, existe 
un escalar A tal que x2= Ax: se dice que x, y xz son colineales. 
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COROLARIO. —Si [Xp Xz ..., Xp) es una parte libre de p elementos de E y 
lp Xp +. Xp x) una parte ligada, x pertenece al subespacio engendrado por 


dXp Xp «> Ap) y se tiene 
x=plx, +... + PX, 
de una manera única. 


Tenemos, en efecto, 
Vx + Vx +... + Vx +1x=0 
con Al, A, ..., 2% A no todos nulos. A > 0, pues si se tuviera A =0 uno de 


los escalares 21, M, ..., A sería no nulo; por tanto, la parte (Xi, X2 -.-» Xp) 
sería ligada. Como en la demostración del teorema 1, se tendrá 


x= px +... + px» 
Supongamos 
px +... + px = px + + pxp, 


se tendrá 
(— pp) + +. + (ur — p7)xp = 0 


por tanto, y —p=0 (l <i< p), si la parte (xi ..., xp) es libre. 


d) Teorema 2.—Si L=(4, 4, ..., 4) es una parte libre con m elementos de 
un espacio vectorial E y G=(18, Ep <<» £p) es una parte generatriz de E con p 
elementos, mSp (y si se cambia eventualmente de numeración ¡>8), 
G'=(4y Gp <> Gp Empqy. ==» Ep) €s también una parte generatriz de E. 


En efecto», 
4,= 018, +... + 038, 
al menos un a es no nulo si no a,=0 y L no sería libre, cambiando eventual- 
mente de numeración ¿> 8, podemos suponer «al 0; por tanto, 


8, = Bla, + Big, +... + Big,» 


De lo anterior resulta que G, = (4, £2 83, ---» 8)) es una parte generatriz 
de E; por tanto, 
2,= aja, + 08, +... + 038, 


al menos uno de los escalares a]... az es no nulo, pues si 0¿=...=a2=0, 
se tendría a,=ala, y L no sería libre; sea, cambiando si es preciso de 
numeración. al 0, tendremos 


8,= Pia, + Pia, + Pig, +... + 8%, 


(29) Cada a: de E es una combinación lineal de 81, 82, .... Eb; en esta combinación lineal 
el coeficiente de g,, sea aj, tendrá dos índices ¡ inferior, número de a,, y ¡j índice superior, número 


LA 
de g; por tanto, a,/ es el coeficiente. Se tiene a, = Y a/g, en el segundo miembro ¡ puede reempla- 
ia 
zarse por cualquier índice (salvo i, 1, p); por otra parte, como no figura en el primer miémbro; 
se dice que es un Índice mudo (ver $ 6, b, nota 2). 
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por tanto, G,=(4,, 4, 8 ..., gp) es también una parte generatriz de E; 
si se repite un número finito de veces esta operación, vemos que para 
p' < inf (m, p) 

Gy = [Ap da ..<, Gp Br+pr <> Ep) 


es una parte generatriz de E. 
Demosttemos que m>p es imposible, en este caso haciendo p' =p 


G,= (4; da ..., Ap) 
engendraría E y los elementos 4,+1 %p+2 .»:» Gm Serían combinaciones lineales 
de a; da ..., 4,; por tanto, L no sería libre. 
Por consiguiente, m <p y al cabo de un número finito de operaciones, 
llegaremos, por tanto, a la parte generatriz 
6 = Gm = [41 dz -0-, Gm Empv <> Ep) 
De m < p resulta el corolario siguiente: 


COROLARIO. — Si G es una parte generatriz, con p elementos, de un espacio vec- 
torial E, toda parte de E que tiene estrictamente más de p elementos es ligada. 


Lo que se puede expresar en la forma equivalente: 


Toda parte de p+1 vectores de E que son combinación lineal de p 
vectores cualesquiera de E es ligada. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Consideremos un vector x,= (al, ..., a), ..., a) de K”; en el escalar al, i y j son 
dos índices, ¡ índice inferior es el índice del vector x, ¡ índice superior es el índice 
que indica el número de la coordenada al. 

Sea el vector de K”, a¿=(8!, 3%, ..., 8l, ..., 3) tal que 

di=0 si ij 

3 =1 sd i=j 
di se llama símbolo de Kronecker. Los elementos a,, a,, ..., a, son linealmente indepen- 
dientes; en efecto, 

Wa, + Ma, + ... + 4, = Ox» =(0, 0, ..., 0) 
implica para todo ¡ de [1, nm] 
ME +... + MSI H ... + 8), =0 
es decir, 
N=0. 


2. En el espacio vectorial de los polinomios en x con coeficientes reales (o com- 
plejos), toda familia finita o infinita extraída de (%, xl, x?, ..., x", ...) es libre (ver 
capítulo 11). 
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3. En el espacio vectorial de las aplicaciones de R en R las aplicaciones te", 
t=>est son linealmente independientes si y sólo si los reales r y s son distintos (ver 
generalización, ej. 148 al final del capítulo). 

4. Si E es un espacio vectorial sobre K designado Ex, se considera E como espacio 
vectorial Ex» sobre K”CK. Estudiar la independencia lineal de una familia 
Xp Xp... Xp Según que se le considere que pertenece a Ex o a Ex» Dar ejemplos 
considerando el cuerpo C ya como espacio vectorial sobre sí mismo ($ 125, ej. 3), ya 
como espacio vectorial sobre R (8 125, ej. 4). 


134. Bases de un espacio vectorial de dimensión finita 


Sea un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, de dimensión finita, y 
Gn = (81 82 ---» 8) una parte generatriz minimal de E que tiene p elemen- 
tos (ver $ 133, a), hemos visto que esta parte es libre; es, por otra parte, 
la noción de parte generatriz minimal la que nos ha servido de introducción 
a la noción de independencia lineal. 

Recíprocamente, sea B=(4,, 4, ..., 4,) una parte generatriz libre cual- 
quiera, con p elementos, vamos a demostrar que es una parte generatriz 
minimal; en efecto, si no lo fuera, uno de estos elementos sería una combi- 
nación lineal de los otros y B no sería una parte libre (ver $ 133, c). 

Por otro lado, si * es un elemento cualquiera de E y B=(4,, 4, ..., 4,) 
una parte generatriz libre (por tanto, minimal), (4;, %,, ..., 4, x) es una parte 
ligada, sino (4,, a, ..., a,) no engendraría E; B es, por tanto, una familia 
libre tal que si se le añade un elemento cualquiera x, cesa de serlo: se dice 
que es una parte libre maximal. 

Recíprocamente, sea Ly =(b,, ba ..., b,) una parte libre maximal, es 
decir, una parte libre tal que para todo x de E, Ly U f(x) sea ligada; según 
el corolario del teorema 1 del $ 133, todo x de E es una combinación lineal 
de b,, b,, ..., b,; por tanto, (b,, b,, ..., b,) es una parte generatriz, por otro 
lado, libre, de E, de donde: 


TEOREMA 3 Y DEFINICIÓN. — Para una parte B no vacía de un espacio vectorial sobre 
K, de dimensión finita, las tres propiedades siguientes son equivalentes: 

1. B es una parte generatriz libre de E. 

2. B es una parte generatriz minimal de E. 

3. Bes una parte libre maximal de E. 


Toda parte B=(a,, a, ..., a,) que posee una de estas propiedades se le llama una 
base de E. Para todo x de E existe una familia única de escalares (ai) (1<i<n) 
tales que 

n 


x= ala, + ada, +... +0, = Yoo 
tel 
al, a?, ..., an se llaman las coordenadas de x respecto a la base [4,, a), ..., 4.). 


Observemos que el hecho de que B no sea vacío implica que E (0). 
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OBSERVACION 


En lugar de coordenadas de x algunos autores emplean el término componentes, es 
mejor reservar el término de componente para el vector aia; en efecto, si E, es el sub- 
espacio engendrado por a, E=E,0E,0...O E, y ala, es la componente de x en E, 
(ver $ 132, b). 


EJEMPLOS 
1, En K” hemos visto ($ 133, ej. 1) que para 1<i¡<mn el sistema de las a, defi- 
nidas por a= (al, EA al, did 5%) es un sistema libre; por otro lado, para todo x de K" 
n n 
x= (al, a, ..., al, ..., 0) = So O, ..., 0, 0, 0, ..., 0) = Nata 


i=l iml 

por tanto, la familia (a) (1<i<mn) es una familia generatriz libre de Kr; es, por 
tanto, una base de Kn, y se le llama la base canónica de K”, espacio vectorial sobre K. 

2. El teorema 3 es también cierto para los espacios vectoriales que no son de dimen- 
sión finita. Por ejemplo, en el espacio vectorial $ de los polinomios en x con coeficientes 
reales (o complejos), (x%, xl, ..., x", ...) es una base de 8 (aquí 0, 1, ..., n, ... son 
exponentes) (ver capítulo 11). 

Todo elemento A de 3 es una combinación lineal finita ($ 128, b) de elementos de 
la base, pero el número de elementos de la base que intervienen con los coeficientes no 
nulos en la expresión de un polinomio A no está acotado cuando A describe 8. 


135. Existencia de bases para un espacio de dimensión finita 


a) Acabamos de dar tres caracterizaciones equivalentes de una base de 
un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo K; vamos ahora 
a demostrar su existencia. 

Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre K no reducido a 
(0), admite por definición una parte generatriz finita G=(g,, 8» -..» 8p) 
de p elementos que se puede suponer no nulos según la observación hecha 
en el 8 129, b). Hay, pues, partes de G que son libres (por ejemplo, (g,)) 
sea L una de ellas; por tanto, Lc G. 

Si L engendra E, es una base (parte generatriz libre). Si L no engendra E, 
existe g, de G—L que no pertenece al subespacio F, engendrado por L, 
pues si todos los elementos de G—L pertenecieran a F,, L engendraría E; 


pongamos 
L,=L  L,=LU(g,) 

L, es libre, si no (corolario del teorema 1, $ 133) g,, pertenecería a F,, luego 
L=LckLkcG LL. 


Si L, engendra E, L, es una base de E. Si L, no engendra E, podemos 
empezar de nuevo el razonamiento: existe g, que pertenece a G—L,, 
L,=L, U (g,,) es libre y 

LcLlclaG 
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con las dos primeras inclusiones estrictas, podemos construir así una sucesión 
finita estrictamente creciente de partes libres de E, contenidas todas en G 


L=L CL ch Sr ElhE E 


Al ser G una parte generatriz finita, existirá m tal que L,, , sea una 
parte libre que no engendra E y L,, una parte libre que engendra E, L,, será, 
por tanto, una base de E; luego: 


TEOREMA 4.— Todo espacio vectorial E de dimensión finita, no reducido a (0), admite 
una base; de una manera más precisa si G es una parte generatriz de E y L una parte 
libre de E contenida en G, existe una base B de E tal que 


LcBcG. 


b) Consideremos ahora un espacio vectorial E no reducido a (0), una 
parte libre L y una parte generatriz G, las dos cualesquiera. G U L engendra 
a fortiori E y Lc GUL, existe (teorema 4) una base B tal que 


LecBcGUL. 


Todos estos conjuntos al ser finitos, existe una parte H de G tal que 
B=LU H; en consecuencia: 


COROLARIO. —Si L y G son, respectivamente, una parte libre y una parte generatriz 
de un espacio vectorial E, existe una parte H de G tal que LU H sea una base de E. 


Este resultado se conoce con el nombre de “teorema de la base incom- 
pleta”: la parte libre L se ha “completado” con algunos elementos de G; 
también se le conoce con el nombre de “teorema de cambio”, pues gracias 
al teorema 2 ($ 133) se puede sustituir a G=(g5 8» ..., 8) por la parte 
generatriz G'=(4;, dz ..., Am Emet ==» Ep) conteniendo L obtenida “cam- 
biando” m elementos de G por los m elementos de la parte libre L. 


OBSERVACION 


Hemos demostrado los teoremas 3 y 4 solamente para los espacios vectoriales de 
dimensión finita; también se verifican para un espacio vectorial cualquiera. 


136. Dimensión de un espacio vectorial 


a) Todo espacio vectorial E de dimensión finita admite al menos una 
base finita B (8 135, teorema 4). Sea n el número de sus elementos. Sea B” 
otra base que tenga n' elementos. B” es una parte libre de E y sus elementos 
son combinaciones lineales de los elementos de B; por tanto ($ 133, coro- 
lario del teorema 2), n' < n, igualmente n < nm”. Luego: 


TEOREMA 5 Y DEFINICIÓN. — En un espacio vectorial de dimensión finita sobre el 
cuerpo K, todas las bases tienen el mismo número de elementos. Este número común 
se llama la dimensión del espacio vectorial E sobre el cuerpo K, se le designa dimy E. 
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Por ejemplo, K" espacio vectorial sobre K, tiene una base con n elemen- 
tos; por ejemplo, su base canónica es de dimensión n sobre K (8 134, ej. 1). 

Así está justificada a posteriori la calificación de espacio vectorial de 
dimensión finita, Se demuestra que el teorema 5 se verifica también para 
los espacios vectoriales cualesquiera en el sentido de que todas las bases 
de un espacio vectorial son equipotentes. 

Como para la independencia lineal (ver $ 133, ej. 4), la noción de dimensión 
depende no solamente del conjunto E, sino también del cuerpo de base del 
espacio vectorial E (ver ej. 2 a continuación). Si no es posible ninguna con- 
fusión sobre el cuerpo de base, se representará la dimensión de E por dim E. 

[0) es un espacio vectorial con un solo elemento cualquiera que sea el 
cuerpo de base, se pondrá por definición 

dim (03)=0. 


b) TEOREMA 6.— Todo espacio vectorial E de dimensión n sobre K es isomorfo 
a Kn (espacio vectorial sobre K). 
Sea (41, 4d ..., 4,) una base de E, para todo x de E 
x=0q4,+... + 04, 
Consideremos la aplicación E en K" definida por 
x>(0), al, ..., a) 
es claramente una biyección; por otra parte, si 
y>(B!, BP... PB 
x+y>olad+B) a+. a+ 8=(0), 0, ..., a) +(B), B? ..., B” 
lMm>la, ha, ..., ha") = Ma!, a, ..., a”) 
según las propiedades del espacio producto K" ($ 127), Por tanto, esta apli- 


cación es un isomorfismo de E sobre K”. Es decir, existe una sola estructura 
de espacio vectorial de dimensión n sobre K: la de K”. 


CoroLArI0. — Dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo K 
son isomorfos si y sólo si tienen la misma dimensión respecto a K. 


Observemos que este isomorfismo de E sobre K" no es canónico, pues 
depende no sólo del espacio vectorial E, sino también de la base elegida. 


c) De la definición de la dimensión y del corolario del teorema 2 ($ 133) 
tenemos los resultados siguientes: 


TEOREMA 7.—En un espacio vectorial E de dimensión n sobre K: 
1. Toda parte libre tiene a lo sumo n elementos. 
2. Toda parte que tenga al menos n+1 elementos es ligada. 


COROLARIO. — Toda parte B de un espacio vectorial E de dimensión n sobre K que 
posee dos de las tres propiedades siguientes (n> 0): 

1. B tiene n elementos. 

2. B es libre. 

3. B engendra E, es una base de E. 
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2. y 3. dan la definición de una base. 

3. y 1. implican que B es libre, si no se podría extraer B” parte estricta 
B (8 135, teorema 4) que sería una base de E y se tendría dim E<n. 
1. y 2. implican que B engendra E, si no existiría x tal que B U (x) sería 
libre, y habría entonces una parte libre con n +1 elementos, lo que es im- 
posible. 


de 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Todo cuerpo K es un espacio de dimensión 1 sobre sí mismo, si a es un elemento 
no nulo cualquiera de K, para todo x de K existe a tal que x= ua (a = xa-1); por tanto, 
[a) es una base. 

2. Consideremos el conjunto C de los números complejos, podemos considerarlo como 
un espacio vectorial sobre R, tendrá por base 1= (1, 0) e ¡=(0, 1), o todo par de 
números complejos linealmente independientes en C espacio vectorial sobre R, es decir, 
tal que z,/z,4 R; entonces tendremos de un modo único para todo z de C 


7=0,2, + 02. 


Se puede también considerar el cuerpo C como espacio vectorial sobre sí mismo; 
tiene por base toda parte de un elemento (1), por ejemplo, o (zp) si zy>*0 y para 
todo z de C z= az, 

Por tanto, 

dimz C=2  dim¿C=1. 


3. Un espacio vectorial tal como el espacio vectorial 3 de los polinomios en x con 
coeficientes reales (o complejos) es de dimensión infinita. El conjunto 3, de los poli- 
nomios en x con coeficientes reales (o complejos) de grado estrictamente inferior a n 
admite por base 

(0, 1,2... 0-1) 


es, pues, de dimensión n (ver capítulo 11). 
4. Si E y F son dos espacios vectoriales sobre K de dimensiones respectivas finitas 
P y q, demostrar que si (a) (1 <¡< p)es una base de E y (bj) (1<j<g) una base 
de F, ((a,, 0)) U ((0, b;)), donde ¡ describe [1, p] y j, [1, q] es una base de Ex F, 
deducir de lo. anterior que dim (E Xx F) = dim E + dim F. 
Generalizar a n espacios vectoriales, de dimensiones finitas sobre K 
dim (E, X E, X ... X E,) = dim E, + dim E, + ... + dim E, 


5. Sea E de dimensión finita n>0 sobre K. Demostrar que E tiene una infinidad 
de elementos si y sólo si K es infinito. ¿Cuál es el cardinal de E si card K= p? 


137. Dimensión de un subespacio vectorial de E 


a) Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n>0 sobre K (por 
tanto, E x (0)) y F un subespacio de E, distinto de (0). Recordemos que 
toda parte libre L de F es una parte libre de E (8 133, b) y tiene, por tanto, 
a lo sumo n elementos (8 136, teorema 7); L tiene al menos un elemento 
no nulo, puesto que F (0); hay, pues, en F partes libres, sea p el 
número de elementos de una parte libre maximal de F: es una base de F 
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(8 134) y l<p<n; si p=n es una base de E y E=F. Si F=(0), 
dimx F=0. Finalmente si E=(0), se tiene igualmente F = (0), de donde: 


TEOREMA 8.—Si F es un subespacio vectorial del espacio vectorial E de dimensión 
n sobre K, F es de dimensión finita sobre K y 
dimy F < dimg E 
Recíprocamente toda parte libre con p elementos de E engendra un subespacio vec- 
torial de E, de dimensión p. Finalmente 
dimy F = dim; E=>F=E. 

b) Un subespacio F de dimensión 1 se llama una recta que pasa por 0 
de E, si a es un elemento no nulo de F, F está descrito por las x tales que 
x=ad 

cuando «a. describe K, 
. Un subespacio F de dimensión 2 se llama un plano que pasa por 0 de E, 
si (a, az) es una base de F, F está descrito por los x tales que 
x= qa, + 0%, 

si (a!, a?) describe K x K. 

Un subespacio F de dimensión p>2 de base (a;, a, ..., a,) está descrito 
por los x tales que 

, 
x= y ala, 


—1l se dice que F es un hiperplano 


si (al, a?, ..., a”) describe K”. Si p= 
que pasa por O de E. 


OBSERVACION 


Naturalmente todos los subespacios vectoriales de E contienen 0; se les dice recta, 
plano, hiperplano, que pasan por O para evitar toda confusión con recta, plano, hiperplano 
del espacio afín asociado al espacio vectorial E (ver tomo III Geometría(*). Por ejemplo, 
en el espacio afín R3 hay rectas y planos que no pasan por 0. 


c) Consideremos un subespacio propio F del espacio vectorial E, sea 
[4 % ..., 4,) (0<p<n) una base de F, podemos completar esta base con 
elementos de una parte generatriz de E para obtener una base de E (8 135, 
corolario del teorema 4); como una base de E tiene n elementos será nece- 
sario n—p elementos Dp,1 Doy» -.., Dn. Para todo x de E existirá, pues, una 
familia única de escalares 


y e cs a Ban,.. 


gr 


tales que 
x= ala, + 0% +... + 0%) +Blby +... + BD 


(*) N. del T.—El tomo 1I anunciado no ha sido publicado aún en la Colección U de la A. Colin. 


300 ESPACIOS VECTORIALES [Cap. 7 


Ahora bien, (Dp,1 Do, ..., b,) subfamilia de una familia libre de E es 
libre y engendra un subespacio vectorial G de dimensión n—p, pues su base 
tiene n—p elementos. Por otra parte, escribiendo 


y= ql +... + 0%), z2= Pro +... + BUD, 


vemos que tenemos de un modo único 
x=y+2, yeF, zeG 


por tanto, G es un subespacio suplementario de F, de donde: 


TEorEMA 9.—En un espacio vectorial E de dimensión finita sobre K todo subespacio 
vectorial F de E admite al menos un suplementario G respecto a E y 


E=F0OG> dim E = dim F + dim G. 


Este resultado es, en efecto, válido para F=(0) (resp. E), G es enton- 
ces E (resp. (0)). 

Observemos que. F puede tener varios suplementarios (8 131, ej. 1), puede 
incluso tener infinitos si K es infinito (ver ej. 4 más abajo). 


COROLARIO Y DEFINICIÓN. — En un espacio vectorial E de dimensión finita sobre K 
todos los suplementarios de un mismo subespacio vectorial F de E tienen igual dimensión, 
se le llama la codimensión de F respecto a E y se la designa codimg F. 


Volvemos a encontrar así, gracias a la noción de dimensión, que todos 
los suplementarios de un mismo espacio vectorial en un espacio vectorial 
de dimensión finita son isomorfos. Lo habíamos demostrado en el $ 131 (coro- 
lario del teorema 4) para un espacio vectorial cualquiera al admitir que un 
subespacio vectorial tiene suplementarios. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si E es de dimensión finita sobre K 
E=E,0E,0... OE, > dim E=) dim E, 


2. Si tenemos dos subespacios vectoriales de E de dimensión finita, demostrar que 
dim (E, + Ez) + dim (E, N E,) = dim E, + dim E). 


(Introducir 1=E, N E,, un suplementário F, de 1 respecto a E, y un suplemen- 
tario de F, de 1 respecto a E, Considerando las bases de 1, F, y F,, demostrar que 
E, +E,=10F,0OF,) 

Se indicarán otras demostraciones en el $ 143 (ej. 1) y en el ejercicio 164, al final 
del capítulo. 

3. En E de dimensión n sobre K, se considera dos subespacios vectoriales de dimen- 
siones, respectivamente, p, y q ¿Entre qué límites pueden variar dim (E,+E,) y 
dim (E, N Es)? 

4. Sea E un espacio de dimensión finita, E=FO G, A=(4), dj ..., a) una base 
de F y B=(b,, b,, ..., b) una base de G. Si a” es un elemento no nulo de F, se pone 
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B'=(bj, ..., b,) con bj=4+b, demostrar que A U B” es una base de E y que B” 
engendra un subespacio G” suplementario de F y distinto de G. 

Demostrar que si se sustituye a” por a” elemento no nulo de F y distinto de a”, se 
obtiene un suplementario G” de E distinto de G” 

Deducir que si K es infinito, F tiene una infinidad de suplementarios (utilizar $ 136, 
ej. 5). 


138. Rango de un sistema de vectores de un espacio vectorial 


DerINICIÓN. —Se llama rango de un sistema S de vectores de un espacio vectorial 
E sobre K, la dimensión del subespacio F, supuesto de dimensión finita, engendrado 
por este sistema de vectores. Se le representa rg (S). 


Dado S = (Xx; Xz» ..., %p) que engendra F, el rango de S será el número 
de elementos de una parte maximal libre extraída de S, por tanto: 


El rango de un sistema finito de vectores es el número máximo de vec- 
tores linealmente independientes extraídos de S. 


Si dim E=n, se tiene evidentemente 
T8 [X» Xa --» Xp) < Inf (n, p). 


Vamos a indicar un primer método para determinar el rango de S, en un 
espacio de E de dimensión n sobre K, si conocemos las coordenadas de los p 
vectores respecto a una base de E, sea 


x,= ala, + ada, +... + aja, +... + aja, 


será lo mismo que estudiar los vectores (a!, ad, ..., q, ..., ar) de K”, Esto 
se basa en dos propiedades muy simples: 


” 
Nas, de un espacio vectorial E de 
j=l 


PROPIEDAD 1,—Si tenemos p vectores X, 


dimensión n sobre K (p<mn), si 
(¡<i>aj=0) y  (Vvie[L PD)  ax0 
los p vectores (x;) son independientes. 


Sea 
Vat... + Vx. + xp =0 


considerando las coordenadas de 
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o sea, si simplificamos y tenemos en cuenta las propiedades de las ai 
Mal = 
Maz + Maz=0 


Mai + Mal +... + Ma =0 


Nar + Mar +... + Var =0 
lo que nos da 
l=M=..=1=0 
PropIEDAD 2.—El sistema S=(xXj, Xp ..., xp) y el sistema S” obtenido sustituyendo 
, 
en S, x¡ por >» con M0 tienen el mismo rango. 
ja 


En efecto, el subespacio engendrado por S y por 
S =(S—(x) U (Mx +... + Mx +... + xp) 


es el mismo si A! 0, 

El método consiste en utilizar la propiedad (2) efectuando combinaciones 
sucesivas Aix; + Mx, para obtener un sistema que engendre el mismo sub- 
espacio que S y cuyos vectores no nulos posean la propiedad (1). Vamos a 
exponerlo con ejemplos: 


EJEMPLOS 


1. Sean los tres vectores de R3 (o de un espacio vectorial isomorfo), x;, xz xj dados 
por sus coordenadas en una base (a, a, aj) 


(S) * *X Xx 
2 —1 4 
3 2 —3 
5 —3 —8. 


Escojamos uno de los vectores cuya primera coordemada es no nula (si las tres 
primeras coordenadas fueran nulas se operaría en el subespacio engendrado por a, y 4y, 
al que pertenecerían x,, x, X,). Tomemos x, y formemos S'=(x,, xi, xi) con 
x =2x, + px, (i=2, 3), A y y se escogen, cada vez, de manera que la primera 
coordenada de xí y xí sea nula, obtenemos 


(s”) 


aun x 
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Formemos seguidamente S”=(x,, xi, x') con x'=2x+Ux, se han escogido 


2 y Lp de manera que la segunda coordenada de x;' sea nula, obtenemos 


(S”) Xx % x= 9% —1x 
2 0 U 
3 4 0 
5 =1 —2 


Los tres sistemas S, S”, S” tienen el mismo rango (propiedad 2), S'” está formado 
por tres vectores independientes (propiedad 1); por tanto, el rango de S es 3. 

2. En el mismo espacio vectorial que en el ejemplo 1, consideremos el sistema 
T=SU (xj), donde x, tiene por coordenadas —4, 17, —10, obtenemos los sistemas 
T, T”, T” que tienen el mismo rango 


17 1 A x=2+x, (1) x x xy x= 23x—7x 
2 0.0.0 2 0 0 0 
3 7 92 3 El 0 0 
5-1 2.0 5 —1 -23 —23 


Se podría formar el sistema T'"=(x,, xi, xf, x") con x"=x—x=0: el 
sistema T”””, por ser el sistema T de rango 3, tiene los cuatro vectores dependientes, lo 
que no es extraño, puesto que la dimensión del espacio vectorial es 3. El método nos 
da la relación de dependencia —aquí única— verificada por x;, Xz X3 Xy En efecto, 


0= xy —x = 9%, —7x; — (23x, — 7x1) = — (2x7 + x:—x4) 
nos da 
Xy =2x, + 4, — Xy 


En todos los casos comprobaremos que el método nos da no solamente 
el rango r del subespacio F engendrado por S = (Xx, Xz ..., Xp), Sino también 
una base de F y las p—r relaciones de dependencia existentes entre 
Xp Xp «>» Y En particular, si en E de dimensión 2, X,, Xz ..., Y, Son inde- 
pendientes, este método permite calcular las coordenadas de un vector x 
cualquiera respecto a la base (xi, X2 -..» Xn). 


IV. Propiedades de las aplicaciones lineales 


Dada la importancia de las aplicaciones lineales, agrupamos en esta sección 
todos los resultados referentes a ellas sin temor a repetir definiciones o de- 
mostraciones ya dadas, o dadas en parte. 


139. Definiciones. Ejemplos 


DerinicIÓN. — Dados dos espacios vectoriales E y F sobre el mismo cuerpo conmuta- 
tivo K, se llama aplicación lineal de E en F todo homomorfismo de E en F, es decir, una 
aplicación f de E en F, tal que 

(1) (VvxeE)  (vyeE) 1 + y) =/00) +10) 

(2) (vxeE) (vaeK) fax) =aflx). 
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(1) y Q) se llaman, respectivamente, primera y segunda propiedades de 
linealidad. Si E =F se dice que f es un endomorfismo del espacio vectorial 
E, se dice también que es un operador lineal operando en E. 

Si la aplicación lineal j: E=>F es biyectiva, es un isomorfismo de E 
sobre F; si, además, E =F, f es un automorfismo del espacio vectorial E, se 
dice también que f es un operador lineal regular operando en E. 

Se representa por Homx(E, F) o £x(E, F) el conjunto de las aplicaciones 
lineales de E en F, espacios vectoriales sobre K, Endx(E) o £x(E) el conjunto 
de los endomorfismos del espacio vectorial E y GLk(E) el conjunto de los 
automorfismos de E; si no cabe ninguna confusión sobre el cuerpo de base 
K, se emplean las notaciones Hom(E, F), End(E) y GL(E); de hecho estas 
notaciones se aplican a los conjuntos de aplicaciones lineales provistos de 
operaciones algebraicas que definiremos en la sección V (88 144, 146 y 147). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E=E,XE,) las aplicaciones pr, y pr, definidas por 
Pri(X,, Xx) = Xy PrAXy Xx) = Xx, 


son aplicaciones lineales de E, X E), respectivamente, en E, y en E, (si E, y E), son 
espacios vectoriales sobre K). 

Si se identifica E=E,xE, y E,O E, ($ 131, c) podemos decir que pr, y Pr, 
son endomorfismos de E. Considerando E, XE,X...XE, o E,¡OE,0...QE, =E 
A=X+X +. +Xp *€E, x¡€E¡) se constatará que x—=>x,= f¡(x) es un endomor- 
fismo de E. Se comprueba fácilmente que (f)0(f) =f¡, de una manera general se llama 
proyector todo endomorfismo de E que verifica fof= f (ver ej. 157, al final del capítulo). 

2. Si F es un subespacio vectorial del espacio vectorial E sobre K, la aplicación f 
de E en E/F definido por 


x>/f(x) = 


(% clase módulo F de elementos de E) es un homomorfismo suprayectivo, llamado homo- 
morfismo canónico de E sobre E/F ($ 130). 

3. Sea E el conjunto de las funciones numéricas indefinidamente derivables t-—= x(t) 
de [O, 1] en R, es un espacio vectorial sobre R. 

a) La aplicación de E en E que a la función de x hace corresponder su derivada 
x”, es un endomorfismo de E (ver curso de Análisis). 

b) La aplicación de E en R definida por x=>x"(tp) (t, valor fijo de [O, 1] es una 
aplicación lineal de E en R. 

4. Sea E el conjunto de las funciones numéricas continuas ¿>x(t) de [O, 1] en R, 
es un espacio vectorial sobre R. 


a) La aplicación de E en E que a la función x hace corresponder su primitiva X 
t 
que se anula para t=0, o sea, t>X(f) = JS x(u) dx es un endomorfismo de E (ver 
0 
curso de Análisis). 


1 
b) La aplicación de E en R definida por x> l x(t) dt es una aplicación lineal. 
o 


5. Se volverá a ver todos los isomorfismos vistos en los párrafos precedentes 
(8 125, ej. 4 y 8; $ 128, ej. 5; $ 131, t. 3 y 4; $ 132, ej. 2; $ 136, t. 6). 
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140. Propiedades fundamentales de las aplicaciones lineales 


Hay que tener siempre en cuenta que una aplicación lineal f de un espacio 
vectorial E en un espacio vectorial F (sobre el mismo cuerpo K) es un 
homomorfismo del grupo aditivo E en el grupo aditivo F. 

Volvemos a encontrar así en este párrafo tres teoremas (t. 1, 2, 3) análo- 
gos a los ya demostrados para los homomorfismos de grupos ($ 77) y como 
corolario la descomposición canónica de una aplicación lineal. Sin embargo, 
volvemos a hacer todas las demostraciones. 

Las nociones de subespacios suplementarios y de independencia lineal nos 
darán en los $$ 141 y 142 dos nuevos teoremas (t. 4 y 5). Aunque sea válido 
para los espacios vectoriales de dimensión infinita, el teorema 4 que supone 
la existencia de suplementarios para un subespacio vectorial de E, sólo se 
demostrará en este curso más que para los espacios vectoriales de dimensión 
finita sobre K, 

Finalmente, en el $ 143, nos limitaremos a los espacios de dimensión 
finita sobre K para los teoremas 6 y 7 (determinación y rango de una apli- 
cación lineal). 

a) Teorema 1.—La aplicación compuesta de dos aplicaciones lineales es una 
aplicación lineal. 

Si E, F, G son tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, consi- 


deremos dos aplicaciones lineales f de E en F y g de F en G; gof es una 
aplicación de E en G. Para todo x y todo y de E 


(g0f (x + y) = 81f( +9] (definición de gof) 
= 8L/() + [(M] (fe2(E, FE) 
= 8[f()] + elf(] (ge £(E, F)) 


=(gof)(x) + (g0f) (y) (definición de gof). 
Igualmente y por las mismas razones, para todo x de E y todo a de K 
(80 f) (ax) = g[f(0x)] = glaf(x)] = aglf()] = alg o f) (x). 


CoroLarIo. — La composición de dos isomorfismos de espacios vectoriales es un 
isomorfismo de espacios vectoriales. La composición de dos endomorfismos (resp. auto- 
morfismos) de un espacio vectorial E es un endomorfismo (resp. automorfismo) de E. 


TEOREMA 2.—Si f es una aplicación de E en F 
1. f(0)=0p, f(x) =—H(x). 
2. Si A es un subespacio vectorial de E, f(A) es un subespacio vectorial de F. 
3. Si B es un subespacio vectorial de F, f-B) es un subespacio vectorial de E. 
Recordemos la demostración de 1 (8 56, t. 2). Sea x” de f(E), existe x de E 
tal que f(x) =x 
x +0 =08 + x=x > fíx + 05) = f(x) + Í(08) = f(08) + f(x) = Í(x) 


x + f(0g) = f(05) + =x, 
Í(0g) = 0. 


o 


es decir, 
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Finalmente 


x+ (Ex) = 0 > f(x) + [(— x) = (02) = 0, 
por tanto, f(í— 1) = — [(x). 


Sea A un subespacio de E, x” e y” dos elementos cualesquiera de f(A), 
existe x e y de A tales que x'= f(x), y' = f(y), de donde para todo q de K 


(Y) =1(0)—f() =x —y' 
fax) = af(x) = ax” 


x—yY y ax si pertenecen a A, x" —y' y ax” pertenecerán a f(A), que es, por 
tanto, un subespacio de F (8 128). 


Sea B un subespacio de F, x e y dos elementos cualesquiera de .f-(B), 
f(x) y f(y) pertenecen a B, de donde para todo a de K 


[0 —fW) =(x—y) 
afíx) = f(a.x) 


pertenecen a B, luego x—y y ax pertenecen a f-(B) que es, por tanto, un 
subespacio de E. 


DEFINICIÓN. — Si f es una aplicación lineal de E en F, f-40), subespacio vectorial 
de E se llama núcleo de la aplicación lineal f y se le representa Ker 1; HE) subespacio 
vectorial de F se le llama imagen de la aplicación lineal Í y se representa Im f. 


fe£(E, F),  Kerf=$f-10)c E, Im f = (E) c F. 


COROLARIO. —Si f es una aplicación lineal de E en F: 
1. f es inyectiva si y sólo si Ker f=(0). 
2. $ es suprayectiva si y sólo si Im f=F. 


Para 1: [(1)=f(y)=>f(x—y)=0, es decir, x—yeKer f, luego x=y 
si y sólo si Ker f= (0). 

2 es simplemente el enunciado de la definición de una aplicación supra- 
yectiva. 


TEOREMA 3.—Si f es un isomorfismo del espacio vectorial E sobre el espacio vec- 
torial F, f-1 es un isomorfismo de F sobre E. 


Para todo x' e y' de F existe x e y únicos de E tal que f(x) =x", f(y) = Y, 
de donde para todo a de K 


(+ y =f()+()=+y =P +Yy)=x+Yy= fx) + Uy) 
fax) = af(x) = ax” fax) = ax = af-(x). 


b) Como para los grupos si consideramos la relación de equivalencia 
(S 19, b) definida sobre E por f(x) = f(y), tendremos 


(«Y =0x—yef-00) 
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pues si f-(0) =N es un subespacio vectorial de E, esta relación es compa- 
tible con la estructura del espacio vectorial de E y la descomposición 


Ss b i 
E> E/N > f(E) > E 
f=iobos 


es tal que E/N y f(E) son los espacios vectoriales sobre K; s es suprayectiva. 
Por otra parte, para todo x e y de E y todo a de K (ver $ 130, y $ 139, ej. 2) 


PA o A 


s(ax) = le] = ax) as(r) 


x e y son las clases módulo N, respectivamente, de x e y; s es, por tanto, 
un homomorfismo suprayectivo. Por otra parte, b es una biyección definida 
por ($ 19, b) para todo x de E/N 


d(i) = f(x). 
Para todo xi y todo y de E/N y para todo a de K 


A Eo = f(4 + y) = [(2) + [(Y) = D(<) + dG) 


b(aí) =b ( = fax) =afíx) = 0b(a) 


luego b es un isomorfismo de E/N sobre f(E). Finalmente la aplicación canó- 
nica de f(E) en F, ">x' es visiblemente lineal, es inyectiva; por tanto: 


CorgLario. — Toda aplicación lineal f: E=>F, si E y F son dos espacios vectoriales 
sobre K, se descompone de una manera canónica en (N es el núcleo de f): 


a) El homomorfismo canónico de E sobre E/N. 
b) El isomorfismo canónico de E/N sobre [(E). 
c) El homomorfismo canónico (inyectivo) de f(E) en F. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el núcleo de f: E, Xx E,>E;, ($ 139, ej. 1)? Hallar así de nuevo la 
causa de que E, O Ey/E, sea isomorfo a E, ($ 131, t. 4). 

2. ¿Cuál es el núcleo de las aplicaciones lineales definidas en los ejemplos 3 a) 
y 4 a) del $ 139? 

3. Si f es una aplicación lineal de E en F, demostrar que la restricción g de f 
a un subespacio vectorial E” de E es una aplicación lineal de E” en F y que 
Ker g=Ker fN E”. 
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141. Isomorfismo de Im f con todo suplementario de Ker f 


TEOREMA 4.—Sea f una aplicación lineal de un espacio vectorial E sobre un espacio 
vectorial F, si E, es un suplementario de E, =Ker f respecto a E, f(E,) = (E) y la 
restricción g de f a E, que toma sus valores en f(E) es un isomorfismo de E, sobre f(E). 


Como ya hemos dicho, este teorema válido para un espacio vectorial E 
cualquiera sobre K sólo se halla demostrado en este curso para los espacios 
vectoriales de dimensión finita sobre K. 

Para todo x de E = E, O) E, (E, = Ker f) tenemos la descomposición única 


x=X1+X, x¡ € Ker [> f(x) = 0, x2€ E, 
de donde para todo x de E 
[(0) = fa + x2) = [(0) + [(x) = f(x) 


por tanto, f(E,) = f(E). Sea g la restricción f a E, y que toma sus valores 
en f(E). g es suprayectiva, pues para todo x” de f(E) existe x =x, + x, de E 
(x, € E, x,€ Ez) tal que 


Y =f(0) = f(a1 + xa) = [(x2) = 8(x2) 
por otra parte, g es inyectiva, pues 
g(x2) = glya) > gl. —ya) = 0 
por tanto, x»—Y, que pertenece por definición a E, pertenece también al 
núcleo de f, puesto que g(x»—yY») = f(x2—yY2) = 0, luego x,—yY, = 0, puesto 
que E, y E, son suplementarios; g es, por tanto, una biyección de E, sobre f(E). 


Finalmente g es una aplicación lineal, pues para todo x,, todo y, de E 
y todo a de K 


gx, + ya) = f(x, + Ya) = f(x) + f(y2) = g(x)) + gly) 
glax) = flax) = afíx) = ag(xa. 


OBSERVACIONES 


1. Hemos demostrado en un caso aparentemente particular el ejercicio 3 del $ 140. 


Por otra parte, el hecho que todo suplementario del núcleo es isomorfo a f(E) es 
una consecuencia del teorema 4 del $ 131 (E, O E,/E, isomorfo a E,) y del corolario 
de los teoremas 1, 2 y 3 de este párrafo (E/N isomorfo a f(E)); ademas, la demos- 
tración dada no hace sino reconsiderar lo esencial de las demostraciones de estos resultados. 


2. Si E,=Ker f y E=E,OE, acabamos de demostrar que 
TE) =1(0) HE) =1(E); por tanto, K(E) = (0) 0 1(E). 


Hay que tener en cuenta que el resultado no es general, es decir, si E es suma 
directa de dos subespacios vectoriales cualesquiera E, y E,, f(E) no es en general 
suma directa de f(E,) y f(E,) (ver ej. fin del $ 142). 
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142. Imágenes de partes de E. Aplicaciones 


Sea f una aplicación lineal de E en F y una combinación lineal de p ele- 
mentos de E: x;, ..., Xp, tendremos 


La La 
f ( ax; ) = » flaix,) (primera propiedad de linealidad) 
2)-2 


» 
=> aíf(x) (segunda propiedad de linealidad). 


Igualmente para toda combinación lineal finita de una familia cualquiera 


de E 
(2 ax, ) = Y faz) = Y af) 


recordemos que en este último caso sólo un número finito de escalares «' 
son no nulos, Si A es una parte de E, bien finita (X;, Xp ..., %p) O infinita 
(x)) con I como conjunto de índices, representaremos como siempre por f(A) 
el conjunto de las imágenes f(x) de las x, por f. 

Observemos que si la aplicación ¿—>x es biyectiva, no lo es en general 
la ¿—>f(x;); este fenómeno explica, en parte, algunos de los resultados 
siguientes: 


TEOREMA 5.—Si f es una aplicación lineal de E en F, si G es una parte generatriz 
de E, f(G) es una parte generatriz de f(E). 


Sea x” un elemento cualquiera de (E), existe x de E tal que x'= f(x). 
Por otra parte, x es una combinación lineal finita de elementos de G y 


x= > ax, > x= f(x) = > f(x), 


¡el ¡el 


por tanto, f(x) es una combinación lineal finita de elementos de f(G). 

En particular, si f(x) =0 para todo x de G, f(x) =0 para todo x de E: 
esta observación, muy útil, se conoce con el nombre de principio de pro- 
longación de igualdades lineales. Por ejemplo, si f y g son dos aplicaciones 
lineales de E en F, tales que f(x) = g(x) para todo x de G, se deduce que 


[=8. 
CoroLaArIo 1.—Si f es una aplicación lineal de E en F, la imagen de una familia A 


ligada de E es una familia f(A) ligada de F. 


Según el teorema 1 ($ 133) existe un elemento x de A combinación lineal 
finita de los elementos de A—(x); por tanto, f(x) será combinación lineal fi- 
nita de los elementos de f(A) — (f(x)], luego f(A) es ligada. 
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CoroLarIo 2.—Si f es una aplicación lineal de E en F y A una familia de E tal 
que f(A) sea libre en F, entonces A es libre en E. 


En efecto, si A no fuera libre en E, f(A) tampoco sería libre en F. 

ATENCIÓN: La imagen de una familia libre de E no es en general una 
familia libre de F (ver ej. posterior); en particular, la imagen de una base 
de E no es en general una base de f(E). 


EJERCICIO 


Si f es una aplicación lineal de E en F, demostrar que las tres propiedades siguientes 
son equivalentes: 

a) f es inyectiva. 

b) Para toda familia libre L de E, f(L) es una familia libre de F. 

c) Para toda descomposición E = E,O E, se tiene [(E) = (E) O [(E)). 


143. Caso en que E es de dimensión finita. Rango de una aplicación lineal 
de E de dimensión finita en F 


a) Si E y F son dos espacios vectoriales sobre K, supongamos dimx E=n 
y designamos por (4, 4, ..., a,) una base de E. 


TEOREMA 6. —Existe una aplicación lineal única f de un espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K en un espacio vectorial F sobre K, tal que 
(vie[lt,n))  fa)=b, 
donde b,, b,, ..., b, son n elementos cualesquiera de F. 
Supongamos que existe f y verifica las condiciones del enunciado, ten- 
dremos de una manera única 


n ” 


Y va=10= Y afto)= Yao 


i=1 i=1 i=1 


x 


por tanto, si f existe, es única. Recíprocamente, la aplicación de E en F defi- 


nida por 
> T ob; 
i=1 


es evidentemente lineal. Por tanto, f existe, y es única, está determinada por 
sus valores sobre los elementos de la base. 


b) TEOREMA 7 Y DEFINICIÓN. —Si f es una aplicación lineal de un espacio vectorial 
E de dimensión finita sobre K en un espacio vectorial F sobre K, f(E) es de dimensión 
finita sobre K y dimx f(E) < dimz E. 

La dimensión de Im f=f(E) es el rango de la aplicación lineal f; se representa 


por rg (f); además, 
rg (f) = dim; E— dimz Ker f. | 
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Si dimx E =n, toda base B de E tiene n elementos, es una parte genera- 
triz de E; por tanto, f(B) es una parte generatriz de f(E) que tiene a lo sumo 
n elementos. Por tanto, f(E) es de dimensión finita y toda base de f(E), parte 
generatriz minimal de f(E) (8 134, teorema 3), tiene r<m elementos. 

Por otra parte, si E, =Ker f y E=E,G E, tendremos ($ 137) 


dimx E = dimx Ker f + dim E); 
ahora bien, E, es isomorfo a f(E); por tanto, dimk Ez,= dimx f(E) y 
r=rg (f) = dimx E —dimx Ker f. 


Se observará que este resultado es independiente del hecho de que EF sea 
de dimensión infinita o finita y en este último caso del valor de su dimensión. 
Sin embargo, F es de dimensión finita p 


rg (f) < inf (1, p), 
pues f(E) c F. 


CoroLarIo 1.— Sea f una aplicación lineal de E en F, E y F dos espacios vectoriales 
de dimensiones finitas sobre K, respectivamente, iguales a n y p: 

l. rg (f) =n si y sólo si f es inyectiva. 

2. 18 () =p si y sólo si f es suprayectiva. 


En efecto, rg (f) =n—dimx Ker f=n implica Ker f=(0), luego f es 
inyectiva y recíprocamente ($ 140, corolario del teorema 2). Por otra parte, 
dimx f(E) = dimx F implica (E) =F (8 137, teorema 8). 


Estas propiedades nos permiten enunciar el resultado siguiente: 


CoroLARIO 2.—Si f es una aplicación lineal de E en F, E y F dos espacios vectoriales 
de igual dimensión finita, las propiedades siguientes son equivalentes: 

1. f es biyectiva (es decir, es un isomorfismo de E sobre F). 

2. f es inyectiva (es decir, Ker f=(0)). 

3. f es suprayectiva (es decir, Im f= F). 


Estas propiedades se aplican evidentemente a todo endomorfismo de E 
de dimensión finita sobre K. Son falsas si E es de dimensión infinita (ver 
ej. 5 más abajo). 

Estas propiedades muy particulares para una aplicación están relacionadas 
con las propiedades de las aplicaciones de un conjunto finito E en un conjunto 
finito F de igual cardinal (8 31, corolario 5). 


c) Sea (a, 4, ..., a,) una base de E, f una aplicación de E en F de 
rango r; por tanto (teorema 7), 


dimx Ker f=n—r 


supongamos la base (a) escogida de manera que (4;, % ..., 4,) sea una base 
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de un suplementario del núcleo de f y ([4,,1, ..., 4,) una base de este núcleo, 
£f(a), ..., f(a)) es una familia libre de f(E), pues 


Y ata) =0>f 2 ca) =0 


i=l i=1 


r 
y Pas al pertenecer al núcleo de f y a su complementario es nulo, luego 


=..=04=0, Por otro lado, como para 
ie[r+1,n]>f(a)=0 
£f(ay), ..., f(a,)) es una parte generatriz de f(E), luego es una base de (E): 


COROLARIO 3.—Si f es una aplicación lineal de rango r de un espacio de dimensión 


finita n sobre K en un espacio vectorial F sobre K, toda base (a, a, 4.) de E tal 
que (8,,,, ..., a.) sea una base de su núcleo es tal que (fía), f(a,), ..., 1(a,)) es una 
base de (E). 
EJERCICIOS 


1. Si E, y E, son dos subespacios vectoriales de dimensión finita de un espacio 
vectorial E se considera la aplicación f de E, X E, en E definida por f(x,, x)) =X, + X, 
(x, €E,, x,€E)). 

a) Demostrar que f es lineal, 

b) Demostrar que Ker f está descrito por (x, —x), si x describe E, N E,, deducir 
de lo anterior que Ker f es isomorfo a E, N E). 

c) Demostrar que Im f=E, + E,, deducir 


dim (E, + E,) + dim (E, N E) = dim E, + dim E, 


(utilizar $ 136, ej. 4, y el teorema 7 de este $). Ver otra demostración de este resultado 
$ 137, ej. 2. Si se considera la aplicación f de E, Xx E, X ... X E, (Ep... E, subespacios 
vectoriales de dimensión finita de E) en E definida por f(x, ..., Xp) = 1 4H... +x) 
(x,€ Ej) demostrar que 


dim (E, + ... + Ey) < dim E, + ... + dim E), 
2.. Si E, F, G son tres espacios vectoriales de dimensión finita, se consideran las dos 
aplicaciones lineales f: E>F y g: F>G; demostrar que 
dim (Im f N Ker g) =rg (1) —rg (g0/) 
sup (0, rg (1) + rg (8) — dim F) < rg (g0f) < inf (rg (f), rg (8). 
(Utilizar $ 137, ej. 2 o ej. 1, citado más arriba; $ 137, ej. 3, y $ 140, ej. 3.) 
3. Si f y g son dos endomorfismos del espacio vectorial E, demostrar que 


Ker (g0f) =f-1 (Ker g N Im f). 


4. Si f y g son dos endomorfismos de un espacio vectorial E de dimensión finita tal 
que gof= id, demostrar que f y g son dos automorfismos recíprocos de E. 

5. Si E es un espacio vectorial de dimensión infinita numerable de base (a) (¡e N*), 
se considera el endomorfismo f de E definido por 


Ka7,)=0 fa) =a) 
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a) Demostrar que f es suprayectiva, no inyectiva. 

b) Demostrar que existe un endomorfismo g inyectivo no suprayectivo tal que 
108 = dp. 

6. Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita, A y B dos subespacios 
vectoriales respectivos de E y de F tales que dim A + dim B= dim E, demostrar que 
existe al menos una aplicación lineal de E en F al que Ker f=A, Im f=B. 

7. Si f y g son dos endomorfismos de un espacio vectorial E tales que fog=g0f/, 
demostrar que el núcleo o la imagen de uno de ellos es estable por el otro, es decir, por 
ejemplo, f(Ker g) < Ker g, f(lm g)< Im g. 

8. Si E es un espacio vectorial de dimensión finita, E” un subespacio de E, F un 
espacio vectorial, F” un subespacio de F, se considera la aplicación lineal f: E=>F; 
demostrar que 

dim f(E') = dim E” — dim (Ker f N E”) 
dim /-1F) = dim (Im f N F') + dim E—rg (f). 


V. Operaciones algebraicas efectuadas 
sobre las aplicaciones lineales 


144, Estructura de grupo abeliano y de espacio vectorial sobre K de £x(E, F) 


Si f y g son dos elementos de £k(E, F), definimos las aplicaciones f + g 
y Af O. elemento cualquiera de K) de E en F por 


(VxeE) — (f+ 80) =1(x) + go, OD) =f(x) 


a) f y g es lineal; en efecto, para todo x y todo y de E y para todo 
a de K 


(+ gl + y) = f( + y) + (+4) (definición de f + g) 
= [f() + [9] + [e(x) + gm] — (1 propiedad de linealidad de f y 8) 
= [f(x) + ge] + [f(w) + g(1] (axioma V, en F) 
=(f+ 9D) + (f+ My) (definición de f + g) 


(f+ gXax) = flax) + glax) (definición de f + g) 
= af(x) + ag(x) (2.* propiedad de linealidad de f y g) 
=al[f(x) + g(x)] (axioma V¿ en F) 
= 0[(f + g2Xx)] (definición de f + g). 


Por tanto, (f, g) >f + g es una operación interna definida sobre £x(E, F): 
su definición y las propiedades expresadas por los axiomas V, hasta el V, 
del espacio vectorial F ($ 125) demuestran que esta operación es asociativa 
y conmutativa; además, la aplicación (y de E en F definida por 


(VxeE) — w(x)=0, 
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es evidentemente lineal, se le llama la aplicación lineal nula de E en F, para 
todo f de £x(E, F) se tiene 
Í+o=0+f=f 
£k(E, F) posee un elemento neutro para la suma, si no da lugar a confusión 
se le puede representar (como 0g, Of, 0x) por el mismo signo 0 (8 126, c). 
Por otro lado, se ve inmediatamente que la aplicación —f definida para todo 
f de £k(E, F) por 
(VxeE) (M0) =—Í() 


f+EA=EN+F=0 


por tanto: £k(E, F) provisto de la suma interna (f, g)>f+g tiene una 
estructura de grupo abeliano (aditivo). 


b) MM es lineal: en efecto, para todo x y todo y de E y todo a de K 


es lineal y que 


ONG +y) = Mx + y) (definición de Af) 
=Mf0) +19] (1.* propiedad de linealidad de f) 
= Mx) + Míy) (axioma V, en F) 
= 0) + 00 (definición de Af) 
QU/lax) = Mioax) (definición de Af) 
= Maf(x)] (2.* propiedad de linealidad de f) 
= Mw/(x) (axioma Vs en F) 
= (aMÍ(x) (conmutatividad de la multiplicación en K) 
= alM()] (axioma Vs en F) 


=aLO/()] (definición de Af); 


en consecuencia, Af es un elemento de £k(E, F); se observará que este hecho 
supone esencialmente la conmutatividad del cuerpo K (ver ej. 180). (A, f) > 
es, por tanto, una operación externa definida sobre £k(E, F), si K es el 
dominio de operadores, dejamos al lector que demuestre que cualesquiera que 
sean f y g de £x(E, F) y A y u de K, se tiene 


Mu = Om 1=f 
A+wÍ=M+uw  M+8=Af+hg 


TeoreMA. —Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo 
K, el conjunto £,(E, F) de las aplicaciones lineales de E en F provisto de la suma 
( 0>f+g y de la operación externa 0..f) >2Af 0. elemento de K) tiene una estruc: 
tura de espacio vectorial sobre K. 


Si dim E =.m, dim F =m, se demuestra que dim £(E, F) = mn (ver $ 154, 
c) y ej. 153, al final de este capítulo). 


EJERCICIO 


Si E, E” son dos espacios vectoriales sobre K, isomorfos igualmente que F y F', 
demostrar que £(E, E) es isomorfo a £(E”, F'). (Introducir los isomorfismos p: E-=>E', 
d: E>F) 
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145. Composición de aplicaciones lineales 


a) Si f y g son dos elementos que pertenecen, respectivamente, a £k(E, F) 
y a £k(F, G), hemos visto en el $ 140 (teorema 1) que gof es una aplicación 
lineal de E en G, luego un elemento de £x(E, G). Observemos que la apli- 
cación definida por (g, f)>g0f no es en general una ley de composición 
interna, ni una ley de composición externa: es simplemente una aplicación de 


£k(F, G) x £k(E, F) en £k(E, G). 
Si f, g, h son tres aplicaciones lineales 


f g h 
EsF>G>H 


donde E, F, G, H son cuatro espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, 
se tiene (8 15) 
(hog)of=ho(gof) 


por abuso de lenguaje se dice que la composición de las aplicaciones lineales 
es asociativa. 


b) Sean tres espacios vectoriales E, F, G sobre el mismo cuerpo K, f, 
y f. dos elementos cualesquiera de £(E, F) y g un elemento cualquiera £(F, G), 
para todo x de E 


Cf +) 0 8160 = (f, + fL800] (definición de (f, + f.)o 8) 
= fi[g(x)] + foL8(0)] (definición de f, + f.) 
=(fi08)() + (fog)() (definición de f,og y f.08), 
por tanto, 
(f+fjog=fo08 +08. 


Sea, por otra parte, f un elemento cualquiera de £(E, F) y g, y g2 dos 
elementos cualesquiera de £(F, G), para todo x de E 


[fo (81 + 837 (1) =f[(8, + 8) (0)] (definición de fo (g, + g2)) 
= f[8i(x) + g4x)] (definición de g, + g2) 
= f[8i()] + f[840] (1.* propiedad de linealidad de f) 


(fogy(x) + (fog)(x) (definición de fo g, y fog», 
luego 
fo(g +8) =fogi +fo0 82 


Por abuso de lenguaje, diremos que la composición de aplicaciones linea- 
les es distributiva por la derecha y por la izquierda respecto a la suma de 
aplicaciones lineales. 


OBSERVACION 


Se ve que la distributividad por la derecha es independiente de la linealidad (ver 
capítulo 3, ej. 56). 
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146. Anillo £x(E). Grupo GLx(E) 


a) Si hacemos ahora E=F=G, (f, g)>f+8 y (f, 8) >fo0g son dos 
operaciones internas definidas sobre £(E). 

Para la adición £(E) es un grupo abeliano (8 144); por otra parte, 
(f, 8) >f0g es asociativa y distributiva por la izquierda y por la derecha 
respecto a la adición ($ 145). Finalmente la aplicación idéntica de E en E 
definida como se sabe (8 12, c) por 


(Vx€E) ide(x) = x 
es evidentemente lineal y para todo endomorfismo del espacio vectorial E 
foidg =idgof =f 


£(E) posee, pues, un elemento neutro para la multiplicación, lo representare- 
mos generalmente por idz, algunos autores lo representan 1, de donde: 


TEOREMA. — Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, el conjunto 
£(E) de los endomorfismos de E provisto de las operaciones internas (f, g=>f+8 y 
( gH>fog tiene una estructura de anillo unitario. 


Como los ejemplos simples lo demuestran, este anillo es en general no 
conmutativo (ej. 1) y está provisto de divisores de cero (ej. 2 y 3). 

b) El conjunto de los automorfismos del espacio vectorial E sobre K es 
una parte de £(E); si f y g son automorfismos de E, también lo es fog 
(S 140, corolario del teorema 1); por otra parte, id¿ es un automorfismo de 
E; finalmente si f es un automorfismo de E, igualmente lo es f-* (8 140, 
teorema 3), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — El conjunto de los automorfismos de un espacio vectorial 
E sobre un cuerpo conmutativo K es, para la composición de las aplicaciones, un grupo, 
llamado grupo lineal de E y representado GL;(E). 


OBSERVACIONES 


1, Este grupo GL,(E) es precisamente el grupo de los elementos inversibles del anillo 
£g(E) ($ 98, t. 1). 

2. Se demuestra fácilmente (ej. 4, más abajo) que si los dos espacios vectoriales 
E y E' sobre K son isomorfos, lo mismo ocurre con los grupos GL.(E) y GL,(E”); en 
particular, cualquiera que sea E de dimensión n sobre K el grupo lineal de E es isomorfo 
al grupo lineal de K": esta estructura de grupo, único, está, por tanto, completamente 
determinado por K y n, se le representa GL,(K). 


EJERCICIOS 


1. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas t=>x(t) de 
[0, 1] en R, indefinidamente derivables (por tanto, continuas), se considera los dos 


endomorfismos de E ($ 139, ej. 4 y 5) 
1 


x>fíx)=xw,  x=>g(x) con [eco] = JS x(u) du. 
o 
Demostrar que si x(0) 0: (g0f)(x) = (fo g) (x). 
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2. Dados dos endomorfismos f y g de E tales que Im fCKer g, demostrar que 
gof=0. Deducir que si f no es divisor de cero por la derecha en el anillo £(E), f es 
suprayectiva y que si f no es divisor de cero por la izquierda, f es inyectiva. Demostrar 
que todo endomorfismo no nulo de E no divisor de cero ni por la derecha ni por la 
izquierda es un automorfismo. 

3. Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre K, ¿qué desigualdad verifican 
los rangos de dos endomorfismos f y g tales que gof= 0? 

¿Hay endomorfismos f y g tales que gof=/fo0g=0? (Utilizar el ejercicio 6 del 
$ 143) 

4. Si E y E' son dos espacios vectoriales sobre K isomorfos, demostrar que £k(E) 
y 2£k(E”) son isomorfos y que también lo son GL,(E) y GL,(E”) (introducir el isomorfismo 
q: E>E”). 

5. Sea MH(E) el conjunto de las homotecias de E, descrito por f, (A€K), tal que 
f(x) = Ax para todo x de E ($ 125, ej. 8). Demostrar que f,0g=gof, para todo 
endomorfismo g de E (ver un recíproco en ej. 155 al final del capítulo). Demostrar 
que Hx(E) es un subanillo de £(E) que tiene una estructura de cuerpo isomorfo a la 
de K. 


6. Dados f y g que pertenecen a £(E) y siendo E de dimensión finita, demostrar que 
fog = ¡dy implica g = f-1. 


147. Noción de álgebra sobre un cuerpo conmutativo K. Algebra £(E) 


a) Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, £(E) está 
provisto: 


(1) de una suma interna 

CG d>f+8 
(2) de una multiplicación externa 

O f=>M. 
(3) de una multiplicación interna 

4, g=>fog. 


Para (1) y (2): £(E) tiene una estructura de espacio vectorial sobre K, 
para (1) y (3): £(E) tiene una estructura de anillo. Además, se verifica fácil- 
mente que para todo ) de K y todo par de endomorfismos de £(E), se tiene 


Miog)=(Uf) og =fo0(48) 


estas propiedades nos llevan a establecer la definición siguiente: 


DeFINICIÓN. — Dado un cuerpo conmutativo K y un conjunto E provisto de una 
adición, de una multiplicación interna y de una multiplicación externa cuyo dominio 
de operadores es K, se dice que E tiene una estructura de álgebrá sobre K si: 

1. E tiene una estructura de espacio vectorial sobre K para la adición interna y la 
multiplicación externa. 

2. E tiene una estructura de anillo para la adición y la multiplicación internas. 

3. Para todo % de K y todo par (x, y) de elementos de E, se tiene 


Mxy) = ()y = x0y). 
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EJEMPLOS 


1. Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, £(E) provisto de 
las operaciones f+g, M, fog es una álgebra sobre K. 

2. Todo cuerpo conmutativo K es una álgebra sobre sí mismo. 

3. El cuerpo de los complejos C que es también un espacio vectorial sobre R puede 
ser considerado como una álgebra sobre R. 

4. Kn descrito por x= (Xj, Xp ..., *,) y provisto de las operaciones 


XA Y (E Y + M4 Yo + o + Y) 


AY Ap + AD ++ A) 
de =(AXp ..0, xp «0, AX) 


(ver ej. 92, fin del capítulo 5) es una álgebra sobre K, si (€, € ..., €,) es la base 
canónica de K”, hallar la tabla de multiplicar de los elementos de esta base. 

5. $5(R, R) provisto de las operaciones f + g, fg, Af (ver $ 90, ej. 4, y $ 125, ej. 5) 
es una álgebra sobre R. 

6. Veremos (capítulo 11) que el conjunto 8 de los polinomios en x con coeficientes 
reales provisto de las operaciones A +B, AA, AB es una álgebra sobre R. 


b) Dada una álgebra E sobre el cuerpo conmutativo K, una base del es- 
pacio vectorial E se le llamará también base del álgebra E; igualmente si 
el espacio vectorial E es de dimensión n sobre K, diremos que el álgebra 
E es de dimensión n sobre K. 

Por otra parte, se comprobará fácilmente que todo subanillo F de E, esta- 
ble para la multiplicación externa tiene una estructura de álgebra sobre K 
para las tres operaciones inducidas sobre F por las operaciones definidas sobre 
E; se dice que F es una subálgebra de E. Igualmente se llamará ideal del 
álgebra E, todo ideal del anillo E estable para la operación externa. 

Se ve inmediatamente que la intersección de una familia cualquiera de 
subálgebras del álgebra de E sobre K es una subálgebra de E; dada una 
parte no vacía X del álgebra E, la intersección de todas las subálgebras 
de E contenjendo X se llama subálgebra engendrada por X (ver 88 93 y 129). 

De acuerdo con las definiciones generales ($ 69), una aplicación f de una 
álgebra E en una álgebra E”, las dos sobre el mismo cuerpo conmutativo K, 
tal que para todo x, todo y de E y todo a de K 


(+ Y=f0+f0, [y =f0w, fax) =af(x) 


se llamará un homomorfismo de álgebras; se definirá igualmente un isomor- 
fismo de álgebras y un endomorfismo o un automorfismo de una álgebra. Se 
verificará sin dificultad que los teoremas análogos a los teoremas 1, 2 y 3 
(85 96 y 140) son exactos. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


7. La subálgebra de E, álgebra sobre el cuerpo conmutativo K, engendrado por e, 
elemento unidad de K es isomorfo a K considerado como álgebra sobre sí mismo: se le 
identifica a menudo con K; por tanto, KC E. 

8. El conjunto X(E) de las homotecias del espacio vectorial E, sobre el cuerpo 
conmutativo K ($ 146, ej. 5) es una subálgebra de la álgebra £(E) sobre K, isomorfa 
a K considerado como álgebra sobre sí mismo (ej. 7 más arriba). 
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9. El conjunto de las funciones polinomios reales de variable real (ver capítulo 11) 
es una subálgebra del álgebra S(R, R) sobre R (ej. 5 anterior) esta subálgebra es iso- 
morfa al álgebra $ de los polinomios en x con coeficientes reales (ej. 6 anterior). 

10. Si E es el conjunto de las funciones reales de variable real indefinidamente deri- 
vables para todo t de R, demostrar que E es una subálgebra de F(R, R) (ej. 5 anterior). 
Entre las aplicaciones siguientes de E en F= f(E) es una álgebra sobre R las que son 
homomorfismos de álgebras: 


a) 1(x) = xp) (valor de la función x para t, fijo). 

b) f(x) =x (función derivada de la función x). 

0) f(x) =x 1) (valor de x” para ty fijo) 

d) f)=X (X primitiva de x, tal que X(0) = 0). 

e) 1) =P, (0) (parte regular de orden n de un desarrollo limitado de la función 
x alrededor de cero). 

Dd M)=! (límite de la función x para ty fijo). 


(Ver curso de Análisis.) 


c) Factorización y linealización en una álgebra 


Sea x un elemento de una álgebra E sobre un cuerpo conmutativo K, que 
se puede escribir en las dos formas 


(D)  x=4,...4;...d, (a,€E, i=1,..., p) 
(2) x=XMb+..+Wb,+...+b,  (0,€E, AEK, ¡=1,2,..., q) 


los pasos de la forma (1) a la forma (2) y de la forma (2) a la forma (1) se 
llaman, respectivamente, linealización y factorización: se halla así una genera- 
lización de las transformaciones de “producto en suma” y de “suma en pro- 
ducto” de la trigonometría elemental. 

Si es un anillo de integridad y E su cuerpo de fracciones, la factorización 
es útil para reducir las fracciones y de una manera general para calcular en 
E, para resolver las ecuaciones, etc. 

La linealización se utiliza cuando se quiere calcular f(x), conociendo 
f(b) ... K(b,), si f es solamente un homomorfismo de espacios vectoriales sobre 
K y no un homomorfismo de álgebras sobre K, lo que se produce muy a 
menudo en la práctica (ver ej. 10 anterior). 


VI. Formas lineales. Dualidad 


148. Formas lineales. Dual de un espacio vectorial 


Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, podemos con- 
siderar K como espacio vectorial sobre sí mismo (8 125, ej. 3), £(E, K) es 
entonces un espacio vectorial sobre K; podemos, pues, dar las definiciones 
siguientes: 
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DEFINICIÓN. — Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K, toda 
aplicación lineal de E en K se llama forma lineal definida sobre E. 

El conjunto £(E, K) de las formas lineales definidas sobre E, espacio vectorial sobre 
K, se llama dual de E y se representa E*G0, El dual de E* se llama el bidual de E 
y se representa E**, 


Si f es una forma lineal definida sobre E, se tendrá para todo x, todo y 
de E y todo a de K 


[a+ =1(0)+1f,  flax)=0f(x). 
OBSERVACION 


Se representarán a menudo x*, y* ... los elementos de E*, sin que esta notación 
implique forzosamente la existencia de una relación funcional entre x de E y x* de E*. 
Todas las nociones y operaciones relativas a los elementos de un espacio vectorial se 
aplican, por tanto, a las formas lineales, se hablará de formas lineales independientes, 
de suma de dos formas, etc. 


EJEMPLOS 


1. Sea x=(al, ..., al, ...p) de K" expresado en su base canónica (a) ($ 134, 
ej. 1), a toda familia (A) (1 <¡<mn) de elementos de K, la fórmula 


1) =Mal +... +A ai... + A 0 


define una aplicación f de K” en K, que es una forma lineal definida sobre K". Se dice 
algunas veces que Aa! +... + Ai +... +2,0" es una forma lineal: es el abuso del len- 
guaje clásico que confunde la aplicación f y su valor f(x) para el valor x de la variable 
($ 11, observación). Se tiene naturalmente (a; 

2. E de dimensión n sobre K si tiene (a; 


por base, para todo x de E, se tiene 


x= Da, la aplicación fí de E en K definida por 
i=1 
x> f(x) =0, 
es una forma lineal definida sobre E llamada la ¡-ésima forma coordenada. 

3. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas aplicando [O, 1] 
en R y derivables para ty fijo de [O, 1], la aplicación de E en R definida por x = x'(fp) 
es una forma lineal sobre E (ver curso de Análisis). 

4. Si E es el espacio vectorial sobre R de las funciones numéricas aplicando [0, 1] 

1 


en R y continuas sobre [O, 1], la aplicación de E en R definida por x=> x(t) de 
es una forma lineal definida sobre E. y 


149. Forma bilineal canónica definida sobre E X E* 


a) Sean dos espacios vectoriales E;, Ez sobre el mismo cuerpo conmu- 
tativo K, consideremos una aplicación F de E, X Ez en K tal que las apli- 
caciones parciales ($ 12, d) F(., x,) de E, en K y F(x,, .) de E, en K sean 


(30) Para un cuerpo K designamos K*=K-—(0); si se considera K como espacio vectorial 
sobre sí mismo el contexto indicará si K* designa K—(0) o el dual del espacio vectorial K. 
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lineales, obtendremos, por tanto, idénticamente (es decir, cualesquiera que 
sean Xx, y, de E, x, Y, de E, A de K) 


E(x, + Yu %2) = Fl 12) + EY, 22), FOx%, 2) = AE(x5 x2 

Elx %2 + Yo) = lt 12) + E(%, Y), F(%, Mx) = AF(H1, x2). 
Una aplicación de E, X E, en K que verifica estas identidades se llama 
forma bilineal definida sobre E, X E,. La aplicación parcial E(., x,) asociada 


al elemento x, de E,, es una forma lineal definida sobre E,, igual F(x,, .), 
forma lineal definida sobre E, es asociada al elemento x, de Ej. 


EJEMPLO 
En R si x= (0, B, y), x"=(0, B”, y”) la aplicación (x, x)>aa' + BB' + yy” es 


una forma bilineal definida sobre R3x R3, 


b) Sea E un espacio vectorial sobre K, E* su dual, si x es un elemento 
cualquiera de E, f un elemento cualquiera del dual de E, consideremos la 
aplicación de E X E* en K definida por 


(o H>(x f)=1() 


utilizando la linealidad de f, las propiedades del espacio vectorial £(E, K) = E* 
y naturalmente la definición de (x, f), tendremos las identidades siguientes 


09) (1+y f)=f +9) =1(0) +10) =(x, 1) + (4, f) 
(1.* propiedad de linealidad de f) 
0) Qe f) =100) = M0) = Mx, f) 


(2.* propiedad de linealidad de f) 

0) (1, f+8)=0+ 96) =1(1) + e) = (x, f) + (3, 8) 
(definición de la adición en E* = £(E, K)) 

Q) (x% M) = 0 () = MG) = Mx, f) 


(definición de Af en E* = £(E, K)) 

(1) y (1) traducen el hecho de que la aplicación parcial (., f) de E en K, 
que no es otra que f, es una forma lineal definida sobre E. 

(2) y (2') traducen el hecho que la aplicación parcial (x, .) de E* en 
K es una forma lineal definida sobre E*; por tanto, la aplicación conside- 
rada es una forma bilineal: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dado un espacio vectorial E sobre un cuerpo conmutativo 
K, E* su dual, la aplicación de EX E* en K definida por 


 D>(%1)=10%) 


es una forma bilineal: se llama forma bilineal canónica definida sobre E x E*GD. 


(31) El símbolo <x,=/> se llama algunas veces corchete de dualidad. 
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c) Estudiemos con más detalle la aplicación parcial (x, .) definida por 
>(3 1 =1) 

es una forma lineal definida sobre E*; es, por tanto, un elemento del bidual 
E** de E. Por otra parte, esta forma lineal está asociada al elemento x de E, 
la representaremos 5 (que se lee “x tilda”). Su valor para f, o sea, 0, es 
por definición (x, f), pero (f, > 0) es la forma bilineal canónica definida 
sobre E* x E**, de donde x/) = Cf 1) y, por consiguiente, 

G) (hh x)=(x f) 
y esto cualquiera que sea x de E y f de E*. La fórmula (3) permite, por tanto, 
hacer corresponder a todo x de E un elemento único x de E**., 


Estudiemos esta aplicación x=>x de E en E**, primero vemos que es 
canónica en el sentido que depende únicamente de la estructura de espacio 
vectorial de E, seguidamente vemos que es lineal; en efecto, utilizando las 
propiedades de la forma bilineal canónica y la fórmula (3) tenemos idéntica- 
mente 


(Fijo) +4 1=( +01) 
=(h 3) +46) =30 +10) 


(5) (M= < > > = (a 1) = Mo 1) 
=Mf7x) =Í0, 


puesto que estas igualdades se verifican para todo f de E*, tenemos 
LS 
x+y=x+Y4  0x=Ax 

cualesquiera que sean x e y de E y 2 de K. 

OBSERVACION SOBRE LAS NOTACIONES 

Para mayor facilidad hemos designado por x y por f los elementos que describen, 
respectivamente, E y E*, para señalar que f describe E* pcdemos representarlo por una 
letra con asterisco —por ejemplo, x* o y*— recordando que la notación x* no supone 
forzosamente la existencia de una relación funcional entre x y x* (lo que no es el caso 
para la notación x, que indica un elemento de E** asociado a x). Podemos así enunciar 
los resultados precedentes de la siguiente manera: 

TEOREMA Y DEFINICIÓN, — Dado un espacio vectorial E descrito por x, su dual E* 
descrito por x* y la forma bilineal canónica (x, x*)>(x, x*) definida sobre E x E*, 
la aplicación parcial definida por x*—=>(x, x*) es un elemento % del bidual de E, está 
definida por 


(4) (UxeE)  (VxteE%) (1% x)=(%,x*). 


La aplicación x=>x de E en E** es lineal, se llama homomorfismo canónico de E 
en E**, 
Recordemos una vez más que <x, x* >= x*(x). 
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150. Caso en que E es de dimensión finita. Bases duales 


a) Supongamos E de dimensión n sobre K y (4, 4, ..., 4.) una base 
de E; para todo x de E 


w =D aa, 
i=l 
sea x* una forma lineal definida sobre E, es decir, un elemento del dual, 
tendremos 


(Q) xo) = (x x*)= > alx*(a) = A aa 
ini 5] 


poniendo a =x*(a,) (que es un elemento de K) encontramos así de nuevo 
un caso particular del teorema del $ 143: Toda forma lineal definida sobre 
E de dimensión n está determinada al dar los n valores que toma sobre los 
valores de una base de E. 


En particular, podemos definir n formas coordenadas ($ 148, ej. 2), que 
representaremos por a*!, ..., a*, ..., a*”, definidas por 


6) ax) = al 
o, lo que equivale según el resultado recordado antes, por las igualdades 
inj a*í(a;) = (a; ati) =0, a*(a) = (a, ati) =1 
es decir, utilizando el símbolo de KRONECKER ($ 133, ej. 1) 
(4% av(a)=(a, ati) =8i 


gracias a (3) la fórmula (2) se convierte en 


(2) (9 = (% 1%) =D azar 
i=l 


de donde, siendo (2') verdadera para todo x de E, 


- 1 e 


como esta fórmula es cierta para todo x* de E*, vemos que las n formas 
coordenadas a*!, ..., a*” engendran E*. Vamos a ver que estas formas des- 
criben una base de E*: nos basta demostrar que son linealmente indepen- 
dientes (8 136, corolario del teorema 7), pongamos 


> hati=0 — (igualdad en E*) 


i=1 
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esto significa que para todo x de E 
b. Ma*(x)=0 — (igualdad en K) 
i=1 


en particular, para x= a, obtendremos teniendo en cuenta (4) 


” ” 
DN rara) = A =2/=0 
i=1 i=1 
por tanto, las n formas coordenadas son completamente independientes; po- 
demos resumir todos estos resultados: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre K, expre 
sado en una base B=(a,, ..., a,) las n formas coordenadas ati (1<j<nm) defini- 
das por 

ati(a,) = (4, ati)= di 
describen una base B* del dual E* de E llamada base dual de la base B de E. Por 


otra parte, 
dimg E* = dimx E=n 


y si 
” 
A > ajaj, 
i=1 
se tiene 
” 
xx) =(x,x*)= e 
i=1 
OBSERVACION 


En este caso (E de dimensión finita) E y su dual E*, al tener la misma dimensión 
sobre K, son isomorfos: hay en general una infinidad de isomorfismos p de E sobre E*, 
(Si p es uno de ellos y u un automorfismo de E, pouw es un isomorfismo q” en general 
distinto de q.) 

Se demuestra (ver ej. 171, al final del capítulo) que no existe isomorfismo canónico 
de E sobre E* si n>1, salvo si n=2 y K= Z/2Z. 


b) En el caso en que E es de dimensión finita, podemos precisar el teore- 
ma del $ 149, c) demostrando que el homomorfismo canónico x>x de E 
en E** es un isomorfismo. Según el teorema anterior, como E** =(E*)*: 
dim E** =dim E*=dim E; nos basta, por tanto, de demostrar que la 


aplicación de E en E**, definida por 1>% es inyectiva ($ 143, corolario 2). 
Para todo x* de E* 


T=y3(x*, 1) =(4*, Y) > (2, 1%) =(y 1*) 


T=Y>(1—yY *)=0=>v(x—y)=0 
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en particular para cada elemento a*i de la base de E* dual de la base (a; 
(l<i<m) de E se tiene 
aix—y =a—p=0 

donde a! y f' son las ¿-ésimas coordenadas respectivas de x e y, pues x= y, 
de donde: 

TEOREMA. —Si E es de dimensión finita sobre K, la aplicación canónica de E en 
E**, x>X definida por 

(et, X) = (3, x*) 

es un isomorfismo de espacios vectoriales. 


Este isomorfismo es canónico (la consideración de la base B sólo ha ser- 


vido para demostrar que el homomorfismo canónico x-—>x era biyectivo); 
como no hay ningún interés para considerar E** por sí mismo, identificare- 
mos E con E** designando x y x por el mismo símbolo xv; gracias a esta 
identificación E y E* son duales uno del otro, la base B** identificada a B 
es dual de la base B* de E*, se dice que B y B* son dos bases duales, 

Por otra parte, x* elemento de E* es una forma lineal definida sobre E; 
igualmente la aplicación x* > (x, x*), o sea, x, identificada a x es un elemento 
de E y es una forma lineal definida sobre E*; hay también reciprocidad 
perfecta entre E y E*: cada elemento de uno de estos espacios vectoriales 
es una forma lineal definida sobre el otro. 


OBSERVACION 
En el caso en que E es de dimensión infinita sobre K, se demuestra que la apli- 


cación x>x es siempre inyectiva, pero nunca sobreyectiva (ver ej. 172, fin del capítulo). 


EJERCICIOS 


1. Determinar la base de (K")* dual de la base canónica de K” ($ 134, ej, 1). 
2. Si E, de dimensión finita está expresado en una base B, demostrar que en E** 
la base dual de la base B* de E*, también dual de B, es la imagen de B en el 


isomorfismo canónico x>x de E sobre E**. 


151. Ortogonalidad 


a) DEFINICIÓN. —Se dice que un elemento x de un espacio vectorial E y un ele- 
mento x* del dual E* de E son ortogonales si y sólo si (x,x*)=0. Se dice también 
que x es ortogonal a x* o que x* es ortogonal a x. 

Se dice que una parte A de E y una parte A* de E* son ortogonales si y sólo si 
todo elemento de A es ortogonal a todo elemento de A*. 
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Si x es ortogonal a x* y a y*, será ortogonal a )x* y a x* + y*; por tanto, 
si x es ortogonal a una parte A* de E* es ortogonal al subespacio de E* 
engendrado por A*; en particular, tenemos el resultado siguiente: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si F es un subespacio vectorial de E, el conjunto 'de los 
elementos de E* ortogonales a todos los elementos de F es un subespacio vectorial de 
E* llamado el subespacio ortogonal de F en E* y se representa por F!, 


Se definirá igualmente el subespacio vectorial ortogonal (F*)* de F* en 
E; por ejemplo, 
[0¿. =E*, E! = (05*). 


OBSERVACION 


Si G” es un subespacio propio de F! es un subespacio de E* ortogonal a F, pero 
no es el subespacio ortogonal a F; para evitar esta posibilidad de ambigiiedad algunos 
autores llaman a F! el subespacio totalmente ortogonal a F. (Nos encontramos en la 
misma situación que en el espacio métrico R3, cuando decimos que un plano P” y una 
recta D” los dos pasando por O son ortogonales a una recta D pasando por O, tenemos 
D'cP”, D'P”, se podría decir que P” es totalmente ortogonal a D, ver libro III 
Geometría.) 


b) Supongamos ahora dim E= nx. Sea F un subespacio vectorial de E de 
dimensión 0<m< hn, consideremos una base (a) (1 <i<m) de F que com- 
pletada da una base (a) (1 <i<m) de E (8 135, corolario del teorema 4), 
o sea, (a*i) (1 <i<m) la base dual de E*, para que x* pertenezca a F! es 
necesario y suficiente que 


l<i<sm=>(a, x*)=0, 
Pongamos 


se tendrá 


"” 


l<i<m <a, aja) = Ya (a, a 1)= Y aj = 
Feo) 2 2" 


i=1 


por tanto, F* es el conjunto de los vectores de E* de la forma 
ma am aa 


F* es, por tanto, el subespacio de E* engendrado por a*"+l, ..., a*”, luego 
es de dimensión n—m= dim E—dim F= codim¿ F. 

Consideremos ahora el ortogonal (F*)! de E en F* (suponiendo identifica- 
dos E y E**; ver $ 150, b). Todo vector de F es por definición ortogonal 
a F*; por tanto, 


F c (E*)*; 
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por otra parte, 
dim (F*)! = dim E* — dim F* =n—(n— m) = m = dim F; 
por tanto ($ 137, teorema 8), 


(E)! =F, 
como para m=n: (E)! =(0s*] y (0¿*)* =E tenemos: 


TEOREMA. — Dado un espacio vectorial E de dimensión n sobre K, el ortogonal F! 
de un subespacio vectorial F de E, de dimensión m<mn es un subespacio vectorial de 
E* de dimensión n—m. El ortogonal de F!* es F. 


Dicho de otra manera la relación entre F (de E) y G* =F!* (de E*) es 
simétrica. 


EJEMPLOS 


1. Si E=K"” está expresado en la base canónica ($ 134, ej. 1) y E* en la base 
dual ($ 150, ej. 1), sea u= (4, uy, ..., 4,) un elemento de E*; el ortogonal de la recta 
($ 137) engendrada por u (por tanto, de dimensión 1) es de dimensión n—1, es un 
hiperplano ($ 137) de E; está descrito por x= (xl, x?, ..., x") de E tal que 


u(x) = (x, u) =ux + ua 4 + 4 =00 


se le llama el hiperplano ortogonal a u, la relación precedente es la ecuación cartesiana 
del hiperplano. 

2. Con las mismas notaciones si F* está engendrado por ui= (ul, w0iÉ wi, u) 
(1 <¡j< p) el ortogonal (F*)! es un subespacio de E descrito por x= (xl, x?, ..., x") 
de E tal que 


ul(x) =(x ul) =ulxl 4... + ulxi +... + ul =0 
ul(x) =(x, ul) =ulxl +... + Ujxi+ ... + ujx"=0 


un(x) = (x, ul) =uexl 4... + 4x8 +... + Upa =0, 


Este sistema de relaciones es un sistema de ecuaciones cartesianas del subespacio 
(F*)1 C E. Estudiaremos la recíproca de este resultado en el capítulo 10 (Ecuaciones 
lineales). 


152. Transposición 
a) Sea E y F dos espacios vectoriales sobre K, E* y F* sus duales res- 


pectivos, f una aplicación lineal de E en F, y* una forma lineal definida 
sobre F, y*of es una aplicación de E en K, es lineal (compuesta de dos 
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aplicaciones lineales, $ 140, teorema 1); es, por tanto, una forma lineal x* 
definida sobre E. Tenemos, pues, el diagrama siguiente 


E >= F 


Du 


Por tanto, dada una aplicación lineal f de E en F, a toda forma lineal y* 
definida sobre F se puede hacer corresponder una forma lineal única definida 
sobre E, o sea x*=y*of, esta aplicación y* >y*of de F* en E* se llama 
la transpuesta de f y se designa 'f (se lee “transpuesta de f”) 


(Vy*eF") yt) =y*of 


x*=yof. 


por tanto, 


(VreE)  [(43U1()= (4* of) () = y*[/()] 


y, en consecuencia, 'f está definida por 
(VreE)  (Vy*EF") — (x f(49))=(f(0), y*) 


Esta aplicación 'f al aplicar el espacio vectorial F* sobre el espacio vec- 
torial E* se puede preguntar si es lineal. Lo es, en efecto: sea y*, z* dos 
elementos cualesquiera de F* y ) un elemento cualquiera de K, tendremos 
si se utilizan las propiedades de la forma bilineal canónica 


Dit + 29160) = (3 Tyt +29) =(((0), y* +2*) 
= (10), y) + (160), 2*) = (3, '[(4*)) + (x, '1(2*)) 
= [YN] 6) + 1(29] (0) 
EFOYNICO = (% OY") = (100, My*) = MÍO, y*) 
= Mo Y) =AÍYNIOO. 
Estas igualdades (en K) al tener lugar para todo x de E 
Ty +2) = (y) + 125, Oy) = MÍ"). 
EJEMPLO 
Sea E=F, f= id tendremos 
(x, (id) (y*)) = (ide(x), y*) =(x, y*) 
por tanto, 
1(idg) (y*) = y*, 
es decir, 
Xidg) = idp*. 
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TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo 
conmutativo K y f una aplicación lineal de E en F, la aplicación de F* en E* definida 
por yt =>'f(y*)=y*of es lineal, se la llama la transpuesta de f; está definida por 

(VxeE)  (Vy*EeF) — (x, 0*))= (16), y*). 

Si E=F 

K(idg) = id. 


b) Propiedades de la transposición 


1. La transposición f—>'f hace, por tanto, corresponder a un elemento f 
de £(E, F) un elemento 'f de £(F*, E*); vamos a ver que esta aplicación es 
lineal; es suficiente para ello aplicar la relación fundamental de definición. 

Sean f y g dos aplicaciones lineales de E en F, f y 'g sus transpuestas 
respectivas 


(o (+ (Y) =((+ 86), y*) =(1() + £(0), y*) 
= (1(0), y") + (860), y*) = (3, (43) + (a, 'gu*)) 
(YO + gy) = (0, (1 + 8) (4) 

(3 030) =(0N (0, y*) = (Mi), y*) == 100, y*) 

= Mx, (y) = (x, My") 
y como estas dos igualdades tienen lugar para todo * de E y todo y* de F, 
tenemos para todo f, todo g de £(E, F) y todo 2 de K 
(+= +8 'MN=Af. 
2. Consideremos ahora tres espacios vectoriales E, F, G sobre el mismo 


cuerpo K, sus duales respectivos E*, F*, G*, las aplicaciones lineales f: E>F 
y g: F>G y sus transpuestas 'f, 'g tenemos los diagramas 


F F* 
IN NY 
E hs AS 
gof Yo 


Vamos a demostrar que (gof)= 'fo'g; aplicando siempre mecánicamente 
la fórmula fundamental a gof, si x es un elemento cualquiera de E y z* un 
elemento cualquiera de G* (puesto que gof es una aplicación de E en G) 


a=(x, (gof) (2*)) =((80f) (a), 2*) =(8[f()], 2*) 
apliquemos la fórmula fundamental a g y 'g 


a= (81f(x)], 2*) = (f(x), 'gl2*)) 


y finalmente a f y 'f 
a= (f(x), "8(2*)) = (x, 'g(*]) = (x, (fo'g)(2*)) 
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de donde 
(gof="'fo'. 


Apliquemos esto a un isomorfismo f de E sobre F, f-! es un isomorfismo 
de F sobre E y se tiene 


flof=ide  fofr!= id, 
como hemos visto que '(ide)= id¿* tendremos, por tanto, 
fo(f-)=idz.  fof=idp 


en consecuencia, “f es inversible y “(f-) = (Cf). 
3. Busquemos finalmente la transpuesta de 'f, o sea, ('f), tenemos 


fex(E, F)  'fEL(F*, E), — (NE£L(E**, F**). 


Nos colocamos únicamente en el caso en que E y F son de dimensión finita 
sobre K, E** y F** canónicamente isomorfos, respectivamente, a E y a F 
están identificados a E y F; vamos a demostrar que “(f) =f. 

Si se aplica la fórmula fundamental a 'f, tendremos cualquiera que sean 
y* de F* y x** de E** 

(Y, (O (0) = (CO), x**) 


de donde como consecuencia de la identificación y si se aplica la fórmula 
fundamental a 'f 


(Ye (OD) = (My), 1) = (y, 160) 


de donde '(f) =f: así, en el caso en que E y F son de dimensión finita 
toda aplicación lineal de F* en E* se puede considerar como la transpuesta 
de una aplicación lineal de E en F; dicho de otro modo la aplicación f >'f de 
S(E, F) en £(F*, E*) es suprayectiva (y, por tanto, biyectiva), pues 
dim £(E, F) = dim £(F*, E*) = dim E dim F (ver $ 144). Podemos recapi- 
tular estos resultados en el teorema siguiente: 


TEOREMA 1.—Si fe£(E, F) y “fe £(F*, E*) la aplicación f>'f es lineal, es decir, 
+ D= 14% 1) =D. 
2. Si fe£(E, F), ge£(F, G), tfe £(E*, E*), tge£(G*, F*) 
gof) = fot. 
Si f es biyectiva, igualmente lo es 'f y 
4) = (PA. 
3. Si E y F son de dimensión finita, f>'f es un isomorfismo y, además, 


(p =f. 
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EJERCICIO 


Si generalizamos la noción de forma bilineal, diremos que (x;, x,)>F(x;, x,) es 
una aplicación bilineal de E, X E, en E, (E,, E,, E, espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo K) si las aplicaciones parciales F(., x,) y F(x;, .) son lineales ($ 149, a), y 
$ 164). Demostrar que la aplicación (f, y*)>y*of es una aplicación bilineal de 
£(E, F) x F* en E* y que *f no es otra que la aplicación parcial relativa a f. 


153. Transposición y ortogonalidad 


a) Sea f: E>F una aplicación lineal 'f: F*-—>E* su transpuesta, con- 
sideremos sus núcleos y sus imágenes 
N=KerfcE I=ImfcF 
N' = Ker'f c F* T' =Imf c E* 


busquemos el ortogonal 1* de I, es una parte de F* descrita por y*, tal que 
para todo x de E (f(x), y*)) =0, de donde 
(0, ye) =(x, ys) =0 


es decir, 'f(y*) (x) = 0, para todo x de E; por tanto, 1* está descrito por los 
y* tales que 'f(y*) =0, es decir, 1: =N': 


TEOREMA. — Sea f una aplicación lineal de E en F, el ortogonal (en F*) de la 
imagen de f es el núcleo de la transpuesta 'f de f. 


b) Caso en que E y F son de dimensión finita sobre K 
Pongamos dim E= dim E*=nm, dim F= dim F*= p. Hay reciprocidad 
entre f y *f; por tanto, 


(Im f): =Ker 'f (Im 'f)* =Ker f; 
por otra parte, si se utilizan los resultados de los 88 143 (teorema 7) y 151 b) 


rg (f) = dim F* —dim Ker 'f = dim F* —dim (Im f)* 
= dim F*— (dim F* —dim Im f) = dim Im f=rg (f). 


TEOREMA. —Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre el 
mismo cuerpo conmutativo K y f una aplicación lineal de E en F 


18 (f) =r8 (f). 
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Ejercicios 


141, 


142, 


143. 


144, 


145. 


146. 


147. 


Determinar, según los valores de a (o de «, f, y) los rangos de los sistemas S,, S, 
S, de vectores de R3 


Si a=(01,1, b=(1, a, 1, c=(1, 1, a) 
Sy  a=(0, 1,1), b=(—1,—a,—1), c=(—1,—1, au) (M.G.P.) 
Si a=0Y1—8) c=(77,00), c=(8,—a, 0). 


Determinar los rangos de los sistemas siguientes R* y eventualmente las relaciones 
entre los vectores de S, (i= 1, 2, 3) 


Si: a=(1,1,1,1), b=(0,1,2,—1) c=(1,0,—2,3), d=(2, 1,0,—1) 


S;  a=(1,0,1,0), b=(2,1,0, 1), e=(0,2,—1, 1), d=(3,—1, 2, 0) 
Sy  a=(1,0,2,3) b=(7,4—2,—1) c=(5,2,4,7),  d=(3,2,0, 1). 


En R*" demostrar que el subespacio engendrado por a y b, por una parte, y el 
subespacio engendrado por c y d, de otras partes, son idénticas, y determinar su 
dimensión 


1. n=3a=(23—1), b=(1,—1,—2), c=(3,7,0), d=(5,0,—7) 
2. n=4a=(23—1,0), b=(-3,1,0, 2), 

c=(-4,5,—1,4,  —d=(9, 8,—3,—2). 
En cada uno de los casos anteriores, completar (a, b) para obtener una base de 
R3 (caso 1) o de R* (caso 2). 


Determinar una base del subespacio V de Rí descrito por (X;, Xz, Xy, X¿) del que: 
x, = Xx — 3Xy, Xy = Xy Completar la base obtenida para obtener una base de R%. 


1. En Ri verificar que a, b, c son independientes y calcular las coordenadas de x sobre 
la base (a, b, c) 


a=(21,1,1), b=(1—1,1D, c=(11,—1, x=(Q,—3,—1). 


2, El mismo problema en C3: 

a=(1—1,D, b=(2L,¿,D, c=(,1,—1, x=(1+ 1 1—i 0D. 

a=(1,2,—1,—2) b=(2,3,0,—1) c=(1,2,1,4), d=(1, 3, —1, 0), 
x= (7, 14, —1, 2) (M.G.P). 

Determinar los rangos de los sistemas de vectores siguientes de R” (se estudiará pri- 

mero el caso n= 2, 3 y 4). 

1. 1<i<mn), a, tiene por coordenadas W/ =1 + (a—1) 31 


(a escalar dado, ai símbolo de KRONECKER). 


2. 1<i<n, a, tiene por coordenadas ui =(¡—1)n+¡a (a escalar dado). 
i 


En Rí se considera el subespacio F engendrado por (a, b, c) y el subespacio G engen- 
drado por (d, e): 

a=(1,2,3, 4), b=(2,2,2, 6), c=(0,2,4,4), d=(1,0,—1,2), e=(2,3,0, 1). 
Determinar las dimensiones de F, G, F N G, F-+ G y las bases de estos subespacios 
(se buscará primero una base de F N G). 
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148. 


149. 


150*. 


En E = S(R, R) sobre R, se considera f, definida por f,(t) = ent (r,¿ € R). Demostrar 
que la familia (f,) (1 <k<m) es libre si y solamente si los r, son todos distintos 
(razonar por inducción: escribir 2, f¡(t) +... + Af, (t) = 0, dividir por f,(t) y 
derivar). 

Aplicar este resultado a 5(R, C) con re C. 

(Se admitirá reC, teR : (er) = re"), 


Si p y q son dos números complejos (q 0), se considera el conjunto S de las 
sucesiones (u,) (ne N) de los números tales que 


Un +24 PU, + qu, =0 (ne N) 
se pone (reC) 
(u,) + (4) = (u, + 41) r(u,) = (ru). 


a) Demostrar que S es un subespacio vectorial del espacio vectorial, sobre C, de 
todas las sucesiones complejas. 

b) Se considera la aplicación de S en C? que, a toda sucesión (u,) de S, hace 
corresponder el elemento (uy, uy) de C?. Demostrar que esta aplicación es un isomor- 
fismo de S sobre C?, 

€) Demostrar que existe una sucesión única (a,) de S tal que ay=1, 4, =0 y una 
sucesión única (b,) de S tal que b¿=0, b, = 1. De lo anterior deducir que para toda 
sucesión (u,) de S existe un par único de números complejos («, f) tal que 
u, = 24, + Bb, para todo n. ¿Cuál es la dimensión de S sobre C? 

d) Demostrar que si p?—4q % 0, hay en S dos sucesiones linealmente independien- 
tes de la forma s” (se C). Calcular u, en función de n, uy, 4, p, 9. 

Aplicación numérica. 1.p=g==—1, 4y=4=1; 

2. p=—2kcosp, q=k?, u=1, u=kcosp (k, y reales). 

e) Si p?—4g=0 sólo hay en S una sucesión de la forma s" (se C). ¿Qué relación 
verifica la sucesión (v,) definida por u, = s" y, para todo n? Deducir de este estudio 
dos sucesiones de S linealmente independientes. Calcular u,, en función de n, Ug, Uy, Po 
(M. G.P.). 


Se llamará sucesión (a) toda sucesión finita estrictamente creciente de números reales 
verificando 


(1 0=4<a<... <a<4,, <...<a, <aj,y =1 
(no es necesario que n sea el mismo para cada sucesión). 


Se designará por E el conjunto de las funciones reales en escalera definidas sobre [0, 1], 
es decir las funciones f tales que existe un entero n, una sucesión (a,) que verifica (1) 
y dos sucesiones (b) de n + 1 elementos reales cualesquiera tales que 


(2) (i=0,1,...,1M)  4/<x<4,p,  1)=b, 


Se designa por L el conjunto de las funciones reales lineales a «trozos» definidas 
sobre [O, 1], es decir, las funciones g tales que existe un entero n, una sucesión 
(a) que verifica (1) y dos sucesiones (b,) y (c;) cada una de n + 1 reales cualesquiera 
tales que 

(3) (i=0, 1, ..., n) 4<x<G ip 1) =bx +; 


12 a) Demostrar que E es un espacio vectorial sobre R. 
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b) Dado el número real k (0<k<1) se designa por e, la función definida 
sobre [0, 1[ por 


0<x<k, ex) =0; k<x<1l, eo) = 1. 
Demostrar que si (k,) es una sucesión finita de números reales distintos dos a dos, 
la familia (e,,) es una familia libre de E. 


€) Demostrar que toda función en escalera es una combinación lineal finita de 
funciones e, y esto de una manera única. 


2. a) Demostrar que L es un espacio vectorial sobre R y que L”, conjunto de las 
funciones g lineales por trozos y continuas sobre [O, 1[ y nulas para cero es un 
subespacio vectorial de L. 


b) Dado el número real k (0<k<1) se designa por !, la función definida sobre 
[O, 1[ por 

0Sx<k, 1,(x) =0; k<sx<1, 1,60) =x—k. 
Demostrar que si (k,) es una sucesión finita de números reales distintos dos a dos, 
la familia (l,) es una familia libre de L. 
ce) Demostrar que todo elemento de L'” es una combinación lineal finita de fun- 
ciones (l,) y esto de una manera única. 
d) Demostrar que L=EGOL”. 
3. A toda función f de E se asocia la función h definida por 


0<x<1, h(x) =f 10 dt. 
0 


a) Demostrar que heL”. 

b) Se pone h= q(/), demostrar que q es un isomorfismo de los espacios vecto- 
riales sobre R, E y L”. 

Se dice que un número complejo x es algebraico si verifica al menos una relación 
(1) AH ax +... +0," =0 

(ak coeficientes racionales no todos nulos). 


a) Demostrar que, para que x sea racional, es necesario y suficiente que el sub- 
espacio vectorial V(x) de C, espacio vectorial sobre Q, engendrado por (1, x, ..., x1, A 
sea de dimensión finita. Si p es la dimensión de V(x) demostrar que existe una 
y una sola relación con coeficientes racionales de la forma 


HARE + 0, XP 1 4 xP = 
Se dice que x es algebraico de grado p. 
Demostrar que 2—iyZ, 1+ yz son algebraicos ¿cuál es su grado respectivo? 


b) Si x es algebraico de grado p e y algebraico de grado q, demostrar que xy y 
x + y son algebraicos. (Considerar el subespacio de C, espacio vectorial sobre Q, en- 
gendrado por (x*y*) (0<h<p, 0<k<q, h y k enteros naturales). 


Demostrar que v2+ Y3 es algebraico. 


€) Demostrar que el conjunto de los numeros algebraicos es un subcuerpo del 
cuerpo C (M.G.P.). 
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152. 


153, 


154”. 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K, y f 
una aplicación de E en F, demostrar que la aplicación p de EX F en sí mismo 
definida por p(x, y)= (x, y—/f(x)) es un automorfismo de EX F. 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo K, de dimensión 
finita, expresados, respectivamente, en la base (4; ..., 4,,) y en la base ([b,, ..., b,), 
se consideran las mn aplicaciones f de E en F (1<i<m, 1<j<mn) definidas por 


(k=1,2,..,m) - f(a,)=8Bbj. 
(5; símbolo de KRoNECKER). Demostrar que los f; son independientes y que engen- 
dran el espacio vectorial sobre K, £(E; F). Deducir de lo anterior 
dim £(E; F) = dim E x dim F. 


(Se definirá f aplicación de E en F mediante f(a,) =D as, y se demostrará que 
i 


¡En ¡ 


í=1j=1 
Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo K, se supone que 
E=E,0..OE;... OE F=F,0..OF, 0..OF, 


o e 
(eE, ¡=1,...m  x¡€Ej yeF, TE y¡€Fj). 


A todo elemento f de £(E; F) se hace corresponder la familia (f) (l< is m): 
donde f, es la restricción de f a Ej, la familia (/) (1<j<m), con fi=priof y 
finalmente la familia (f/) con f/= priof, (pri está definido por pri(y)= y). 

. 


a) Demostrar que f! es una aplicación lineal de E en F; tal que /(x) = > 110) 
j=1 
para todo x. Recíprocamente si f/ es una aplicación lineal cualquiera de E en Fj, 
n 


demostrar que g definido por g(x)= > fi(x) para todo x, es la única aplica- 


ción lineal de E en F tal que priog= fi. 
Demostrar que £(E, F) es suma directa de los subespacios £(E; Fo 2 
b) Demostrar que f. es una aplicación lineal de E, en F tal que f= Y f¡o pri 


i=l 

(Si pri está definida por pri(x) = x,). Recíprocamente si f, es una aplicación lineal 
cualquiera de E, en F (1 <¡<m), demostrar que existe una aplicación lineal única 
de E en F cuya restricción a cada E; sea f. (v. ej. 10 cap. 1). 

m 
Demostrar que £(E; F) es isomorfo al espacio vectorial producto [res F). 

i=1 
e) Demostrar finalmente que H es una aplicación lineal de E, en F; tal que 

mon 

10) = > (fdo priJ(x) para todo x 


i=lj=1 
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Recíprocamente demostrar que mn aplicaciones lineales cualesquiera f/ de E, en 
F; determinan así una y sólo una aplicación lineal f de E en F. 


d) Sea G un tercer espacio vectorial sobre K, tal que 
G=G,0..06,0..0OG, 


se pone h=gof y se designa por ei (resp. hk) la aplicación de F, en G, (resp. de 
E, en G;) asociada a g (resp a h) como fi está asociado a f; demostrar que 


e Esno 


j=1 


Si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K, se designa por f un 
endomorfismo de E que permuta con fodo automorfismo u de E. 

a) Demostrar que, si f es + 0 y x no pertenece a Ker f, x e y = f(x) son colineales 
(designando por F el subespacio engendrado por y, y por G un suplementario de 
F respecto a E, se demostrará que si x e y son independientes, u definido por 
uy) =x+y, y u(z) =z para todo z de G es un automorfismo de E tal que 
fou» uof). Deducir que existe un escalar Mx) tal que f(x) = Mx)x. 

b) Demostrar que 2(x)'es independiente de x (Considerar xx, y un autofor- 
mismo u de E tal que u(x,) = x)). 

€) ¿Cuál es el centro del anillo £(E)? 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n sobre el cuerpo conmutativo K 
y (4, dy ..., 4,) una base de E. Demostrar que r elementos (r<mn) de E, 
Xp Xy -».» X, son independientes si y solamente si existe un automorfismo f de 
E tal que f(a,) =x, para todo k de [1, r]. 


Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, se llama proyector 
todo endomorfismo de E tal que p?=pop= p. Se designa por e la identidad 
de E. 

a) Demostrar que p es un proyector si y solamente si e—p lo es. ¿Qué rela- 
ciones hay entre las imágenes y los núcleos de p y de e—p? 

b) Demostrar que si p es un proyector 


E = Im p O Ker p. 


(Esta relación no caracteriza los proyectores, ver ej. 159.) 

e) Demostrar que un proyector p permuta con todo endomorfismo f tal que Im 
p y Ker p sean estables por f. 

d) Si p, y p, son dos proyectores, ¿qué condición será necesaria y suficiente 
para que p, + p, también lo sean? 


Si f es un endomorfismo de E espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K 
de característica nula, demostrar que f2=e (e=idg) si y solamente si 1/2(f + e) 
€s un proyector. 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión finita sobre el cuerpo conmutativo K, 
demostrar que 
Des E = Im O Ker f => Im f= Im (2). 


EJERCICIOS 337 


160. 


161. 


162. 


163. 


Dar un ejemplo de un endomorfismo f de R?, espacio vectorial sobre R, que 
no es un proyector. 


Si f es un endomorfismo no inyectivo de un espacio vectorial E de dimensión n 
sobre un cuerpo conmutativo K se pone, 


fl =idp, f=/fHlof (k=1) y — Ker (1) =N¿, Im (1%) = 1, 
1.2 Demostrar que para todo entero natural k 
Ni Narro LO Io 
2. Demostrar que hay un entero natural p tal que 
k<p Ni Nos k=p Ni=Np 
Demostrar que p<hn y que 
k<p Ll kzp li= Ip 


3.2 Demostrar que l, y N, son dos subespacios suplementarios de E y que la 
restricción de f a IL, tomando sus valores en 1, es un automorfismo de 1). (M.G.P.). 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión finita sobre un cuerpo K de caracterís- 
tica » 2. Se propone demostrar que f es la diferencia de dos automorfismos de E; 
se demostrará esta propiedad sucesivamente en los casos siguientes: 

a) [es un automorfismo de E (se observará que f + f es también un automorfismo 
de E). 

b) f es un endomorfismo no nulo y no inyectivo tal que E = Imf O Kerf (utilizar 
el ejercicio 159). 

e) f es un endomorfismo cualquiera de E (se demostrará que existe un automor- 
fismo a de E tal que g=foa verifica E = Im gO Ker 8). 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo 
conmutativo; demostrar que Ker f= Im f si y solamente si (2 =0, f + 0, n es par 
y rgf=n/2. 


Si Ey Ej .... E, son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K 
(n > 2) se dice que el diagrama 


lo ha te haa 
Eg > Ey +. + Ej + El > Ep A e + Ep + Es, 


es una sucesión exacta si para 0O<k<n—2 
Im f, =Ker fi,r- 


Si E, (resp. E,,) es igual a (0) que se escribirá O, no se escribe f, (resp. f,_¡) pues 
hay una sola aplicación lineal de O en E, (resp. de E,, , en O). 
a) Demostrar 


[O > E — F es una sucesión exacta] <> f es inyectiva. 


[E = F = O es una sucesión exacta] <> / es suprayectiva. 
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b) Demostrar que los diagramas siguientes son sucesiones exactas 
i s 
O>F>E->E/F>0 
i Í s 
O>Kef>E->F->FImf > 0 
(f aplicación lineal, ¡ inyección canónica, s homorfismo suprayectivo canónico). 


a) Dados n +1 espacios vectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo 
conmutativo K, se considera la sucesión exacta (ver ej. 163) 


( tx fas 
O > Ey >... + Es > Ezy >... >E, >0, 
Demostrar que 


" 
dim Ey, = > dim Ei > (1% dim E¿=0. 
non 


2h+l<n k=0 


b) Demostrar que el diagrama siguiente es una sucesión exacta (E y F espacios 
vectoriales de dimensión finita) 


t+g i—j 
O>EMF->EQF >E4+4F>0 
donde f:ENF >E y g:ENF => EF son inyecciones canónicas, igualmente que 
¡¡E>s>E+F yj:F>oE+F 
Deducir de lo anterior que (V. $ 143, ej. 1) 


dim (E N F) + dim (E + F) = dim E + dim F. 


Sea E una álgebra de dimensión n sobre el cuerpo conmutativo K. 


a) Si (a, ..., a,) es una base de E, considerado como espacio vectorial sobre K, 
demostrar que existe para (i, j) describiendo [1, 1] x [1, n] los escalares A, tales 
que 


(0) 


verificando 


(2) 7 MM o 


(utilizar (aaa, = aaa). Las fórmulas (1) definen la «tabla de multiplicare del 
álgebra E. 

b) Recíprocamente dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K de 
base (a,, ..., a,) y una familia de escalares A;, que verifica las relaciones (2), de- 
mostrar que las fórmulas 
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167. 


dan a E una estructura de álgebra sobre K (se verificará primero la distributividad 
del producto respecto a la suma y se deducirá la asociatividad de la multiplicación 
de la de la multiplicación de los elementos de la base). 

€) ¿Qué propiedades verifica la tabla de multiplicar de E si un elemento de la 
base, a, por ejemplo, es igual a un elemento unidad e de K? (Se supone Kc E 
por identificación, ver $ 147, ej. 7.) 

d) Demostrar que toda extensión cuadrática K[«] de un cuerpo conmutative K 
(ver cap. 5, ej. 96 y 97) es un álgebra sobre K. ¿Cuál es su dimensión? 


Se designa por D el conjunto de pares de números reales A= (a, a”), 
X =(x, x”), ..., provistos de las dos operaciones: 


(1) A+B=(4, a”) +(b, b') = (a + b, a' + b”). 
(2) AB  =(a, a')(b, b”) = (ab, ab” + a'b). 


Todo elemento de D se llama número dual. (¡No tiene ninguna relación con el dual 
de un espacio vectorial!) 


a) Demostrar que D” descrito por (x, 0) es estable para las operaciones (1) y (2) 
y que D' provisto de las leyes inducidas es isomorfo a R: se identificará D” y R 
poniendo (x, 0) =x. 

b) Demostrar que D es una álgebra sobre R de dimensión 2 y que 1= (1, 0) y 
«a =(0, 1) forman una base de D. Calcular a?, 


€) Se pone X=(x, )=x+ax, X=x—ax”, (X) =VXX; ¿la aplicación f 
de D en R, es una norma? 


d) Calcular (x + «ax”)" (n entero, n > 2). Discutir y resolver las ecuaciones 
Xx=A, X?2—2PX +0Q=0, X"=A. 
(A, P, Q números duales dados, X dual incógnita). (M.G.P.) 
En el espacio vectorial R* sobre R expresado en su base canónica: e= (1, 0, 0, 0), 
i=(0, 1,0, 0), =(0, 0, 1, 0), k=(0, O, O, 1) se define una multiplicación poniendo 
e=e ñ i 


a) Demostrar que se define así una algebra de dimensión 4 sobre R (ver. ej. 165): 
se llama el álgebra K de los cuaterniones. Demostrar que los elementos (s, 0, 0, 0) 
describen una subálgebra de K isomorfa a R: se la identificará con R poniendo 
e=(1,0, 0, 0)=1. 

b) Demostrar que todo cuaternión x = (s, a, b, c) se escribe de una manera única: 
x=s+ai + bj + ck. Se pone 


xx! =(s +41 + bj + ckXs' + a 14 b'¡+c'k) =S + Ai + Bj + Ch. 
Calcular S, A, B, C en función de s, a, b, ..., C”. 


> > > >> > 

Se escribe x= (s, v), Y = (5, v”), xx" =(S, V) (s, s”, S reales, v, v”, V vectores 
de R?3), calcular S y V (se utilizará el producto escalar y el producto vectorial de 
v yv). 

Ponemos x=s—ai—bj—ck (si x=s+ai+bj+ck) y N(x) = xX. Demostrar 
que N(x) es real y positivo y que N(x)=0 equivale a x=0. Demostrar que 
N(xy) = N(x) N(y) (se observará que xx = Xx). De lo anterior deducir que K es 
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un cuerpo (no conmutativo). Distinguir el subgrupo de K* engendrado por i, j, k 
(V. capítulo 4, ej. 78). 


> > 
d) Todo cuaternión x + 0 puede escribirse x= r(cos 0, u sen 0) si u es un vector 


> 
de R3 tal que ||u||=1, y r real estrictamente positivo. ¿Es única esta repre- 
sentación? 

> > 
Calcular x" = p(cosp, v senp) (2>0, || v|| = 1). 
Resolver las ecuaciones con incógnita x en K 2=—1, x2=i, (M.G.P.) 


Si E es un álgebra sobre el cuerpo conmutativo K, se llama derivación en E 
todo endomorfismo D de E, considerado como espacio vectorial sobre K, tal que 


(vx, ye E) D(xy) = D(x)y + xD(»). 


Se designará el conjunto de las derivaciones de E por D(E). e es el elemento 
unidad de K, se supone por identificación: KE ($ 147, ej. 7). Finalmente se 
escribe DY = dp, D"=D'-lo0D, 

a) Calcular D(e), Día) (ue K) y D(y) con 


Y = M4 AX + LX" (09, ..., %,€K, x€ E). 


Calcular Dr(y). ¿Qué obtendremos si K es de característica no nula? 
b) Demostrar que (Ck coeficiente binomial) 
2” 
Dry) =D) CEDMA) Dr-K). 


k=0 


€) Demostrar que si aeE, x»-»ax—xa es una derivación en E. (Observar que 
en E la multiplicación no es forzosamente conmutativa, ver ej. 167.) 

d) Demostrar que D(E) es un subespacio vectorial del espacio vectorial sobre 
K, £(E). 

e) Demostrar que si D, y D, son derivaciones en E, D,oD, no lo es, pero que 
[D,, D,] =D,oD,—D,oD, si que lo es. 


Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K. Demostrar que p for- 
mas lineales f!...fP definidas sobre E son independientes si y solamente si existe 
x de E tal que para todo ¡ de [1, p], f(x) = ai, siendo a! ... a” escalares cuales- 
quiera (considerar la aplicación g de E en K” definida por 


8(x) = ($x), ..., fx). 


Estudiar la independencia de las formas lineales definidas sobre R* y que tienen 
como valores 


1 x—A, a 


1 
Xx — PX UN (A, peR*) 


2. X¡—X, Sen %-— Xy COS %, X—X, COS % + Xy sen «, 
Xx, + x3 sen B—x, cos B, x,—x, cos B—x, sen B (0, BeR). 
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OBSERVACION 


Todos los ejercicios desde el 141 hasta el 147 pueden considerarse como ejercicios 
sobre las formas lineales definidas sobre K" considerando las n-étuplas dadas como 
si definiesen las coordenadas de formas lineales respecto a la base de (K”)* dual 
de la base canónica de K”. 


Se propone demostrar que si E es un espacio vectorial de dimensión n>1 sobre 
un cuerpo conmutativo K, no existe ningún isomorfismo canónico p de E sobre 
E*, salvo si n=2 y K es isomorfismo a Z/2Z. (Se recuerda que un isomorfismo 
canónico sólo debe depender de la estructura de espacio vectorial y de ningún 
modo de la elección de la base.) 

a) Demostrar que si y existe para todo automorfismo u de E y todo x y todo y 
de E, se debe tener 

09) (% 90)) = (uo), (904) ()). 


b) Si n>1 y Kx Z/2Z, demostrar que existe un automorfismo u de E no veri- 
ficando (1). (Tomar u tal que u(x) =2x, 10, 2 1, u(y) = y.) 

e) Si n>2 y K cualquiera, demostrar que existe un automorfismo u de E que 
no verifica (1). (Si y no es nulo y designando por F el subespacio de E ortogonal 
a ely), demostrar que se puede tomar xgF, u(x)eF, u(y) = y.) 


d) Estudiar el caso del espacio vectorial K2 sobre el cuerpo K= Z/2Z. 


Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K admitiendo una base 


(a) (¡el infinita y E* su dual. Para todo x de E, x= Na, sólo un número 
¡el 

finito de escalares «, son no nulos, Se designa siempre por a*i la forma lineal tal 

que a*(x) = al. 

a) Demostrar que (a*i) (¡el) es una familia libre de E* pero que no engendra 

E*. (Considerar la forma lineal f tal que para todo ¡ de 1, f(a)=1.) 


b) Demostrar que el homomorfismo xx de E en E** es inyectivo y no supra- 
yectivo. Deducir que la parte del bidual descrito por x, cuando x describe E, es 
un subespacio propio del bidual. 


Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo conmutativo K, refe- 
rido en una base (a), E* su dual referido en la base dual (a*!), se considera el 
isomorfismo p de E sobre E* definido por p(a;) = a*i para todo ¡e [1, n]. Hallar 
todos los automorfismos u de E tales que, para todo x y todo y de E, se tenga 


(x, 00)) = (uo, (p0u)()) 
(se definirá u mediante los escalares uí tales que 


á 
ula) =D ula, U<i<n1<j<m 
ij=1 


y se buscará las relaciones entre las un). 
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Sea F y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E de dimensión 
finita sobre el cuerpo conmutativo K, demostrar que 

(F+ G)! =F:N G!, (ENG)! = Fi 4+G1, 
De lo anterior deducir que: E=FOG>E*=F! GQ G!, 


En E=R' espacio vectorial sobre R, se considera el subespacio F engendrado 
por (1, 1,1, 1), —1, 1, —2, 2), —1, 5, —4, 8), (—3, 1, —5, 3). 

a) ¿Cuál es la dimensión de F? ¿Cuál es la dimensión en E* de F”=F? De- 
mostrar que la imagen de v= (x, y, z, f) de E para todo forma lineal fe F” puede 
escribirse: f(v) = 4ax + 4by— (3a + b)z—(a + 3b)f. De lo anterior deducir dos 
formas f, y f, que constituyan una base de E* dual de la base canónica de E. 
b) Demostrar que la relación «f=g sobre F» es una relación de equivalencia 
KR definida sobre E* y que es compatible con la estructura del espacio vectorial 
de E*. Demostrar que R es equivalente a «f—geF'». 


Demostrar que la imagen de una base de F por un elemento y del espacio cociente 
E*/F' determina q. Deducir de ello que E*/F” es isomorfo al dual F* de F. 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K, si V 
es un subespacio vectorial de E y f una aplicación lineal de E en F, demostrar que 


[AW11 = (AV). 


Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensión finita sobre el mismo cuerpo 
conmutativo K, si V es un subespacio vectorial de E, se designa por £y(E; F) el 
conjunto de las aplicaciones lineales de E en F que se anulan sobre V. Se desig- 
nará por W un suplementario cualquiera de V. 

a) Demostrar que £y(E; F) es un subespacio vectorial de £(E; F) isomorfo a 
S(E/V; F) y a £(W; F). 

b) Demostrar que E* =V! GQ) W! (ver ej. 174) y que V* y W* son, respectiva- 
mente, isomorfos a W! y Vi. 

€) Demostrar que si f es una aplicación lineal de E en F, *f(F*) es isomorfo a 


[Ex J*. 


Si E y F son dos espacios vectoriales de igual dimensión finita sobre el cuerpo 
conmutativo K y f un isomorfismo de E sobre F, se pone 


Í=(n="4-0 
que se lee «f tchéche». (V. $ 152, b 2). 


a) Demostrar que Í es un isomorfismo de E* sobre F* correspondiendo canónica- 
mente a f. 
b) Si g es también un isomorfismo de E sobre un tercer espacio vectorial G 


y 
— voy 
5 ) =80f. 
Deducir que si f es un automorfismo de E (de dimensión finita), la aplicación 
11 define un isomorfismo de GL(E) sobre GL(E*). 


Si en la definición de un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K se 
sustituye K por un anillo conmutativo unitario A, se obtiene la definición de un 
A-módulo, 
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Las definiciones de las nociones siguientes: módulo-producto, submódulo, módulo- 
cociente, parte generatriz, parte libre, parte ligada, bases, homomorfismos, etc., se 
obtienen trasladando las definiciones relativas a los espacios vectoriales. Pero las 
propiedades de los módulos pueden ser muy diferentes de las propiedades corres- 
pondientes de los espacios vectoriales: sólo subsisten íntegramente las que, de 
hecho, sólo utilizan la estructura de anillo del cuerpo K. Por el contrario un mó- 
dulo no tiene forzosamente una base y todo submódulo de un módulo M no tiene 
forzosamente suplementario en M. 

Se llama módulo libre todo módulo que posee al menos una base y módulo de 
tipo finito todo módulo que admite una parte generatriz finita, de donde tenemos 
cuatro categorías de módulos: 1. módulo libre de tipo finito; 2. módulo libre; 
3. módulo de tipo finito; 4. módulo cualquiera. 


a) En un A-módulo se puede tener Ax =0, 10, x 0; el resultado del teore- 
ma 1 ($ 133) puede ser falso; un elemento x +0 no es forzosamente una parte 
libre. (Observar que A es un A-módulo). 


b) Demostrar que Z" es un Z-módulo libre de tipo finito (admite la base canónica 
tp = (Bl. Bl... 3, i=1, ..., 1. 

€) Demostrar que todo grupo abeliano representado aditivamente es un Z-módulo, 
Demostrar que todo grupo abeliano finito M (representado aditivamente) es un 
Zmódulo de tipo finito no libre (n= card. M, si hubiera una base (4), ..., 4,,), 
(m < n, M sería isomorfo a Z'” que es infinito). 


d) Demostrar que los submódulos de Z, considerado como Z-módulo, son los con- 
juntos pZ (peN), Demostrar que el submódulo pZ (p » 0) no tiene suplementario 
en Z. 


e) Tomando de nuevo los teoremas de este capítulo relativos a los espacios veo- 
toriales sobre un cuerpo conmutativo, indicar los que se pueden trasladar a cada 
una de las cuatro categorías de módulos indicados anteriormente. Por ejemplo: 
£(M, N) conjunto de los homomorfismos de dos A-módulos (A anillo conmutativo 
unitario) es un A-módulo. 


La teoría de los espacios vectoriales sobre K (resp. los A-módulos, A anillo uni- 
tario) puede aplicarse al caso en que K (resp. A) no es conmutativo, 

Un espacio vectorial sobre K (resp. un A-módulo) en el que las dos operaciones 
verifican los ocho axiomas del $ 125 es un espacio vectorial por la izquierda 
(resp. un A-módulo por la izquierda). Si la operación externa es (A, x) >xA con 
xe=x, (x)h=x(0, XA +p)=xh+x1, (+ y)h= xk + yA, se dice que se 
tiene un espacio vectorial por la derecha (resp. un A-módulo por la derecha). 
a) Si E y F son dos espacios vectoriales por la izquierda sobre K (resp. dos 
A-módulos por la izquierda), demostrar que £(E; F) es un espacio vectorial por 
la izquierda sobre el centro C de K (resp. un C-módulo por la izquierda, si C es 
el centro del anillo A). 

b) Si E es un espacio vectorial por la izquierda sobre K (resp. un A-módulo por 
la izquierda), el dual de E, E*=2£(C; K) (resp. E*=S(E; A) es un espacio 
vectorial por la derecha sobre K (resp. un A-módulo por la derecha). 
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l. Generalidades. 
Il. Operaciones algebraicas de las matrices. 
III. Cambio de base. 


l. Generalidades 


154. Definiciones diversas 


a) DEFINICIÓN. — Dados dos conjuntos finitos de índices 1 y J y un conjunto E 
se llama matriz de tipo (1, J) sobre E toda aplicación de 1 x ]J en E. 


Una matriz es, pues, una familia doble finita (8 17) 
(A 


ordinariamente se colocan los elementos a, (o ai) según una tabla rectangu- 
lar: uno de los índices es el índice de la columna del cuadro, el otro el de la 
fila. Por razones que explicaremos en el $ 155, escogeremos en general en este 
curso la notación a', i es el índice de la columna y ¡ el índice de la fila. Una 
matriz se representará ya por (al) ((i, j)e1 Xx J), ya por el cuadro de los 
elementos de al, cuadro puesto entre dos paréntesis (ciertos autores ponen 
corchetes) o dos rayas verticales en la izquierda y derecha del cuadro, también 
si no da lugar a confusión por una sola letra A. 
Dos matrices A y B definidas, respectivamente, por 

A:I1XJ>E (poa 

B:UxJP>E (ii p>bi 
serán iguales si y sólo si 

I=P”.— J=f, (G)p<IxD  «=bi 


Cada vez que no lo precisemos tomaremos 


T= [1 m], J=[1,1n], m=cardl,  n=card l. 


$1] GENERALIDADES 345 


A 
da... e... a 


A=(adacion =| 3: 3“ 
Mass aja... al... al 


qa... at... ar 


Diremos que A es una matriz de tipo (m, n) sobre E (m número de colum- 
nas, n de filas), Mg(m, n) o M(m, n) si no hay lugar a confusión. 

Si m=n, se dice que la matriz es cuadrada de orden n. 

Si m=l, se dice que la matriz es unicolumna. 

Si n=1, se dice que la matriz es unifila. 


Sea A la muestra (al) ((i, j)€1 x J), si Y cl y JcJ la restricción a 
Y x J' de la aplicación (i, j)>aí es una submatriz A' de A: se obtiene 
conservando en A únicamente las columnas cuyo índice pertenece a I' y las 
filas cuyo índice pertenece a J', o suprimiendo en A las columnas cuyo índice 


pertenece a C T' y las filas cuyo índice pertenece a C J/. Para A”, en ge- 
1 J 
neral es l' « [1, m'] si m'= card I', sino que '=(i;, id ..., im) con 
l1<i<bh..< ip <m 


e igualmente para J'. 
Inversamente cuando se pasa de A” a A se dice que se orla la matriz A” 


por las columnas de índice ¡ pertenecientes a C T' y las líneas de índices ¡ 
1 


pertenecientes a C Te 
J 


Si P=[a, b],  =[c, d] (1 <a<b<m, 1<c<d<m) se dice que 
la submatriz A” es un bloc. 
Se llama transpuesta de la matriz A=(al) ((i, j)€I Xx J), la matriz 
B= (bi) ((i, j)€J xD definida por 
bi=ai 
se la representa*” 'A que se lee “transpuesta de A”. Si A es de tipo (m, n), 
'A es de tipo (m, 1), por ejemplo, 


Ya bc ad 
(22) (89 
cc 


* 

* 
E 

Yan 


(32) Según los autores se usan otras notaciones: A”, A, ..., para la transpuesta de A. 
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La transposición A—>'A es, pues, una aplicación de M(m, n) en Mín, m), 
es evidentemente biyectiva; además, 


(A) =A. 


Se dice que una matriz es simétrica si A="'A, esto implica que m= mn, 
luego A es cuadrada y 
(vieD(vjeD a=4a. 


Los elementos aí de una matriz cuadrada se llaman elementos diagonales 
de A, su conjunto es la diagonal principal de A; el conjunto de los elementos 
ai (i+j=n+1) se llama algunas veces la diagonal no principal de A. Decir 
que una matriz es simétrica quiere decir que dos elementos colocados simétrica- 
mente en relación a la diagonal principal son iguales. 

b) Las matrices se utilizan en las más diversas ramas de las actividades 
humanas, para el matemático son útiles principalmente si se puede efectuar 
con ellas cálculos por medio de sus elementos. Con el propósito de simpli- 
ficar supondremos en lo sucesivo (salvo mención contraria) que E es un cuerpo 
conmutativo, los elementos neutros se representan 0 y 1. 

Sin necesidad de repetirlo M(m, n) designará en adelante el conjunto de 
las matrices de m columnas y n filas sobre un cuerpo conmutativo K (que 
a menudo en las aplicaciones será R o C); en lugar de Mx(n, n), se escribe 
M,(K). 

c) Para mayor comodidad agrupamos a continuación ciertas definiciones 
cuya justificación aparecerá en los párrafos siguientes: 

Una matriz de tipo (m, n) es nula si y sólo si todos sus elementos son 
nulos. Se la representará O si no cabe ninguna confusión: pero la matriz O 
de tipo (m, n) no es igual a la O de tipo (m', n') más que si se verifica 
m=m, n=n. 

Si A=(4) (l<i<m 1l<j<m) la matriz (—a!) del mismo tipo que 
A, se llama la opuesta de A y se representa — A. 

Una matriz tal que 'A=—A se llama antisimétrica: es cuadrada (A es 
de tipo (m, n), 'A es de tipo (n, m)) y 

(VvieD(VjeD  d=—ai 
en particular 
a=—a=>?2,=0 
es decir, a: =0 si el cuerpo K no es de característica 2 ($ 97, 104). 

Si K=C (resp. R) se dice que la matriz A= (ad) (I<si<m,1<j<nm) 
es compleja (resp. real). Si A es compleja, la matriz (aí) se llama la conjugada 
de A y se representa A. Si A=A la matriz A es real. 

En lo sucesivo A es la matriz cuadrada (ai) de orden n, salvo indicación 
contraria. Se dice que A es triangular inferior si 

i>j>3da= 
y triangular superior si 
i<j>a=0 
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A se llama matriz diagonal si ix+j¡j a,=0 (una matriz diagonal es a la 
vez triangular inferior y triangular superior). 

A se llama matriz escalar si ai=8ja, donde (8) es el símbolo de 
KRONECKER ($ 133, ej. 1), es decir, es una matriz diagonal en la que todos 
los elementos de la diagonal principal son iguales entre sí. En particular la 
matriz (8) de orden n se llama, veremos por qué, matriz unidad de orden 
n y se representa I,. 

Estas matrices, triangular inferior, diagonal, unidad, se escriben, respectiva- 
mente, 


al al 1 

0) , 0) 
ae a a 
da... di ai l,= L 
A a a 
aa... A... 4, a 1 


el signo “O” no designa en las matrices anteriores un “bloc”, pero simboli- 
zando el hecho que todos los elementos estrictamente por encima —o debajo 
de la diagonal principal— son nulos; al contrario si se escribe, cuando A 


es de tipo (m, n), 
I, O. 
a=(5 0) 


L, y los tres “O” representan los blocs; el O debajo de I, es una matriz 
nula de tipo (r, n—r) y las otras dos (de arriba abajo) de tipo (m-—r, r), 
(m—r, n—r). 

Siendo A una matriz compleja (ai), rectangular o cuadrada se llama adjunta 
de A, que se representa A*, la matriz (A) =((A). Si A es tal que A*=A 
se dice que A es una matriz hermitiana, entonces es cuadrada; se tiene 

a=3 
luego los elementos de la diagonal principal son reales (a, = ai) y los elementos 


simétricos en relación a la diagonal principal son conjugados: se dice también 
que A presenta la simetría hermitiana. 


EJEMPLOS 


1. Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K de base a,, 4,, ..., 4, Y P 
Vectores Xp Xp 00» Xp 


=D da =1,2.,P 


fut 
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las coordenadas al de estos p vectores pueden estar dispuestas según una matriz 


1 1 1 
al... al... al 


es la matriz de las coordenadas de estos p vectores, la columna ¡ correspondiendo al 
vector x; En particular la matriz unicolumna de las coordenadas a, de x en una base 
(a) (1<i<n) se llamará la matriz asociada a x relativamente a la base (a); se la 
representa M(x, (a) o M(x) o también X, si no hay lugar a confusión. 

2. Sobre este mismo espacio se puede también definir q formas lineales u!, 12, ..., uz 
por las fórmulas (ver $ 148) 


2” ” 
== > ala, u(x)= > Vai 
il a 
poniendo ui(a,) = M B 
Las coordenadas de estas formas (en la base dual de la de E) pueden estar dispuestas 
según la matriz 


Mo, 
Mo. 10 
Moe 


es la matriz de las coordenadas de estas q formas lineales, la línea j representando la 
forma ul. En particular la matriz de una fila de las coordenadas %i de una forma lineal u 
en la base dual (a*) (1 <¡< mn) se llamará matriz asociada en la forma lineal u relativa 
mente a la base (a?). 


3. De una manera general, dada una matriz A de tipo (m, n) sobre K, toda matriz 
unicolumna extraída de A se llama vector-columna de A (es un vector de K”) y toda 
matriz de una fila de A se llama vector-fila de A (es un vector de K'"). 


4. Dados dos espacios vectoriales en K de dimensiones respectivas m y n, de bases 


141, «0, Am) y [Dj .... b,), se puede definir sobre EX F una forma bilineal f por 
los datos de m, n elementos a, de K: definidos por 
1(a,, b))=4, 


estos m, n elementos de K pueden estar dispuestos según una matriz A de este tipo 
(m, n) (ver capítulo 15, $ 221). 

5. Finalmente, y es la interpretación más importante de una matriz sobre un cuerpo 
conmutativo K, se puede representar por una matriz toda aplicación lineal de E en F, 
E y F espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre K, provistas de bases bien deter- 
minadas. El resto de este capítulo está dedicado a la relación entre matrices y aplicaciones 
lineales. 
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155. Matriz y aplicación lineal 
a) Matriz asociada a una aplicación lineal 


Sea E y F dos espacios vectoriales sobre K de dimensiones respectivas 
m y n, [4 4%, ..., Gm) una base de E y (D,, b,, ..., b,) una base de F 
y finalmente una aplicación lineal de E en F definida por 


00) 2>y = (1). 


Si se pone4> ” 
x= A xa, y= Da 


n ” 
j=1 


(la) = Y alb, 


j=1 


tendremos, gracias a la linealidad de f y a las reglas de cálculo en un espacio 
vectorial sobre un cuerpo conmutativo 


y=1() =D *fta) =D, 2 xalb, ] 
i 


i i 


=>» [Bats] e y 
de donde á : j 


m y=Dar  ((=1,2.,2) 
i=1 


sistema que se puede escribir de manera desarrollada 
Y =axR +. tol +... +alx 


A A A AA 


(1) 


Pi A A 


en consecuencia, a toda aplicación lineal f de E en F, E expresado respecto 
a una base (a) (1 <i<m) y E en una base (b;) (1 <¡j < nm), podemos asociar 
una matriz A=(0) (1<i<m, 1<j<m) por las fórmulas 

e fa)= Y ab, ((=1,2 ..,m) 


j=1 


(33) No hemos querido abusar de las letras griegas (ver $ 125), aquí xi, y! son escalares. Por 
otra parte, el lugar de los índices i y j, recuerda que i, índice inferior en ai/, es el número del 
vector f(ai) y que j, índice superior en así, es el número de las coordenadas de f(a:) en la base (bj). 


En fin, para simplificar escribimos algunas veces Y] en lugar de Y] , sino da lugar a ninguna 
y a 


confusión. 
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dando las columnas de A sobre la base de F, las coordenadas de las imágenes 
por f de los vectores de la base de E. 


Se escribe 
A = Míf, (a), (bj) 


y si no da lugar a confusión, A = M(f). 
Fijadas las bases (a) y (b;), hemos definido la aplicación M 


M: £xE, F) > Mxím, n). 


Esta aplicación es biyectiva: en efecto (8 143, a), existe una y sólo una 
aplicación f: E=>F tal que f(a)=cC, según esto toda matriz (u!) de tipo 
(m, n) define, de una manera única, m vectores de F por las fórmulas 
Cc ab, (i=1, 2, ..., m) 

> 
luego: 


TEOREMA. — Dada una aplicación f de un espacio vectorial E sobre K de base (aj) 
(1<i<m), en un espacio vectorial F sobre K de base (b(1<j<n) la aplicación 


1>M(U, (a), (0) = (9J) 


definida por 


n 
Ka) = Da, (=1,2,...m) 
i=1 
es una biyección de £;(E, F) sobre My(m, n), donde las columnas de M(f) tienen por 
elementos las coordenadas en la base (b;) de F, de las imágenes por f de los vectores 
(a) de la base de E. M(f) se llama matriz asociada a f. 


En particular, toda matriz (a/) sobre K de tipo (m, n) puede ser consi- 
derada como asociada a la aplicación lineal de K” en K” referidos a sus 
bases canónicas con x=(xl, Xx, ... 0), Y = (Y, Y, .., Y") y 


G=1 .. 2) y =D aj. 


i=1 


Observemos que cuando se utiliza una matriz para estudiar una aplicación 
lineal, no es necesario buscar la imagen de un vector cualquiera de E, sino 
únicamente las imágenes de los vectores de la base de E (ver teorema anterior 
y 8 143, teorema 6). 

Cuando E=F (f es, en consecuencia, un endomorfismo de E), la matriz 
asociada a f es cuadrada. En general se toma la misma base para E conside- 
rado como espacio de salida y espacio de llegada, se escribe entonces 


A = MÉf, (a), (a;)) = MÉf, (a,)) 


s1] GENERALIDADES 351 


pero se puede tomar también dos bases distintas. Veremos en la sección II 
(cambio de bases) los casos en que para id¿: E-—>E se emplea, por la misma 
naturaleza del problema, una base para E espacio de salida y otra para E 
espacio de llegada, naturalmente si se tomase la misma base 


M(ide, (4;)) = In. 


Esta biyección entre £(E, F) y M(m, n) (fijadas unas determinadas bases 
en E y F) es muy importante: permite pasar de toda noción o toda operación 
definida sobre las aplicaciones lineales a una noción u operación definida sobre 
las matrices: siendo los razonamientos y cálculos equivalentes en £(E, F) y 
M(m, n) (E y F de dimensiones finitas). Hay que notar, sin embargo: 

1. En matemáticas puras es mejor razonar y calcular en £(E, F); por un 
lado, los razonamientos y cálculos son intrínsecos (independientes de las bases 
escogidas); por otro lado, desde el punto de vista técnico, todo es mucho 
más simple, se evitan todas las complicaciones de escritura debidas a la super- 
posición de índices. En fin, los razonamientos y cálculos en £(E, F) son más 
generales: muchos de ellos se aplican a los espacios de dimensión infinita. 

2. En matemáticas aplicadas, en los distintos grados del cálculo numérico 
es necesario servirse de las matrices. 

Finalmente, surge una pregunta: ¿Cómo se transforma M(f, (a), (b,)) 
cuando se cambian las bases? Estudiaremos este problema en la sección III. 


b) Matrices asociadas a f y a 'f 


Sea E y F espacios vectoriales sobre K de bases respectivas (a) (1 <i<m) 
y (b)) (1 <j<nm), sus duales, E*, expresado en la base dual (a*) de la de E, 
F*, expresado en la base dual (b*) de la de F ($ 150, a). Sea en fin f una 
aplicación lineal de E en F y 'f su transpuesta, pongamos 


” 


A=M(, (4), (b,)), fa)=D ab,  (=1,2.,m) 
j=l 
B=MC, (0%), (a%) 16) =D Bar (=1,2 02m. 


Observemos que en B = (B)), ¿ es el índice de la fila yi el de la columna, 
esto para que en la última fórmula el índice de suma ¡ (índice nulo) sea una 
vez índice inferior y otra vez índice superior. En A= (al), i es el índice 
de la columna y j el de la fila. 

Dicho lo anterior, 'f(b*/) =b*iof (ver 8 152) es un elemento de E*, es 
decir, una forma lineal definida sobre E, que está definida por sus valores 
para a, (l<i<m), de donde utilizando la fórmula fundamental de la 
dualidad 


(6%) (a) = (a, "((b*) = (fla), bi) = <5 abi, pu 5 > a, = aj 
h=1 


h=1 
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pues (b,, b*)= 8, (símbolo de KRONECKER) (ver $ 150). (Se observará que 
i y ¡ tienen valores fijos; debemos designar el índice de suma para toda letra, 
salvo i o j; por ejemplo, por h. Por otra parte, 


100%) (a) = (a, '(0*)) = <a, 5 Piar > = e BL5+= 1 
k=1 k=1 


de donde, teniendo en cuenta la observación anterior sobre la significación de 
los índices en al y fi. 

TEOREMA. —Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensiones finitas sobre K, 
E y E* están referidos a dos bases duales, así como F y F*, para todo elemento f de 


£(E, F) se tiene 
M(f) = [M(M). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea f: E>F, dim E=m, dim F=n, rg f=r; tomemos la notación del coro- 
lario 3 ($ 143): 4,, Mj ..., A, G,y1 -<:» 4, una base de E con 4,,¡, ..., 4, Una base 
de Ker f, b,=$(a,), ..., b,=/Í(0,), b,,1 ...» b, es una base de F, se tiene entonces 


M(/, (a), (6)) = ( o ) 


matriz de cuatro bloques que hemos estudiado en el $ 154, c. 
>>> 


>> 
2. En R3 expresado en una base (i, j, k) la proyección sobre R? (base i, j), paralela: 


e 
mente a k, tiene por matriz asociada 


100 
0.1.0]. 
00.0 


Con los mismos datos encontrar la matriz asociada a la proyección de R3 sobre R? 


paralelamente al vector (p, q, F). 
3. En R? referido a una base ortonormal la rotación R(O, 0) es asociada a la matriz 


(ver $ 123, a) 
cos 0 —sen0 | 
sen 0 cos 0 


>>> > 
En R3 referido a una base ortonormal (i, j, k) la rotación R(Kk, 0) está asociada 


a la matriz 
cos 8 —sen0 0 
sen 0 cos 9 0]. 
0 0 1 
>> 

4. En R? referido a una base ortonormal (i, j) determinar la matriz asociada a 
la simetría en relación a la recta D tal que (Ox, OD) = «a (mod 1). 

5. En el espacio vectorial 8, los polinomios en x de coeficientes reales de grado 
< 3, expresado en la base canónica (x%, xl, x2, x3) (aquí 0, 1, 2, 3 son exponentes, 
x0= 1), encontrar la matriz asociada al endomorfismo P-—=>P” (derivación) (ver $ 125, 
ej. 2, y capítulo 11, $ 188). 
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ll. Operaciones algebraicas de las matrices 


Todas las matrices consideradas tienen, salvo indicación contraria, sus 
elementos en un cuerpo conmutativo K. 


156. Espacio vectorial M(m, n) 


a) Grupo aditivo M(m, n) 

Sea A=(a!) B= (8!) dos matrices de tipo (m, n) sobre K asociadas, 
respectivamente, a dos aplicaciones lineales f y g de E en F, E expresado 
en la base (a) (1l<i<m) y F en la base (bj) (l <j< mn). Ponemos por 
definición 

A+B=Mff, (a), (b,)) + Mí8, (a,), (b,)) = M(f + 8, (a,), (b,)) = (y) 
la fórmula 


Ú + 8) (a) = o r/b, = fla) + ela) = PA alb, + as, 
i=1 1 j=1 


ja 
demuestra que para todo i de [1, m] y todo j de [1, n] es 
Y1=0+8l. 
Esta operación interna definida sobre M(m, n) se llama adición de matri- 
ces. Siendo las bases fijas la fórmula anterior, que se puede escribir 
(0) M(f + 8) = M(f) + M(g), 


demuestra que la biyección f—=>M(f) es un isomorfismo del grupo aditivo 
£(E, F) (8 144) sobre el conjunto M(m, n) provisto de la adición de las ma- 
trices; este último es, pues, un grupo para la adición (8 77, observación que 
sigue al teorema 2); en consecuencia, 


O=M() —A=M—Íf) 


lo que justifica las nociones de matriz nula (de tipo (m, n)) y de opuesta 
de una matriz dada (8 154, c). 


b) Espacio vectorial M(m, n) 
Para todo ) de K ponemos por definición 
LA =2M(f, (a), (b,)) = MOS, (a), (b,)) =M 


Of) (a) = 5 Mb, = Ma) = 2% > alb; = > hadb, 
i=1 i=1 i=1 


la fórmula 
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muestra que para todo ¿ de [1, m] y todo ¡ de [1, n] 
M= hal. 
Esta operación externa definida sobre M(m, n), siendo el dominio de opera- 


dores K, se llama multiplicación de matrices por un escalar. 
La fórmula (1) de más arriba y la fórmula que acabamos de obtener 


Q) MOS) = AM() 
demuestra que la biyección f => M(f) es un isomorfismo del espacio vectorial 
£(E, F) sobre M(m, n), luego: 


TEOREMA. —Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas m y n 
sobre K, £(E, F), provisto de las operaciones (f, g)>1+8, Q, 1) >M y Mím, nm), 
provisto de las operaciones (A, B)>A+B y (%, A) >2A son espacios vectoriales 
isomorfos. 


Por otra parte, se ve fácilmente que 
(A+B)='"A+'WB 
'QA) = ACA) 


luego la aplicación A>'A de M(m, n) en Mín, m) es un homomorfismo 
de espacios vectoriales; como es biyectivo ($ 154, a), es también un isomorfis- 
mo de espacios vectoriales. Vamos a ver, de otra manera, que los espacios 
vectoriales M(m, n) y Mín, m) son isomorfos. 


c) Base canónica y dimensión M(m, n) 
Sea la matriz A= (a!) de tipo (m, n), tenemos 
a= Da; 
i=l j=1 


siendo Ei una matriz (m, n) en la que todos los elementos son nulos, salvo 
el elemento situado en la intersección de la columna ¿ y de la fila j e igual 
a 1; en consecuencia, 


0 

o. 0 
0 

Ei=| 0..010..0 |efilaj 

0 

o. 0 
0 
Í 


columna i 
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Se sigue que estas m, n matrices Ej engendran M(m, n); además, son 
visiblemente independientes; en efecto, 


23 


para todo i y todo j, luego: 


= (aición= 03 04=0 
I<i<n 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — El conjunto (E) (I<i<m, 1<j<n) es una base de 
M(m, n), llamada base canónica de Mím, n). 
Mín, m) y Mím, n) son dos espacios vectoriales isomorfos de dimensión mn. 


Encontramos así (ver ej. 153, fin del capítulo 7) que 
dim £(E, F) = (dim E) (dim F). 


El hecho de que M(m, n) es un espacio vectorial permite decir que los 
aj son las coordenadas de la matriz A = (a!) (en relación a la base canónica 
(Ep). Todas las nociones relativas a los elementos de un espacio vectorial 
pueden entonces aplicarse a las matrices de tipo (m, n): independencia lineal, 
subespacio vectorial, parte generatriz, etc., veremos ejemplos en los ejercicios 
siguientes. 


EJERCICIOS 


1. Sea S el conjunto de las matrices simétricas y A el conjunto de las matrices 
antisimétricas de M,(K) (el cuerpo K no es de característica 2), demostrar que S y A 
son dos subespacios suplementarios de M,(K). ¿Cuáles son sus dimensiones? 


2. Sea G, el conjunto de las matrices triangulares superiores de M,(K) y %, el 
conjunto de las matrices triangulares inferiores. Demostrar que T, y %, son 36% sub- 
espacios vectoriales isomorfos de M,(K), ¿cuál es su dimensión? Determinar %,N%; 
y T,+, 

3. Si a, b, c son tres números complejos cualesquiera, demostrar que las matrices 

a+b a=b+ce  a—c 
a=b=c a a+b+e 
a+c a+b=e a—b 
describen un subespacio vectorial M,(C); indicar una base de este subespacio. ¿Cuál 
es su dimensión? 
4. Si t>0Í(t) son m, n funciones reales de la variable real t, derivables en 


[t,. t21, demostrar que la matriz A(t) = (a/(1)), considerada como función vectorial (ver 
curso de Análisis) es derivable en [1,, t,] y que 


dA(0 =( dai(t) 
a YA] 
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157. Producto de matrices 


a) Cálculo de la matriz producto de dos matrices 


Sea tres espacios vectoriales E, F, G de dimensiones respectivas m, n, p 
sobre K, y de bases respectivas (a;), (b;), (cx); consideremos las tres aplica- 
ciones lineales f, g, gof 

gof 


N/ 


E G 


y las tres matrices asociadas 

A = Mff, (a,), (b,)) = (a) 

B= Míg, (b,), (c,)) = (Bf) 

C=Mígof, (a), (c,)) = (y) 
ponemos por definición 

C=BA = Míg, (by), (c;))M(f, (a), (b,)) = Mígof, (a), (c,)) 
observemos primero que 
B = Mí(g) € Mín, p) A=M(f)sMí(m, m),  C=BA= Mígof)€ Mím, p) 
y que 
card (columnas de B) = card (filas de A) 

las fórmulas 


(gop(a) =D ricv  fa)= Fab,  sb)= Y Blc 
k=l i=1 kml 
nos dan para todo i de [1, m] 


of (a) = glfa)] =8 » ab, | - S algo) = Y al D Bio 
jui k=1 


j=1 i=1 


a to qa apio, = 20 208 


utilizando las propiedades que traducen la estructura de espacio vectorial de 
G; de donde para todo i de [1, m] y todo k de [1, p] 


y =P pu 


j=1 
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regla que se puede representar por el esquema siguiente 


1 


y 


El elemento y* de BA (k número de la fila, ¿ número de la columna) 
proviene de los elementos de la fila k de B (factor de la izquierda)“ y de 
los elementos de la columna i de A (factor de la derecha)9%; esta línea de B 
y esta columna de A tienen el mismo número de elementos: la dimensión 
del espacio intermediario F, que aquí es n. Además, 

card (filas de BA) = Card (filas de B) 
card (columnas de BA) = card (columnas de A). 


Se dice que se ha efectuado el producto BA Fllas por COlumnas (en 
abreviatura “producto FICO”). 

A modo de ejercicio, busquemos el elemento general y| de C= AB, 
A= (a), B=(B!); para que este producto exista, según la regla anterior 
es necesario y suficiente que 


card (elementos de una Flla de A) = card (elementos de una COlumna de Bj, 


de donde 
card (COlumras de A) = card (Fllas de Bj, 


es decir, 
AeMín, m),  BeM(p, m), 
se tendrá 
Y1= 2 abr 
Y 


C= ABeMí(p, m). 


Apliquemos, siempre como “gimnasia” sobre los índices, la regla prece- 
dente con otras convenciones para el lugar de los índices: 

17 A=(0), B=(8), AB= (y!) i designa ahora el número de la fila 
y 1 el de la columna 


" 
= ka 
Y =D als. 
k=1 


(34) B escrito en primer lugar (de izquierda a derecha, naturalmente) es asociada a la aplicación 
g efectuada en segundo lugar (ver observación de los $$ 15 y 44). 
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2 A= (aj), B= (Bi), AB= (ri) siendo i el primer índice el número 
de la fila y ¡ el de la columna 
” 


1 > abr 


k=1 


n es siempre en los dos ejemplos precedentes el número de las columnas 
de A y el de las filas de B. 


b) Propiedades de la multiplicación de matrices 


Las propiedades de la composición de las aplicaciones lineales y la biyección 
f> A = M(f) (8 155) nos dan las propiedades correspondientes de la multi- 
plicación de las matrices: 

1. Sea el diagrama 

MI 
E>sF>G>H 

con dimx E=.m, dimx F=n, dimx G=p, dimx H= q; escogidas unas 
bases en E, F, G, H pongamos 

M(f) = A, M(g) =B, M(h) = C 
tendremos 

(ho g)of =ho(gof) > (CB)A = C(BA) 
se escribirá 

(CB)A =CBA (ver $ 45). 


2. Por otra parte, si f, y f, son elementos de £(E, F) y g, y £2 elementos 
de £(F, G), Aj, A, y Bj, B, las matrices asociadas, tendremos 


(8, + 2)0f>(B, + BJA = BJA + B,A 
golf, + f) > B(A, + A,) = BA, + BA,. 


Observemos que en general, es sólo por abuso de lenguaje que se puede 
llamar asociatividad y distributividad a estas propiedades, pues la aplicación 
(B, A) > BA no es, en general, una ley de composición interna: es una apli- 
cación de M(m, n) X Mín, p) en M(m, p) (ver 8 145). 

3. Busquemos si AB y BA pueden estar definidas simultáneamente; haría 
falta que se tuviera a la vez 


card (columnas de A) =card (filas de B) 
card (columnas de Bj =card (filas de A), 


luego A € M(m, n) y Be Mín, m) en este caso AB y BA existen 
ABe Mín, n),  BAeMí(m, m) 


si mn, AB y BA no son, pues, iguales; si m=m, veremos en el párrafo 
siguiente que en general AB BA (es, por otra parte, evidente considerando 
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A y B, matrices cuadradas del mismo orden, como matrices de endomorfis- 
mos de un espacio vectorial E de dimensión finita). 


É EE ej propiedades de la transposición de una aplicación lineal y el teorema 
( » 


MCf) ='TM(M] 
nos dan 

(AB) ='B'A. 
EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Tomemos las notaciones del $ 154 (ej. 1) y pongamos 


xl y 
e y 

x=|. | =MGx (0), Y=|* |=M(,0)) 
En pe 


X es la matriz (unicolumna) asociada al vector x (en la base (a) de E) las fórmulas 
(11) o (1) del $ 155, a, muestran que 


M(1(x), (b/)) = M(f, (a), (b/)) M(x, (a)) 
es decir, 
Y = AX. 


OBSERVACION 


En ciertas obras se escribe una fórmula arriesgada y = Ax que reemplaza a la vez 
la fórmula intrínseca, y = f(x) y la fórmula entre matrices Y = AX; esto no tiene im- 
portancia si se usan siempre las mismas bases, pero resulta desastroso cuando se cambian 
las bases (ver $ 161). 

2. Escribir análogamente la fórmula x*= 'f(y*) con la ayuda de matrices. 

3. Si A = (aj) es una matriz de tipo (m, n), m y n distintos de 1, L=(4,) una 
matriz de una fila y C= (14) una matriz de una columna, ¿en qué casos las matrices 
LA, AC están definidas? Calcular entonces estas matrices. Calcular LC cuando esté 
definido este producto. 

4. Sean A=(0/) una matriz de tipo (m, n) y D,, D, dos matrices diagonales, 
¿en qué casos los productos D,A y AD, están definidos? Explicar los resultados obte- 
nidos. Calcular D,D, cuando este producto esté definido. 

5. Si D y D' son dos rectas del plano definidas por (Ox, D)=a(m), (Ox, D') =0'(m), 
S y S” las matrices asociadas a las simetrías planas respecto a D y D” (ver $ 155, ej. 4), 
calcular S'S y SS”; ¿cuáles son las aplicaciones lineales asociadas a estas matrices? ¿En 
qué caso se tiene S'S = SS'? 

6. Sea A, B, C tres matrices. Determinar sus tipos para que AB y (AB)C estén 
definidas. Verificar que en este caso BC y A(BC) están definidas. 

7. Demostrar '(AB)=“'B'A, utilizando la regla de multiplicación de matrices. 

8. Siendo A una matriz de tipo (m, n), demostrar que A'A y “AA son matrices 
cuadradas simétricas. 


360 MATRICES [Cap. 8 


158. Anillo y álgebra M,(K). Grupo de las matrices cuadradas regulares de 
orden » 


a) Anillo y álgebra M,(K) 


El conjunto de las matrices sobre K, cuadradas de orden n, representado 
M,(K), puede ser considerado como el conjunto de las matrices asociadas a 
los endomorfismos de un espacio vectorial E de dimensión n sobre K; la 
biyección £x(E) sobre M,(K) definida por 


(> A = Míf, (a,)) 


nos permite definir sobre M,(K) dos operaciones internas A + B, AB y una 
operación externa )A. La biyección recordada anteriormente y la estructura 
de anillo de £k(E) nos muestran que M;(K), provisto de las operaciones 
A+B y AB, tiene una estructura de anillo (observación 1 sobre el teorema 2 
del 8 96) y que estos dos anillos son isomorfos. Puesto que £x(E) admite ¡dy 
por elemento unidad, M,(K) admite un elemento unidad 
M(ide, (a,)) = 1, 

también se justifica la definición dada en el $ 154, c). 

Este anillo no es conmutativo, como £k(E), y como se puede ver en los 


ejemplos 
1 1/0 1Y_ (1 1 0 1y/1 1 _/0 1 
0 11 0/11 0 E 040 1) AL 1 
(ver igualmente $ 157, ej. 5). 
Siempre igual que £x(E), el anillo M,(K) está provisto de' divisores de cero. 


Si no se quiere volver a los ejemplos dados en los ejercicios 2 y 3 del $ 146, 
se puede simplemente constatar 


(5 oo 8)=[(0 o) con ax0  PB0. 


Igualmente M,(K) provisto de las tres operaciones A + B, AB, 1A es una 
álgebra sobre K isomorfo a la álgebra £x(E), de donde: 

TEOREMA. — El conjunto M,(K) de las matrices sobre K, cuadradas de orden n, pro- 
visto de las operaciones A+ B, AB es un anillo, unitario, no conmutativo, que posee 
divisores de cero, isomorfo al anillo £x(E) (dim E=n); provisto de las operaciones 
A +B, AB, 2A, M,(K) es una álgebra sobre K isomorfa a la álgebra £y(E), (dimz E =m). 


b) Matrices escalares 


En el anillo M,(K) se puede buscar las matrices A = (a!) que permutan 
con toda matriz M = (y), cuadrada de orden n, es decir, tales que AM = MA. 


Se tendrá para todo par (i, j) 
ajui= > pla! 
Dels 4 


k=l 
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igualdad válida para toda familia doble (y',) de elementos de K. Supongamos 
ix j y consideremos la familia en que ! = 1 con los restantes 1 todos nulos, 
obtenemos aj =0. 

Suponiendo siempre ij, consideremos la familia en que 1, = 1, y todos 
demás y nulos, encontramos a! = a). 


Encontramos, pues, la condición necesaria (8/, índice de KRONECKER, a € K) 
a=8504>A=al,; 


la condición es evidentemente suficiente. 


Consideremos la aplicación de K en el conjunto K” de todas las matrices 
de la forma al, (a € K) definida por 


ao l,, 
se tiene, cualesquiera que sean a, f, A de K, 


a+ B>(a + Bl, =0a1, + 81, 
ab (a PB) 1, = (a 1,) (B1,) 
La > (Ma) Í, = Aa 1,) 


esta aplicación biyectiva es, pues, un isomorfismo de K, considerado como 
álgebra sobre K, sobre K” que tiene una estructura de álgebra sobre K: es 
una subálgebra de la álgebra M,(K), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En M,(K) las únicas matrices que permutan con toda matriz 
de M,(K) son las de la forma al, (as K). Estas matrices describen una subálgebra de 
M,(K) isomorfa a K; se llaman matrices escalares. 


Este isomorfismo justifica la denominación de matrices escalares que había- 
mos ya dado en el $ 154, c). Por otra parte, K” es isomorío a X(E) (ver $ 146, 
ej. 5, y 8 147, ej. 8). 


OBSERVACION 


Si se considera únicamente las matrices cuadradas de orden ”. no hay ningún in- 
conveniente en representar a y al, con el mismo símbolo, lo que equivale a representar 
por l a la matriz I,. Por el contrario, si se consideran matrices de orden cualquiera 
esta identificación puede conducirnos a errores, ya que naturalmente mn implica 
Ti > 1, Algunos autores emplean la notación 1, por 1, 


c) Matrices cuadradas inversibles (o regulares) 


El isomorfismo f=> M(f, (a;)) de £x(E) sobre M,(K) (dimx E=nm) de- 
muestra que: 


TEOREMA. —Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre 
K, M(f, (a) es inversible si y sólo si f es un automorfismo. 
En este caso 
M(-1) = [M(H1-. 
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En efecto, la relación fof-!=f-lof=idz nos da poniendo A = M(f) 


AA7!= AA = L,. 
Por otra parte, el teorema del $ 146, b) y la biyección f->M(f, (a;)) de- 
muestran que: 
TEOREMA. — El conjunto de las matrices inversibles de M,(K) es un grupo (no con- 
mutativo) isomorfo a GL,(K). 
Naturalmente si dos matrices cuadradas A y B de orden » son inversibles, 


AB es inversible y 
(AB)! = B-A-! 


EJERCICIOS 


1, Demostrar que el conjunto D de las matrices K de orden n y diagonales es un 
subanillo (resp. una subálgebra) del anillo M,(K) (resp. de la álgebra M,,(K)), isomorfo 
al anillo (resp. a la álgebra) K" (ver $ 147). 

2. Demostrar que el conjunto %, de las matrices sobre K, triangulares superiores 
de orden n, es un subanillo (y una subálgebra) del anillo (o de la álgebra) M,(K). 
Igualmente T, (ver $ 156, ej. 2). 

3. Demostrar que si A es una matriz inversible de orden n, A”, cuando p describe 
Z (con A? = 1,) describe un subgrupo del grupo de las matrices inversibles de orden n, 
¿es isomorfo al grupo aditivo Z? 

4. Si a y b son dos números reales cualesquiera, demostrar que el conjunto de 
las matrices reales cuadradas de orden 2 de la forma 


Ma, br (; 2) 
b a 


provisto de la adición y de la multiplicación de las matrices es un cuerpo isomorfo a C 
(se tiene aquí un ejemplo de subanillo del anillo M,(R)) teniendo una estructura de 
cuerpo conmutativo. 

5. Si A es una matriz cuadrada de orden n inversible, demostrar que 'A es inver- 
sible y que (tA)-l =(A-1), 

6. Calcular A" (neN) para las matrices siguientes 


sr len sh 9 sho cho 
sen 0 cos O sho cho cho sho 


Demostrar que estas matrices son inversibles, calcular A-! y Ar (neZ). 

7. Si D es una matriz diagonal de orden n tal que para todo ¡ de [1, n], aj = », 0, 
demostrar que D es inversible, calcular D” para todo entero racional n. 

8. Demostrar que una matriz triangular es inversible si y sólo si sus elementos dia- 
gonales son todos no nulos. 

9. Toda matriz cuadrada de orden n que verifica la ecuación 


dol, +A +... +,A7=0 
(Ag Aj ..., a, elementos de K, «,0) es inversible. ¿Cuál es su inversa? 


10. Siendo A y B dos matrices cuadradas de orden n tales que AB = 1, demostrar 
que son inversibles y que B= A-!, 
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159. Cálculos con matrices cuyos elementos pertenecen a un anillo 


Sea E un conjunto provisto de una adición y dos matrices de tipo (m, n) 
de elementos en E, A y B, pondremos por definición 
a) A+B= (0) +(8)=(01+ 8) (EN 


(SE) 


Si E está provisto de una multiplicación pondremos (1 € E) 
Q) JA = Maj) = (a). 


Finalmente si E posee una adición y una multiplicación, dadas las dos 
matrices 


A=(a/)€ M,(n, m),  B=(B) Mp, n) 


pondremos por definición 


6) AB=(Y) =D alft. 
k=1 

Naturalmente las propiedades de las operaciones definidas sobre las ma- 
trices de elementos en un cuerpo conmutativo no se extienden, en general, 
a las operaciones. (1), (2) y (3) definidas más arriba cuando no se sabe nada 
de las propiedades de la adición y de la multiplicación en E: ello nos dice 
el poco interés de estas definiciones (1), (2) y (3) en el caso general. 

Pero supongamos que E sea un anillo conmutativo unitario A. 

Desde luego si A es un anillo íntegro, se le puede considerar como un 
subanillo de su cuerpo de las fracciones K; luego las operaciones (1), (2) y (3) 
poseen todas las propiedades estudiadas en los párrafos precedentes. Notemos, 
sin embargo, que una matriz cuadrada de M,(A) puede ser inversible en M,(K) 
y no serlo en M,(A) (ver ej. 215, fin de este capítulo, y ej. 273, del capítulo 9). 

Si A es un anillo conmutativo unitario se demostrará, a título de ejercicio, 
que las propiedades demostradas para las matrices de elementos en un cuerpo 
conmutativo, se aplican a las matrices de elementos en A, reemplazando las 
nociones de espacio vectorial de dimensión finita sobre K por la de A-módulo 
libre de tipo finito (ver capítulo 7, ej. 179). 

Así, a todo homomorfismo f de M en N, donde M y N son A-módulos 
expresados en bases (a) (1 <i<m) y (bj) (1 <j<m) viene asociada una 
matriz de Ma(m, n) y la aplicación definida por 


f> Mff, (a;), (b,)) 


es una biyección de £4(M, N) sobre Ma(m, n); se deduce que estos dos 
A-módulos son isomorfos y asimismo los anillos £(M), si M es un A-módulo 
que tiene una base de n elementos, y M,(A). 
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11l, Cambio de base 


160. Acción de un cambio de bases sobre las coordenadas de un vector de 
un espacio vectorial E 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre K, B= (a) una base 
de E y B'=(a/) una segunda base de E; consideremos la matriz P= (pi) 
que tiene por columna ¿ las coordenadas de a', referidas a B tenemos 


Ahora bien, en el 8 155, hemos yisto que 


fa) = ab, > A= aj =M(, (a), (0) 


jal 
Deducimos de ello que si id¿ representa la aplicación idéntica de E, las 
relaciones 


idy(a) =0/= Y pla, (=1,2, 1) 


son equivalentes a 
0) P = (pi) = Míid ¿.. (a7), (a,)) 


(ATENCIÓN: E espacio de salida está referido a (af) y E espacio de llegada 
está referido a (a;).) 


Luego P matriz. asociada a id es inversible, la fórmula (ver $ 157, a) 
M(ide, (a), (a,))M(idz, (a;), (a;)) = Míide, (a), (a,)) = Í, 

demuestra que 

(15 Míidg, (a) (aj) =P”, 

Luego si se pone 

(2) x= > xa, = Arz 

i=l i=l 

tendremos según (1) (ver 8 155) 


3) xl => ej (l<j<nm 


i=1 
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y según (2) poniendo P-! = (q) 
(4) W= )dqr  (l<]<nm) 
2 


que se puede escribir en forma matricial poniendo 


X = Míx, (a;)), X' = M(x, (a) (ver 8 154, ej. 1) 
X =PX' X'=P-"X 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. —Si (a,) y (a) (1<i<mnm) son dos bases de un espacio 
vectorial E de dimensión n sobre K, la matriz P que tiene por columna ¡-ésima las 
coordenadas de ar respecto a la base (a,) es inversible; se le llama la matriz de cambio 
de la base (a,) a la base (a); además. 


P = M(id,, (a), (a,)), — P-!=M(d;, (a), (a")) 
X =PX, X' = P-IX 


donde X y X' son las matrices unicolumnas asociadas a un vector x de E, X en la 
base (a,), X' en la base (a!). 


OBSERVACIONES 


Cuando se pasa de una base (a) a otra base (a!) se dice algunas veces que (a,) es 
la base «antigua», y (a/) la «nueva», (x!, x?, ..., x") las coordenadas «antiguas» de x, 
(xl, x2, ..., x) las «nuevas». Se ve que la matriz de paso P da las «coordenadas 
antiguas» en función de las «nuevas»: lo que en general es ventajoso, pues si se cambia 
de coordenadas en un problema se tiene las relaciones entre las coordenadas antiguas, 
por ejemplo, F(x!l, x?, ..., x")=0, para tener las relaciones correspondientes entre las 
nuevas coordenadas, es cómodo tener las fórmulas dando las xi en función de las x'i 
(y no al contrario). 

2. Para estar seguro de no equivocarse, se puede hacer el cálculo siguiente que 
es fácil, pero que tiene el inconveniente de que no nos da la verdadera naturaleza de 
la matriz de paso P. Las fórmulas 


n ” n 
E E ia, = gr 
a,= Dia, x= Dv, > re, 
i=1 i=1 


x= > e pia, = DA pxúa, = do a; > px = Dag 
i y ij j i F 
de donde, siendo única la descomposición de x sobre la base (aj), 


Í= > ii 
x= ¡xt 
i 


dan 
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EJERCICIO 


Con la misma notación que antes, se designa por (a*i) la base dual de (a) y (a'*i) 
la base dual de (a¿), demostrar que la matriz de paso de (a*i) a (a'*i) es ((P)-1 y que 
Y'* = Y*P, Y* es la matriz de una fila que da las coordenadas de una forma y* de E* 
respecto a la base (a*i) e (Y”*) la matriz de una fila dando las coordenadas de la 
misma forma en la base (a'*i). 


161. Acción del cambio de bases en E y en F en una matriz de una aplicación 
lineal de E en F 


a) Sea f una aplicación lineal de E en F con dimx E=m, dimx F=n. 
Sean (a,) y (a;) dos bases de E y (b,) y (bj) dos bases de F. Pongamos 


A= M£f, (a), (b;)) A” = M(f, (a;), (b;)) 
P = M(idg, (a), (a,)) Q = M(idz, (b;), (b;)). 
Consideremos el diagrama 
idp f idp 


ESE>F>F 
(a) (a) (b)  (b) 


tenemos 
f = idpof o idz 
de donde aplicando la fórmula del 8 157, a) 
M£f, (a), (by)) = M£f, (a), (b,)) M(idg, (b;), (b;)) M(f, ide, (a), (a) 
A' = Q-UAP. 


OBSERVACION 


Se puede también operar únicamente sobre las matrices. En efecto, con la notación 
del párrafo precedente 
Y =AX, Xx =PX', Y = QY” 
dan 
QY' = APX” 
de donde multiplicando por la izquierda por Q-! 
Y' = Q-IAPX' = A'X” 
es decir, (Q-1AP—A')X” =0 cualquiera que sea X”, aplicando esta fórmula a las ma- 
trices asociadas a los m vectores af en la base (aí) se encuentra fácilmente 
A” = Q-IAP. 
Teorema. — Dados dos espacios vectoriales E, F de dimensiones finitas sobre K, (a;) 
y (a!) dos bases de E, (b,) y (bf) dos bases de F, P la matriz de paso de (a,) a (af) y Q 
la matriz de paso de (b,) a (bi), para toda aplicación lineal f de E en F es 


A” = Q-AP 
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donde A es la matriz asociada a f respecto a las bases (a) y (bj) y A” respecto a las 
bases (a;), (bj). 


CoroLARIo. — Para todo endomorfismo f de E 
A” = P-IAP 
donde A y A” son las matrices asociadas a f, respectivamente, respecto a la base (a;) 


y a la base (a) y P la matriz de paso de (a,) a (a;). 


b) Matrices equivalentes 


Sea A y B dos matrices de tipo (m, n) tales que existen dos matrices 
cuadradas inversibles R y S que verifican la relación 


B=RAS 


se observa que esta relación binaria definida sobre Mx(m, n) es una relación 
de equivalencia; en efecto, R € GL,(K) y S€ GL,(K). Por tanto: 


l. Para toda matriz A de Mx(m, n), 
A=L,A L,. 
2. B=RAS>A=R-!BS-L 
3. B=RAS y C=TBU implica que 
C=T(RAS)U=(TR)A(SU) 
con TR y SU matrices inversibles de órdenes respectivas n y m; de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — La relación binaria entre matrices de My(m, n): «existe R 
inversible de M,(K) y S inversible de M,(K) tales que B= RAS» es una relación de 
equivalencia. Las matrices A y B se llaman matrices equivalentes. 


Se ve inmediatamente (ver a), anterior) que dos matrices de tipo (m, n) 
son equivalentes si y sólo si son asociadas a la misma aplicación lineal de E, 
de dimensión m, en F de dimensión n: es suficiente poner P=S y Q =R”!. 


c) Matrices semejantes 


Der1nicióN. — Dos matrices cuadradas A y B de orden n son semejantes si existe 
una matriz cuadrada, de orden n, inversible, P tal que 


B = P-1AP. 
Se ve inmediatamente que esta relación binaria definida sobre M,(K) es 


una relación de equivalencia; en efecto: 
1. Para toda matriz A de M,(K), 


A =(1,)7 AT, 
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JAP => A = (P-!) BP" 
IAP y C=Q'AQ implica 


C = P-"Q-'AQP = (QP)A(QP) 


2. B= 
3 B 


pues al ser P y Q inversibles, QP lo es también. 

La definición anterior y los corolarios del subpárrafo a), demuestran que 
dos matrices A y B cuadradas de orden n, son semejantes si y sólo si están 
asociadas a un mismo endomorfismo de E, de dimensión n. 

Uno de los fines de alguno de los próximos capítulos, el capítulo 13, será 
el de, dado un endomorfismo f de E, encontrar una base de E de manera 
que la matriz asociada a f en esta base sea la más “simple” posible, es decir, 
dada una matriz A de M,(K), encontrar una matriz semejante a A lo más 
“simple” posible: ya veremos en este capítulo cómo hay que entender esta 
noción de simplicidad. 


162. Rango de una matriz 


a) DerINICIÓN. — Dada una matriz A sobre K de tipo (m, n) se llama rango de la 
matriz A y se designa rg(A), el rango del sistema de sus vectores columnas (en K"). 


Según las definiciones del $ 138, rg (A) es, por tanto, el número máximo de 
columnas de A linealmente independientes. Si se considera A como matriz 
de una aplicación lineal f de E en F (dim E=»m, dim F=m). 


A=M( (a), (b,)) 


las columnas de A representan los m vectores f(a;) de F, su rango es, en 
consecuencia, el rango de f (8 143, teorema 7), luego rg (A) < inf (m, n). 
Por otra parte, 'A = MCf, (b*), (a*')), luego ($ 155, b) 


rg (A) = rg (f) =rg (1) =rg (A) 
de donde: 


Teorema. —Si A es la matriz de tipo (m, n) asociada a una aplicación lineal f de E 
en F, los cuatro números siguientes son iguales: 


1. Rango de los vectores columnas (en K"”). 
2. Rango de los vectores filas (en K"”). 

3. Rango de [. 

4. Rango de *f. 


b) Caracterización de las matrices de tipo (mm, n) de rango r 


Sea A una matriz de tipo (m, 1) asociada a una aplicación lineal f de E 
de dimensión m en F de dimensión n. Escojamos en E y F las bases (a), (b,), 
como se ha dicho en el 8 143 (corolario 3) y $ 155 (corolario 1), tenemos 
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1 
1, (0) ¿SR 
M(,, (a), (b;)) = Ss > 
o o j MF 
i y 
Eu 
rd m—r 


Teorema. — Todas las matrices de tipo (m, n) de rango f son equivalentes a la matriz 
de tipo (m, n) 


llamada matriz canónica de rango r de tipo (m, 1). 


CoroLarto 1.— Para que dos matrices de tipo (m, n) sean equivalentes, es necesario 
y suficiente que sean del mismo rango. 


Si son equivalentes, las dos matrices representan respecto a las bases di- 
ferentes la misma aplicación lineal f: son, pues, del mismo rango, el de f. Si 
tienen el mismo rango, sea », son equivalentes a la matriz canónica de tipo 
(m, n) de rango r y, en consecuencia, son equivalentes entre sí. 


CoroLarIo 2.— Para que una matriz cuadrada de orden n sobre el cuerpo conmu- 
tativo K sea inversible, es necesario y suficiente que sea de rango n. 


Esta matriz representa, en efecto, un endomorfismo f de E, de dimensión 
n sobre K, y rg (f)=n=dim E implica que f es un automorfismo (ver 
$ 143, b). 


c) Determinación del rango de una matriz de tipo (m, n) 


Es suficiente operar sobre los vectores columnas de A como lo hemos 
hecho para un sistema de vectores en el $ 138. Esta “manipulación” sobre 
las columnas puede interpretarse como una sucesión de cambios de bases 
en E, estando A asociada a una aplicación lineal de E en F, después de un 
número finito de cambios de base en E se encuentra una matriz A” equi- 
valente a A de la forma A” (ver ej. 230 fin del capítulo) 


BL O 2.20 
A 0 
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con Bix0 (l<i<r), o los dos casos particulares, siguientes 


Bed 
AN é 

Bo o 

2 
la 2 . 
0 
o A 
ee 104 er e Br 
n=r m=r 


el rango de estas tres matrices es evidentemente r (r= mx en el segundo caso, 
f es suprayectiva, r=»m en el tercer caso, f es inyectiva). 

Se puede también razonar sobre los vectores filas de A, esta “manipulación 
sobre las filas” puede interpretarse como una sucesión de cambios de bases 
en F: se encuentra matrices equivalentes a A análogas a las transpuestas de 
las tres matrices encontradas más arriba (ver ej. 231, fin del capítulo). 
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Ejercicios 


Nota: Salvo mención contraria los elementos de las matrices se tomarán en un cuerpo 
conmutativo K. En los ejerciciós de inversión de matrices se procurará no utilizar los 
determinantes. 


181. 


182. 


183. 


184. 


En el conjunto M,(K) se considera el subconjunto E descrito por las matrices 
Mía, b) en que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a a, y 
todos los demás iguales a b; demostrar que cuando a y b describen K, E tiene una 
estructura de espacio vectorial sobre K. Indicar una base. ¿Cuál es la dimensión 
de E? 


Resolver el ejercicio precedente para el conjunto F de las matrices M(4), ..., 4.) 
cuya ¡-ésima línea es 

419)... Q,_¡0,9;... 0; 
cuando (4), ..., 4,) describe K". 


Se dice que una matriz M de M,(R) es mágica si las ocho sumas 


(=1,23 Day (=1,2,9 Day De tato 
i i i 


son iguales; se designa por s el valor común de esas ocho sumas y por M(s) una 
de las matrices correspondientes. 
a) Demostrar que el conjunto de las matrices mágicas de M,(R) es un subespacio 
vectorial del espacio vectorial M,(R). 
b) ¿Cuál es el valor de s si M(s) es antisimétrica? Construir todas las matrices 
mágicas antisimétricas. 
€) Construir todas las matrices mágicas simétricas (se construirá primero las 
correspondientes a s= 0). 
d) ¿Cuál es la dimensión del subespacio vectorial de M,(R) descrito por las ma- 
trices mágicas? 

M.G.P. (extracto) y Concours de Mines (extracto). 


Se considerarán las matrices 


_[(s 0 TO (lu 
me = (+ da) no =(; 2) e =(; :) 


donde s, f, u son los elementos de un cuerpo K dado: se supone s>* 0. Sea 


sl 


una matriz de coeficientes en K. Demostrar que, para que pueda ponerse X bajo 
la forma 
(1) X = M(s)N(1)P(u) 


es necesario y suficiente que se tenga a 0, ad—bc= 1; demostrar que la des- 
composición (1) es entonces única. 
Sea 
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185. 


186. 


187. 


189. 


190. 
191. 


192. 
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demostrar que si a=0, ad—bc= 1, se puede poner X en la forma 
(2) X = M(s)N(9W. (M.G.P.) 


En MC) se considera las matrices 


a e dl 0 a 


calcular las matrices 
YZ—ZY, ZX—XZ, XY — YX, X4Y42 


En M/(K) encontrar todas las matrices que permutan con A= ( 2 —1 ) demos- 


trar que estas matrices describen una subálgebra de M(K). 


Siendo A una matriz de MK), demostrar que existe «+ y fB de K tales que: 
A2—«A + Bl, =0. ¿Cuál es la inversa de A si A es inversible? 


Siendo A una matriz no escalar de M,(K), encontrar todas las matrices de M,(K) 
permutando con A; demostrar que son de la forma Al, +A (utilizar el ejer- 
cicio 187). 


Sea A una matriz triangular de M,(K) en la que todos los elementos diagonales 
son nulos. Demostrar que A" =0 (si A es triangular superior y si A = M(/, (a,)) se 
observará que f(a) =0 y que para k> 1, f(a¡) pertenece al subespacio engendrado 
POr Aj, Ap...» Ag 1). 


Hallar todas las matrices A de M,(K) tales que A» 0 y A?=0. 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K tal que [0 y f2=0. 
Se pone r =rg(f). 
a) Demostrar que Im fC<Ker f; deducir de ello que 2r<nm; sea F un suple- 
mentario de Ker f, F es de dimensión r; siendo (a) (1 <i<r) una base de F, 
demostrar que b;= f(a¿) son independientes y que existe n—2r vectores de Ker f, 
Cp ..» Spa tales que 

Lp ...s Gpo Dis «09 By Cp 0.0» Cp2r) 
sea una base de E. 
b) ¿Cuál es la matriz de f en la base precedente? 
<) ¿Cómo se simplifican los resultados si n= 2r? (V. cap. 7, ej. 162). 


Se dice que un endomorfismo f de un espacio vectorial E de dimensión n sobre 
K es nilpotente de índice p, si existe p>1 tal que f”-1 0, f?=0, se dirá igual- 
mente que una matriz A de M,(K) es nilpotente de índice p si existe p>1 tal 
que AP-1%0 y AP=0. 

a) Demostrar que si f es nilpotente y si existe A de K y xx0 de E tal que 
Hx) = Ax entonces A = 0. 

b) Siendo f nilpotente de índice p, demostrar que si x es tal que f”-1(x) + 0 los 
vectores 


x=, MO, 0. PP) 


son linealmente independientes. 
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Deducir que f es nilpotente de índice n, si y solamente si existe una base (a) de 
E, tal que para la matriz 
A=M(f, (a) = (ai) 


todos los a son nulos salvo «i+=1 (1<i<n—1). 


Si A es una matriz nilpotente de índice p de M,(K) (V. ej. 192), demostrar que 
1,—A es inversible y tiene como inversa 


L, +A + A24 o... + AD, 


1D 01.0 
A=|[0 1 1 T=|0 0 1 
0.01 000 


Demostrar que T3=0. Deducir A” para n entero natural (se observará que 
A=L+T y que l, permuta con T). 


Tenemos las matrices 


Buscar todas las matrices A de MAR) tales que A?= Iz. 


Si K es un cuerpo conmutativo de característica distinta de 2, se considera los 
endomorfismos f de un espacio vectorial E de dimensiones n sobre K tales que 
A =id¿. Se pone g=id¿ +/, h=id¿—f. 

a) Demostrar que g(E) y (E) son estables por f y son dos subespacios suplemen- 
tarios de E. ¿Cuáles son las aplicaciones inducidas por f, respectivamente, en g(E) 
y HE)? 

b) Deducir de la pregunta anterior que toda matriz M de M,(K) tal que M?= 1, 
es semejante a una matriz de la forma 


l, 0 con pEN, qEeN, p+q=n. 
0 —L 


€) ¿Cuál es la forma general de una matriz de M,(K) tal que M=1,? 
Encontrar todas las matrices A de MA(R) tales que A?=—L. 


Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre R. Se designa con f un endo- 
morfismo de E tal que ff? =—id¿ y se define una aplicación de CXE en E 
mediante 

(a + ib, x) > ax — bf(x) (a, beR, xeE). 


a) Demostrar que la aplicación precedente permite dar al conjunto E una estruc- 
tura de espacio vectorial sobre C: se designará por E” el conjunto E provisto de 
esta estructura. 

b) Calcular dim E en función de dim E”. Deducir que si existe f endomorfismo 
de E tal que f? =— id, E es de dimensión par 2n. 

€) Demostrar que existe entonces una base de E descrita por a), ..., 4, H(41), ..., HA). 
Buscar la matriz de f respecto a esta base. Deducir que sobre todo espacio vec- 
torial E de dimensión par sobre R existe al menos un endomorfismo tal que 
fi =—idp. 
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d) Sea g una aplicación de E sobre sí mismo, demostrar que las dos propiedades 
siguientes son equivalentes: «) g es un endomorfismo de E espacio vectorial sobre 
R, que permuta con f; f) g es un endomorfismo del espacio vectorial E” sobre C. 


e) Sea G una matriz de M,(C), se pone G=A + ¡B donde A y B son elementos 
de M,(R) y 


| A 2] 


—B A 


demostrar que p es un homomorfismo del anillo M,(C) en el anillo M),(R). Demos- 
trar que Im(p) está descrito por las matrices de M,,(R) que permutan con la 


matriz 
0 —1, 
L 0./ 
Se tienen las matrices M(a, b) definidas en el ejercicio 181. 
a) Calcular la suma y el producto de dos matrices Mía, b) y Mía”, b') (se intro- 
ducirá 1, y M(I, 1) y se utilizará el ejercicio 181). 
b) Si (a, b) describe K?, demostrar que Mía, b) describe un subanillo de M,(K). 


Demostrar que de los cálculos anteriores surge la definición de una estructura de 
anillo sobre el conjunto K?. 


Se da un número complejo no real a=r (cos € +sen 0) que permanecerá fijo 
en todo el problema y se tienen las matrices 


= x y 
mo 9=(_%, | 


Sea E el conjunto de estas matrices cuando (x, y) describe R? y F este conjunto 
cuando (x, y) describe C?. 
a) Demostrar que E es un subanillo de M,(R) teniendo una estructura de cuerpo 
conmutativo. 
b) Demostrar que todo número complejo z puede escribirse de una manera única 
z=x-+ay (x, yeR). Se pone M(z) = M(x, y) que se puede decir de la aplicación 
de C en E definida por 
z—>M(2). 

Calcular [M(z)]". 
<) Demostrar que F es un subanillo de M.(C). ¿Es F íntegro? ¿Tiene una estruc- 
tura de cuerpo? 

(M.G.P.) 


Si (x,), (y,) son dos sucesiones reales convergentes y de límites respectivos x-e y 
cuando n tiende hacia + oo se dirá que la matriz 


Mt = | 
(ro Y) e x 
tiene por límite M(x, y) = ( e z cuando n tiende hacia + co. Si « es un nú- 


mero real, encontrar el límite para n infinito de la matriz 
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(se pondrá “- tg 9, —1/2<9<x/2. 


202. Sea E el subconjunto de M,(Q) descrito por las matrices 
a b 
Mía, o=(5 2) 
cuando a y b describen Q. 
a) Demostrar que E es una subálgebra de M,(Q). 
b) Demostrar que para la adición y la multiplicación E tiene una estructura de 
cuerpo isomorío a Q[y2] (ver cap. 5, ej. 97). 


+£) Los resultados anteriores, ¿son los mismos si se reemplaza Q por R? 
(Se escribirá Mía, b) = al, + bJ y se calculará J?.) 


203. Sea E el subconjunto de M,(Q) descrito por las matrices 


a b € 
Mía, b,c)=| 3c  a—3c b 

3b —3b+3c a—3c 
cuando a, b, c describen Q. 
a) Demostrar que E es una subálgebra de M,(Q). 
b) Demostrar que E tiene una estructura de cuerpo. 
€) ¿Subsisten los resultados precedentes si se reemplaza Q por R? 
(Se escribirá Mía, b, c) = al, + bJ + cK, y se calculará, P?, K?, JK, KJ) 


204. Sea p una permutación de [1, n], si E es un espacio vectorial sobre K referido a 
la base (e) (1<i<mn) se considera el automorfismo E definido por 


=1,.2 n fe) = eniy 


Se dice que 
A,=M(f,, (e) = (al) 
es una matriz de permutación. 
Demostrar que 
al = 8h 
al es el símbolo de KRONECKER). Deducir que 
AA, =Apog 


y que el conjunto de las matrices A, provisto de la multiplicación de las matrices 
es un grupo isomorfo al grupo simétrico S,,. 
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Se dice que una matriz de M,(Q) es monomial si en cada fila y en cada columna se 
encuentra un elemento y uno sólo no nulo. Demostrar que toda matriz monomial 
es el producto de una matriz de permutación (V. ej. 204) por una matriz diagonal; 
representar de modo explícito esta última, con a, el único elemento no nulo de la 
matriz monomial situada en la columna ¡. 


Se pone a = cos (27/n) + ¡ sen (27:/n) y se designa por X e Y las matrices de M,(C) 
de elementos generales respectivos 


Xy = 0-00, = a--04-0 


Yrg 
(p índice de fila, q índice de columna). Calcular 

x> Y XY, YX. 
¿Cuál es la inversa de X? M.G.P. (extracto). 


Los elementos de las matrices cuadradas, reales, de orden 3, que consideramos son 
funciones reales de £ real que tienen desarrollos limitados de orden 2 en una vecin- 
dad de cero; a cada matriz M se asocia la matriz M, obtenida reemplazando en M 
cada elemento por la parte regular de orden 2 de su desarrollo limitado. El espacio 
euclídeo R3 está referido a una referencia ortonormal, se consideran las matrices 
X e Y representando respectivamente una rotación de ángulo «(t) alrededor de Ox 
y una rotación de ángulo f(t) alrededor de Oy. Se supone que «(t) y B(t) son infini- 
tésimos de orden 1 en la vecindad de t= 0. 


a) Demostrar que 


1 10 0 1 10 0] 
7 
X=| 0 cosu —sen « X,=/0 => —% 
e 
O sena cos « 0... 


b) Calcular Y e Y, (atención: una rotación de 1/2 alrededor de Oy aplica Oz 
sobre Ox). 

€) Se pone A= YX, B= Y-IX-1 (se observará que dos rotaciones de ángulo 0 y 
—0 alrededor de un mismo eje son recíprocas una de la otra). 

Calcular A, y Bj. 

d) Calcular Z, = (BA). Demostrar que Z, está asociada a una matriz Z que se 
interpretará mediante una rotación alrededor de Oz. 


Se considera el subconjunto T de M,(R) descrito por 
a ce 
a (o 5) 


se designa por T, el subconjunto de T descrito por las matrices A tales que 
a>0, b>0. 
a) Calcular A?, Al, ..., A? y la matriz 


= SL p=[% Ya 
ió rs ls 2) 
Fs 
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demostrar que %,, PB,» Y, tienen límites «, B, y que se calcularán, cuando n tiende 
hacia el infinito. Se escribirá 
B=/(4)= t Y ) 


o .B 
(se distinguirá los casos a + b y a= b). 
b) La aplicación f de T en T así definida, ¿es lineal? ¿es inyectiva? ¿es suprayectiva? 
Demostrar que f considerada como aplicación de T en T, es biyectiva. 


€) B=/((A) es tal que 0<«<2, 0<B<2, demostrar que si se escribe 


E 
_ WE! _ (4% - 
¿oy (; 5) 


n 
q=1 

Aj» by» C, tienen, cuando n aumenta indefinidamente, por límites respectivos a, b, c. 

Concours de l'École Normale Supérieure (extracto) y M.G.P. (extracto). 


Sea A una matriz de M,(R), se designa por k;¡(A) su coeficiente situado en la ¡ésima 
fila y la jésima columna. Se pone, (i, j) describiendo [1, 1] X [1, 1] 
N(A) = nsup | k,(A)| 
a) Demostrar que 
N(A) =0>A=0 
NQA) =|2.|N(A) (ER) 
N(A x B) < N(A) + N(B) 


deducir que N(A) es una norma sobre el espacio vectorial M,(R). Se escribirá 
N(A) = || All 
IPABI| <A 111 B!1 
IA +By—Ar || < [AI +I1BI1I—=IAlr (rem) 
Concours de l'École Normale Supérieure (extracto). 


b) Demostrar que 


Los datos son los mismos que en el ejercicio precedente, se escribe 


>is. 


a) Demostrar que las propiedades precedentes son equivalentes: 
«) existe una matriz B de M,(R), tal que 
lím ||B—B,,l] =0 
nh 


B) para todo par (i, j) de [1, n] x [1, n], k¡(B,) tiene límite cuando n= + oo. 
Se pone B= el (se introducirá a = sup | k¿¿(A) DA 
b) Demostrar que 
[| e4+B — ea || < ellAll(el1BIl — 1). 
x z 


o + (CV. ej. 208). 


€) Calcular ed para A= ( 


Concours de l'École Normale Supérieure (extracto). 
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Siendo A una matriz cuadrada real, calcular e* (V. ej. 210) en los casos siguientes 
a) A=8l,  (teR) 


o £ o. 0 0 t 
b) =2 S = = 
) on le 6) A ( d 0) A ( P kh (teR) 


1 
o) t= A=f0 1 1 (V. ej. 194). 

o.0 1 
La matriz A = la e) de MR) tomada fija, se calcula B = eA (V. ej. 210 y 211) 
y se pone 

B(1) = eh (teR). 
a) Demostrar que 
B(t + 1”) = B(1)B(1) (t, CER). 


b) Demostrar que 


dB(t) 
——— = AB(t) = B(1)A. 
dt 


(Ver $ 156, ej. 4.) M.G.P. (extracto). 


Tomando de nuevo las notaciones del ejercicio 154 (fin del capítulo 7), supondre- 
mos que los espacios vectoriales E, F. G son dimensiones finitas sobre K. 
Designando respectivamente por A, B, C, (1<i<m,1<j<n, 1<k-< p) las ba- 
ses de E, F;, G, tomemos por bases respectivas de E, F, G 


A Ya, s= Us, e= Jo, 


1SiSm Isjsn Isk<p 
a) Demostrar que M= (f, A, B) es un cuadro rectangular de matrices Mi (es decir, 
una «matriz de matrices») y que 
M/=MU), Ay, B) 

Determinar el número de columnas y el número de filas de Mi en función de las 
dimensiones de E, y de F; 
b) Se escribe (h =g0/, V. ej. 154) 

N =M(g, B,C)  Ni=M(É B,, C,) 

P =M(h, A,C)  Pk* =M(hk, A, C,) 


demostrar que 
" 
P=MN=(P) con PE - mM 
i=1 


se dice que se ha efectuado el producto de dos matrices N y M por «bloques». 


€) Desarrollar un ejemplo en el que m=n=2 y en el que las ocho matrices 
Mi, N; son de tipo (2,2). 
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Sea K un cuerpo conmutativo, p y q dos elementos fijos de K se considera las ma- 


trices de MA(K). 
Ax, »=(; ed Bl, 0 (; pd 
yox 1 


y la matriz de M¿(K) siguiente: 
Me, y 2 1) = [AY BD 
B(2 0 Ay) 


Efectuar el producto por bloques (V. ej. 213) de dos matrices M(x, Y 2 ¡0 
M(X”, y”, z”, 1”) y demostrar que existe x”, y”, 2”, t” de K tales que 


MG, y, 2, 1)M(X, y, 2%, 1) =M(x”, y”, 27, 1%), 
Si a, b, c, d son los elementos de Z, ¿en qué condición la matriz A=([% ? 
es inversible en M,(Z)? ¿en MA(Q)? d 
Todas las matrices consideradas pertenecen a M,(Z). Se considera la matriz 
a=(? 3). 
ta 
a) Demostrar que A es inversible en M4(Z) y calcular A-1. 
b) Buscar las matrices X e Y de M/(Z) tales que 


xa=(71 3), ay=(3 3), 
74 2 6 
a) Si A es un anillo conmutativo unitario, ¿en qué condición una matriz triangular 


de M,(A) es inversible en M,(A)? 
b) Invertir en M(Z) las matrices (n= 2, 3, ...) (ae Z) 


11 dG 1d 
A,= 0.1 ) Aj=fo 1 1) etc. 
0.01 


L 
2-(12) 42 


(se podrá razonar por inducción). 

€) Demostrar que el resultado del ejercicio 193 subsiste si K es un anillo conmu- 
tativo unitario. Determinar de nuevo las inversas de las matrices A, consideradas 
anteriormente escribiendo A, = I, + T,. igualmente para B, (observar que (T¿)* = 0). 


etc. 


Oo-ao 


So-= 

Oo-a 

“ro 

—_—— 
> 
1 

Soo» 
oo-a 
-aoo 


Si A es el anillo Z[i] (enteros de Gauss, V. cap. 5, ej. 96), demostrar que la matriz 


i 1—i 2+i 
M=|0 —1 3—i 
o 0 —i 


es inversible en M,(A), calcular M=1. 


Intervenir en M, (K) la matriz tal que ai sea igual a O para ¡=j y a 1 para ¡»4j 
(razonar por recurrencia). 


Determinar en M,(R) todas las matrices X que verifican X? =D, siendo D una ma- 
triz diagonal. Discutir. 
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En E de dimensión 3 sobre K encontrar la matriz de paso P de la base (a) a la 
base (a) definida por 


a=4, 4=4,+4, 43=4,+4, +4. 
Calcular P-!, Generalizar a E de dimensión n sobre K. 


En R3 hallar la matriz de paso de la base canónica (e,) a la base 
e=(01,.1), e=(1,0,1)  e=(1,1,0). 
Calcular P-1, 


En el espacio vectorial R3, se considera la aplicación lineal f cuya matriz respecto 
a la base canónica (€,, €, es) es 


o 1 —senO 
—1 0 cos O 
—sen 0 cos 9 0 


donde 0 es un número real dado. 
a) Demostrar que f3=0, 
b) A todo real £, se asocia la aplicación lineal 


uti + er 


donde u es la aplicación idéntica. Demostrar que el conjunto G descrito por g, cuan- 
do f describe R es un grupo abeliano para la composición de las aplicaciones. 
€) Se pone ef =e, cos 0 + e, sen 0, es = /(e,), ef = /(e,), demostrar que (ef, ez, e,) 
es una base de R3, Determinar la matriz de f en esta base. 

M.G.P. (extracto). 


Se considera la matriz del ejercicio 2 del párrafo 156 como la matriz de un endo- 
morfismo f de C relativamente a la base canónica (e,, €,, e); determinar la matriz 
de f respecto a la base 


S e = 
=8+e+, e=e, e=0. 


Hallar el rango de las matrices de elementos en Q 


2 =3 =4 1.0753 -2 
30105 0.422 0 
2 =i 0 =i Dlo-240 1 
0.2 4 3 =171 5 


Hallar el rango de la matriz (p, q, re R) 


0 r —g 
—r 0 pl. 
ag. 0 


Hallar el rango de las matrices de elementos en € 


1 1 3 MET 
ay lei —=i=4 bli 1 114 
1oO1 1-2 ii PA 
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Hallar el rango de las matrices M,(R) 


1001 
PO 1100 
y=f1 1.0 A=lo 110 
ea 0.011 
Generalizar. 
Hallar el rango de las matrices M,¡(R) 
a 005 
e 0.0 bano 
Aj=|b a 0 As=lo bado 
or Bra, 00ba 


Generalizar. 


Sea A = Mf(f, (aj), (b¡)) una matriz de tipo (m, n) sobre K, demostrar que las dife- 
rentes aplicaciones siguientes («manipulación sobre las columnas») que asocia a A 
una matriz A” del mismo tipo, son tales que A* = AP, donde P es una matriz cua- 
drada inversible de orden m que determinará en cada caso. 


Se pone A= (0), A = (ac). 

a) ai = y Pp es una permutación de [1, m] (P es la matriz de paso de la base 
(a) a la base (Ac ;)), es una matriz de permutación; ver ej. 204). 

b) er = Mal, (Mi) es una familia de m escalares no nulos (P es una matriz dia- 
gonal, de elementos diagonales A/). 

e) Para i fijo: a'i=0i+a” (1% j), las columnas ii no cambian (se tiene 
P= 1, +El, El, es un elemento de la base canónica de M,(K), aquella en que 
todos los elementos son nulos salvo elf = 1). 


Deducir de ello que estas «manipulaciones sobre las columnas» dejan invariable el 
rango de la matriz «manipulada». 


Los datos son los mismos que en el ejercicio anterior, demostrar que las diferentes 
aplicaciones siguientes («manipulación sobre las filas») que asocian a A una matriz 
del mismo tipo A”, son tales que A” = QA, donde Q es una matriz inversible de 
orden n. Se pone A” = (ai), Se determinará Q en cada caso. 

a) a” ao, q es una permutación de [1, n]. 

b) ari = Wal, (ui) es una familia de n escalares no nulos. 


e) Para j fijo: «”i= d+ al, (i' 2 i) las filas j' 4j no varía. 


Deducir que estas «manipulaciones sobre las líneas» dejan invariable el rango de la 
matriz «manipulada». 
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DETERMINANTES 


l. Aplicaciones y formas multilineales alternadas. 
1. Determinantes. 
Il. Primeras aplicaciones de los determinantes. 


Salvo indicación contraria ($ 171) los elementos de las matrices y de los determinantes 
empleados en este capítulo están tomados en un cuerpo conmutativo. 


Il. Aplicaciones y formas multilineales alternadas 


163. Aplicaciones de E, X E, X ... X E, en F 


a) Aplicaciones parciales 


Dados n conjuntos E,, E), ..., En (E; descrito por x;) y un n + 1-ésimo 
conjunto F, generalizando lo que hemos dicho en el $ 12, d) podemos definir 
una aplicación f de E=E, X E, X ... X E, en F se escribirá 


(1 Xa << Xx) > Í(%1 X2 +01 Xn) 


se dice también que f es una función de las n variables X;, Xa ..., Xp 
Por ejemplo, la aplicación de E, X E¿X ... X E, en E, definida por 


(ip Xa ++ xn) > Xi 
se llama la ¿-ésima función coordenada y se designa pr; se tiene luego 
PYi (Xi Xar +01 Xn) = Xi 


Dada una aplicación f de E, X E,X... X E, en F, se puede definir una 
y una sola aplicación g de E; en F para cada valor del (n— 1)-étuple 
(1 Xo +» Ximo Xisto «==» Xn) para la igualdad 


xi > 8(x) = f(Xw Xa <> Xicoo Xi Xiétr +» Xn) 


g se llama la aplicación parcial de E, en F asociada a f relativamente a los 
valores Xp X» <>» Xico Xieo ==» Xu atribuidas a las otras n—1 variables; se 
la puede representar f(x Xa <<» Xin +» Xi <=» Xn) (ver $ 12, d). 
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b) Aplicaciones simétricas 


Si E,=...=E,=E se dice que f, aplicación de E" en F es simétrica si 
para todo elemento (xi, X2 ..., Xx») de E” y para toda permutación Pp pertene- 
ciente a S, ($ 85) 


[aid << XD + =>: a ig 2 


Si se tiene la igualdad precedente únicamente para la transposición que 
cambia i y j (ij) se dirá que f es simétrica relativamente a las variables 
Xi Y Xp 


c) Aplicaciones antisimétricas 


Consideremos en fin una aplicación f de E" en un grupo, representado 
aditivamente, F; se dirá que f es antisimétrica relativamente a las variables 
xi y x¡ (ij) si para todo elemento (xi, x2 ..., xn) de E" se tiene 


Í» ++ Xin +++ Xi) = — (210 Xas <<, X0) 


donde t es la transposición que cambia i y j. 

Si f es antisimétrica relativamente a toda pareja (x, x;) (i xj) de las n 
variables x; (1 <k<m) se dice que f es antisimétrica. Si p es una permu- 
tación cualquiera perteneciente a 5, de signatura e(p) ($ 87), p es descompo- 
nible en producto de un número par de transposición si e(p)= +1 e impar 
si e(p)=—1, luego si f es antisimétrica 


Ípcior +=» Xpcido +++ Xp) = ElPI%1 +++ Xt +++ An) 


recíprocamente si esta igualdad se verifica para todas las transposiciones de 
S,, se ve que f es antisimétrica respecto a toda “pareja (x;, xj) (i « j) de las n 
variables x,; esto justifica la definición siguiente: 


DeriNIcIÓN 1.—Una aplicación f de E" en un grupo F (representado aditivamente) 
es antisimétrico si para toda permutación p perteneciente a S,, 


Hay > Xy) = EPI (Xpp 027 Mio 0009 X)- 


> Aoi 


164. Aplicaciones y formas multilineales 


DerINIcIÓN 2.— Dados n +1 espacios vectoriales E,, Ej, ..., E,» F sobre el mismo 
cuerpo conmutativo K se dice que una aplicación f de E, XE,X ... X E, en F es una 
aplicación n-lineal si cada aplicación parcial de E, en F asociada a f es una forma lineal. 

Si F=K se dice que f es una forma n-lineal. 

Las aplicaciones y formas n-lineales (n= 2) se llaman aplicaciones y formas multi- 
lineales. 

Si n= 2 se dice que la aplicación o la forma es bilineal. 

Si n=3 se dice que la aplicación o la forma es trilineal. 
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Si x, e y¡ describen E; y A el cuerpo K se tendrá, en consecuencia, para 
todo ¿ de [1, n] 


[tr 0<<s Xizo Xi E Yo Xig1o «+0» Xn) = ÍA) +09 Xiao Xi Xig10 ===» Xn) 
His 00: Mido ls Mis. <a o) 
Ft <<» Xicoo Akio Xigto 0+s X= Mio «09 Ximo Xi Xigto 00» Xan)» 

Para n=2 y F=K se encuentran las propiedades de definición ya dadas 

para una forma bilineal ($ 149). Se tiene naturalmente 
Fw --0» Xizto 0, Xigw «+0» xn) =0. 

EJEMPLOS 

1. La forma bilineal canónica ($ 149) 

(e x0)> (x x*) 


es una forma bilineal, aplicación bilineal de Ex E* en K. 
2. Si fl, P?, ..., f? son p formas lineales sobre E, espacio vectorial sobre K, la apli- 
cación q de E” en K definida por 


A Xp) > 9), e Xp) = fx, 


ix)... 2xp) 
es una forma p-lineal. 


Si f y g son dos aplicaciones (resp. formas) n-lineales definidas sobre 
E, X E, X ... X E, y con valores en F (resp. en K), f + g y A definidas, como 
de costumbre, por 


(+ 8) (tm +.» Xi ><» Xn) = ft ..09 Xi +0» Xp) + 8l%p 0.09 Xip «y Xn) 
QÍ) (ir 009 Xio 009 Xan) = MÍ Xi 009 Xi 0009 Xn) 


son aplicaciones (resp. formas) n-lineales; estas dos operaciones f+g y M 
verifican los axiomas de la estructura de espacio vectorial sobre K, de donde: 


TEOREMA 1.—Si E,, Ej ..., E,, F son n+1 espacios vectoriales sobre K, las apli- 
caciones (resp. formas) n-lineales definidas sobre E, X E¿X ... X E, y con valor en F 
(resp. en K) describen un espacio vectorial representado por £,(E,, E, +» En; F) (resp. 
2, (Ep Ey «0» Ens K)) y £,(E; F) (resp. £,(E; K)) si 


E, =E,=...=E,=E. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el espacio vectorial £(E, F; G) es isomorfo al espacio vectorial 
2(E; £(F; G)) y al £(F; £(E; G)). 

2. Deducir del ejercicio precedente que £(E; F; K) es isomorfo a £(E; F*) y a 
£(F; E*). 


OBSERVACION 


No se confundirá una aplicación n-lineal de E, Xx E,X... X E, en F y una apli- 
cación lineal del espacio vectorial E, x E,X... X E, en F, es decir, un elemento de 
X(E,, Ez .-» Ens F) y un elemento de S(E, XE,X... X E,; F). 
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Sea, por ejemplo, una aplicación bilineal f de Ex F en G; se tendrá en particular 
con las notaciones siguientes 


16% + Xp Y + Y) =H(%, Y) + 1%, Y) + 1%, y) + 1(%, y) 
10%, y) =10.x, y) = PI(x, y). 


Por el contrario, si g es una aplicación lineal de E x F en G se tendrá 
EX, + Xp Y + Y) = £((%, Y) + (% 92) = E(%, Y) + E(%) Y) 
g(Ux, y) = Ag(x, y). 
EJERCICIO 
3. Siendo f una aplicación n-lineal calcular 
ÍA + Yp + Xp HE Ypo +++» Xn E Y) SOX po 2.21 AX pp 227 AX 5): 


165. Aplicaciones y formas »-lineales alternadas 


a) DEFINICIÓN 3.—Una aplicación (resp. una forma) n-lineal f definida sobre En 
y con valores en F (resp. K) es alternada si es nula para todo elemento x =(X,, Xp, ..., X,) 
teniendo dos coordenadas iguales (E y F espacios vectoriales sobre K). 


Sea ix j, se tendrá para toda aplicación o forma multilineal alternada 
(suponiendo ¿<) 
hw <> Xiao Xi Xp Xq Xiao Xi E Xp Xjt0 0 A) =0 


pues los valores de la ¿-ésima y de la ¡-ésima componente son los mismos: 
xi + xj; de donde teniendo en cuenta de la n-linealidad 


[oo Kio <0s Xi 00) Pe Kio 00.9: Xjo: ++) 
Bea jp anos Kio. 0) TE reo Ko + jo. 02) 00 


las variables no escritas tienen los mismos valores en los cuatro términos; 
como f es alternada el primero y último términos son nulos, de lo que resulta 


OA O a ¡CAE A] 
de donde: 


TEoREMA 2.— Toda aplicación (resp. forma) n-lineal alternada definida sobre Er con 
valores en F (resp. K) es antisimétrica (donde E y F son espacios vectoriales sobre K); 
es decir, 


Mr + Yoco + Xp) = EM +++ Xip +++ Xp) 
siendo e(p) la signatura de la permutación p. 


EJERCICIO 


Demostrar, recíprocamente, que si K no es de característica 2, toda aplicación o forma 
n-lineal antisimétrica es alternada. 
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Siendo f y g dos aplicaciones (o formas) n-lineales alternadas definidas 
sobre E”, es evidente que f + g y Af son alternadas, de donde: 


TEOREMA 3.—Si E y F son espacios vectoriales sobre K el conjunto de las apli- 
caciones (resp. formas) n-lineales alternadas definidas sobre Er y con valores en F 
(resp. en K) es un espacio vectorial sobre K, es un subespacio vectorial de £,(E; F) (resp. 
£,(E; K)). 


Por otra parte, si f es una aplicación o una forma n-lineal alternada defi- 
nida sobre E” se tendrá con las notaciones precedentes (donde Ax; reemplaza 


Xp 14)) 


Me de 0 MES 


igualmente 


ds. .. xi DM Xiplo +. .) = DN vt ceiy Mito lo: Ml, 9 
k=1 k=1 


= Míl%1» ++ Xi Xi Xigto 0... Xm)» 


Si la familia (xj X2 ..., xn) es ligada existirá una familia de escalares (A*) 


no todos nulos tales que Y Mx =0, si, por ejemplo, Ai 0 se tendrá 
k=1 


da 5. Ke e) Mi Xin +» .) = fé» «<<» Xiao O, Xigar ><, o) =0 
k=1 


= Míloo <> Xi Xo Xi4b ++» Xn) 
luego: 


TeoreMA 4.—Siendo f una aplicación o una forma n-lineal alternada definida sobre 
En, si xj ..., x, es una familia ligada de E, f(X,, ..., x,)=0. 


En este párrafo hemos dado las propiedades de las formas n-lineales alter- 
nadas definidas sobre E”, pero no hemos demostrado que existen (aparte del 
caso trivial f = 0). Vamos a hacerlo en el párrafo siguiente, en el único caso 
que nos interesa en este curso: aquel en que la dimensión de E es n. 


166. Formas n-lineales alternadas definidas sobre E" (dim E = nm) 


a) Caso en que n=2 


Empecemos por estudiar el caso de n= 2; sea (a, bj una base de E, 
pongamos 


(1) x=00+ Bb, y=aa+pb 
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si f es una forma bilineal alternada definida sobre E, tendremos 


[(x, y) = f(aa + Bb, aa + B'b) 
=a0'fía, a) + afB'f(a, b) + a'BICb, a) + BBD, b) 


Q) f(x, y) =(a8' —a'B) fla, b) 
ahora bien, la aplicación d de E? en K definida por 
Q) dx, y =08—aB 


es manifiestamente bilineal y alternada; además, d(a, b)=1: existen, pues, 
formas bilineales alternadas definidas sobre JE? no nulas (por ejemplo, d), 
y la fórmula muestra que toda forma bilineal alternada f definida sobre E? 
es tal que 


6) f=1Md  dpeK 


luego el espacio vectorial de las formas bilineales definidas sobre E? es de 
dimensión 1. Recíprocamente la fórmula (3) muestra que para todo valor 2 
de K hay una forma bilineal 'alternada única tal que 


fía, b)=2. 


b) Caso general 


Consideremos ahora las formas n-lineales alternadas definidas sobre E" 
(dim E= mx), suponiendo que exista. Los razonamientos son exactamente los 
mismos que en el caso particular precedente (n= 2), pero el hecho de que 
la dimensión sea n complica los cálculos, 

Sea (a, ..., 4,) una base de E y f una forma n-lineal alternada definida 
sobre E"; debiendo considerar un elemento cualquiera (x;, ..., xXx») de E", es 
decir, debiendo coger simultáneamente n vectores de E, para cada vector x; 


(l<i<nm 
a 
=D ala, 


representaremos el índice sumatorio (es decir, el número de la coordenada) 
por una letra relativa a cada vector (ver $ 91, e); pondremos, pues, 


(4) ie[l, a] x= Y 0'a,, 


Calculamos f(x; ..., x.) utilizando primero las dos propiedades de n-linea- 
lidad de f 
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Ars 20 de a 092 1(Eute jr Sato, +. 


h=1 hal 
” ” 

= e e N ft, PA) 
Metelo ha 
” ” 

= 2 A Su e adi... af(a,, ..., Gjp .«.» 9,) 
h=l al jasl 


O UÑA; 2.21 jp ++ 9,,) 


Go cos Bio ce. IET 
en la penúltima forma f(x, ..., x,) es una E n-étuple, y en la última una E 
simple, pero cuyo índice sumatorio describe 1"; hay, pues, n” términos, mas 
muchos de ellos son nulos: en efecto, utilicemos ahora el hecho que f es 
alternada: sea i 41”, por ejemplo, ¿<1, 


di= je Ajo 0. Gpo +01 Ajo ++» 4) =0, 


Si en la expresión f(x, ..., x,) suprimimos estos términos nulos, sólo que- 
darán los términos tales que i>¡, sea inyectiva, luego biyectiva (8 31, coro- 
lario 3 del teorema 4); para estos términos tenemos que 


=p) con  p£€S 


Como $, tiene n! elementos ($ 85) ello nos dice que en f(x1 ..., Xx») sólo 
existen n! términos, y que todos los demás son nulos, escribiremos 


fo... 1) =D apo SN CAT: PO) 
PES» 


donde la notación indica que la suma se extiende a todos los términos cada 
uno correspondiente a una permutación p de S,. 
En fin, f, forma n-lineal alternada, es antisimétrica (8 165, teorema 2); 
tenemos, pues, con e(p) la signatura de p 
CA] =D an e OO... ar Ep) Í(A;, ..., Aj +, 4p) 
PES» 
de donde finalmente 
(5) [Xu -<-» Xx) =F(A1, ..., a)» dp az... a... a. 
PES» 
Recíprocamente elegida la base (a, ..., 4»), consideremos la aplicación d 
de E en K definida por 
(5 Alto 2) = RO O a 


PESA 
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cada término de la YX depende linealmente de cada uno de los vectores 
Xp +» Xm luego d es una forma n-lineal; por otra parte, d 0, pues 
día, ..., dr) = 1; demostremos en fin que d es alternada: sea i e i' dos en- 
teros de [1, -l distintos, nos proponemos demostrar que x;= xy implica 
AlXro 0.1 Xp) = 

Sea £ la Ta tal que t(i) =1', se tiene- t(i") =i y para todo k de 
[1, 1] distinto de Te 7, t(k) = k (ver $ 85). Designemos por H el subgrupo 
de S, «engendrado por t, tenemos t?=u (u: identidad), luego H =(u, t). 
Cada clase por la izquierda según el subgrupo H tiene dos elementos y el 
conjunto de las clases por la izquierda es una partición de S,; si p es uno 
de los elementos de una clase por la izquierda, la otra será p' =pt (8 74) 
y si p describe P, p” describirá P” con 


PnPr=Yg y PUP'=S, 


luego 
ES = 40 O ¿0 PO 
per pep 
o también, observando (8 87) que, 


ep”) = elpt) = e(p) e(t) = — e(p) 


dls 00 2) =D ep) Log... a — ap... apo] 


peP 
(PL) (k) =p(4), — pues  k)=xk, 
(06) =P), pues 1) =1, 
(20) =P), pues  1)=i. 


En consecuencia, x;= x, contiene cualquiera que sea k de [1, n] 


sikxiy kx! 
sik=i 


sik=18 


aid = a, arto = ari) = ae, ap = ano = gq 


y todos los términos del corchete de la última Y son nulos: d es, por tanto, 
una forma n-lineal alternada definida sobre E" y es no nula, ya que 
d(a,, ..., a) =1. 

Según (5) y (6) se tiene, poniendo f(a,, ..., 4,)=2 


És <+ Xn) = Mts m0, Xt) AEK 
para todo elemento (xj, ..., x») de E"; en consecuencia, 
(6) f=M. 


Luego d engendra el espacio vectorial de las formas n-lineales alternadas 
definidas sobre E”, que es, pues, de dimensión 1. Por otro lado, como 
día, ..., ay) = 1, la fórmula (6) nos dice que para todo ) de K hay una 
forma 2-lineal alternada única tal que fía; ..., a.) =2; de donde: 
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TEOREMA 5.—Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K, el espacio vec- 
torial de las formas n-lineales alternadas definidas sobre En es de dimensión 1. Para todo 
2 de K existe una forma n-lineal alternada única f tal que 


$(4, ..., 4)=A 


siendo (a,, ...,. a, + una base de E. 


La fórmula (5) demuestra que si para una base (a;) fía, ..., a») = 0, se 
tendrá f(x; ..., xn) = 0 para todo elemento de E”, luego f = 0. De ello resulta 
que si (a;) y (b;) son dos bases cualesquiera de E la condición f(b,, ..., b,) + 0 
implica f(a;, ..., an) + 0, de donde: 


COROLARIO 1.— Si una forma n-lineal alternada definida sobre Er (dim E = nm), toma 
un valor no nulo para una base, toma también un valor no nulo para toda base de E. 


Se podría igualmente decir que f=0 si y sólo si f toma el valor cero 
para una base particular. Luego si fx0 y flxi, ...» x.y) =0, entonces 
[xXx +.» xj es una familia ligada, sino (xj, ..., x,) sería una base y f sería 
nula, de donde: 


CoroLaRIo 2.—Si f es un forma n-lincal alternada no nula definida sobre E" (dim 
E=28), MX), ..., Xx) =0 si y sólo si [x,, ..., x,) es una parte ligada de E. 
EJERCICIOS 


1. Sea f una forma bilineal alternada definida sobre E?, con E de dimensión n 
sobre K, expresado en una base (a¡). Se tiene 


9; = Ha. a), 


demostrar que 


1, y = > (ag — aiBio;;, 


Isi<isn 


recíprocamente, demostrar que la fórmula precedente, cuando se da arbitrariamente los 
escalares p;; (1 <i<j<m) define una forma bilineal alternada definida sobre E?. Dedu- 
cir la dimensión del espacio vectorial de las formas bilineales alternadas definidas sobre 
E?. Demostrar que para E=K3 este espacio es isomorfo a E. 

2. Siendo E de dimensión n sobre K, encontrar la dimensión del espacio vectorial 
de las formas m-lineales alternadas definidas sobre E” (m<n). 

3. Sea f una forma n-lineal definida sobre E” demostrar que la aplicación g de 
E" en K definida por 


Br 0.0» Xp 


2.3 Xp) = Dir 200 Xpqiza ++» Xp(ny) 


PESA 


es una forma n-lineal alternada definida sobre E". (Se dice que la forma n-lineal alter: 
nada g se ha obtenido por antisimetrización de la forma n-lineal f.) 
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Il. Determinantes 


167. Definición y cálculo de un determinante 
a) El teorema 5 del párrafo precedente nos permite enunciar: 


DEFINICIÓN. —Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K referido a ua 
base (a) 11 <i<n), existe una y sólo una forma n-lineal alternada definida sobre EF" 
que toma el valor 1 para (a,, ..., 4,). Su valor para (X,, ..., x,) se llama determinante 
de (Xi, ..., X,) respecto a la base (a,, ..., a,), se le representa por 


det, AS Xx.) 
o det (xj, ..., Xx.) si no da lugar a confusión. 
Por abuso de lenguaje se llama también determinante (relativamente a la 
base (a;)) la aplicación det,,, de E" en K así definida, que no es otra que 


la aplicación n-lineal alternada d definida en el párrafo precedente. 
Si se pone 


l<is<n 
tenemos (8 166) 
(0) det, (Xp "0009 Mio 00:91 Xp) = > elpJarO ... arO ... art 
lo que se escribe en la forma dd 
[al a Obias A 
(1) A DS la dí cable 


E ll 
las ... QU o. O | 
b) Determinante de una matriz cuadrada A de orden n sobre K 


Los n? escalares a) definen n vectores (x;) de un espacio vectorial E refe- 
" 


rido a la base (a) mediante las fórmulas x; >> Ja, se dirá, pues, que el de- 


terminante de los n vectores (x;) respecto a la base (a) es el determinante 
de la matriz A y se escribirá 


det A 


Val «0 
A : = det (a!) 


LON... 0 
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en consecuencia: det A es el determinante de los n vectores columnas de A, 
vectores de K" expresado en su base canónica. Por otra parte, si se considera 
A como matriz de un endomorfismo f se tiene 


A = Mff, (a;)) = (a) 


con 
de donde 

Q) det A = det M(f, (a;)) = det, (f(a,), ..., f(a,)) 
en” particular cualquiera que sea la base (a;). 

3) det 1, = det M(id,, (a,)) = det, (4, ..., a,)= 1. 


Si A es de orden n, se dice igualmente que det A es de orden n, como 
la matriz A está formado con la ayuda de n? elementos a; es un escalar que 
es la suma de los n! términos e(plazO ... ar”: 

EJEMPLOS 


1. Determinante de orden 2 
al al] 


1 

2 

da a 
. 12 á DN 

puesto que la permutación 1 2) es par y la permutación 21 impar. 


Nos encontramos naturalmente con el resultado hallado en el $ 166, a) 


se obtendrá la regla: Un determinante de orden 2 es igual al producto de los elementos 
de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal no principal. 
2. Determinante de orden 3.— Hemos visto en el $ 87 que entre las 3! =6 per- 
mutaciones de S, hay 3 que son pares 
zos 
(552) 


123 12 

123 2: $3 
123 
8 a 


ñ 
- uu 
== 


y 3 que son impares 


(323 (21) 


2 
de donde 
[2 al ol 
4 a dl =d04 +oaajal +ajalal —(alajal +ojajal +ajala3) 
| 


| 
3a3a 
ls aa 
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fórmula materializada por uno de los esquemas siguientes 


los productos de los elementos unidos por una flecha continua están precedidos del signo + 
y los productos de los elementos unidos por una flecha de trazos están precedidos 
del signo — (regla de SARRUS). 

Para los determinantes de orden n>3 la aplicación de la fórmula general (1) es en 
general pesado, indicaremos en el $ 170 un procedimiento que permite llevar el cálculo 
de un determinante de orden n al de determinantes de orden n—1, de donde por in- 
ducción al cálculo de determinantes de orden 3 o 2. 


EJERCICIOS 


1. Calcular 


2. Demostrar que el determinante de una matriz triangular es igual al producto de 
los elementos diagonales de esta matriz (utilizar la fórmula (1), ver otra demostración 
en el $ 170, b). 


168. Primeras propiedades de los determinantes 


a) Regla de dualidad 
Sea 
det A= > lp) azO ... ar... ar 


PES» 

sea q una permutación cualquiera de S,, como K es conmutativo, 
OE A PR. RO... arpa 

tomemos en particular q = p”!, se tendrá p(p"*(i)) = 


ep) = e(p”') 


¿; por otra parte ($ 87), 
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de donde 
det A= ho EP A 1) 0 apo +++ Upa) >: a) +++ Ag) +++ e) 


PES» PES» 


pues p”! es, igual que p, el elemento general de S,. Luego si se pone a// = ai 
para todo par (i, j) se obtiene 


det A = det 'A 


diremos que un determinante conserva el mismo valor cuando “se cambia las 
columnas por las filas”. Se ve también que det A es el determinante de los 
vectores filas de A, elementos -de (K")* respecto a la base dual de la base 
canónica de K”. 


b) Designando por (c;) la familia de los vectores columnas de A y por 
(1) la familia de los vectores filas de A, tenemos 


det A = det (C;, ..., Cn) = det (I!, ..., 15). 


El hecho de que la aplicación (xi, ..., xn) —>det (xi -.., xn) sea n-lineal 
alternada implica un cierto número de propiedades que hemos ya enunciado; 
para la comodidad del lector las agrupamos aquí. Según la regla de dualidad 
las propiedades de las columnas se aplican a las filas, a fin de no repetir dos 
veces los enunciados designaremos por líneas paralelas tanto a dos columnas 
como a dos líneas 


1. det (€), ..., Ci + Cj, ..., Cp) = det (Cp ..., Ci...» Cn) + det (Ci, ..., Cjs 0.» Cn) 
det (Ci, ..., ACi, ...» Cn) = A det (Cj, ..., Cir »».» Cn) 
det (Pics PI, 0. 1 = det (E vo; 8 19) + det (Il, ..., 1, ..., 11) 
det Mo... pl... = pidetdR, o. Po 0): 


2. Toda permutación p (elemento de S,) sobre las columnas (o las filas) 
transforma det A en e(p) det A. 

En particular toda transposición sobre las columnas (o las filas) trans- 
forma det A en —det A. 

3. Un determinante es nulo (caso particular de la propiedad 5 más abajo): 

— Si una columna (o una fila) es nula. 

—-Si dos líneas paralelas de números diferentes son iguales o más general- 
mente proporcionales. 

4. Para toda familia (A*) o (ui) de escalares (l <k<m) 


det (a .. Sin», NCh Cipty, «sx «) =Nidet (Ci. «Cp 50. 00): 
k=1 


det (» ¿len Aus Pa, Pe )- uy det (Ml, ..., Di, ..., 11) 
rs] 
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en particular: si se quiere conservar el valor de un determinante reempla- 
zando una línea por una combinación lineal de líneas paralelas es necesario 
que el multiplicador de la línea reemplazada sea 1. 

5. Finalmente un determinante es nulo si y sólo si las columnas (o las 
filas) forman una familia ligada (corolario 2 del teorema 5 del $ 166). 


EJERCICIO 


Si K es un cuerpo de característica diferente de 2, el determinante de toda matriz 
antisimétrica de orden impar es nulo. 


169. Determinante del producto de dos matrices. Aplicaciones 


a) Determinante del producto de dos matrices 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre K referido a una base 
(a) (1 <i<m), consideremos dos endomorfismos f y g de E y pongamos 


A=Mff, (a)  B= Mg, (a;)). 
Consideremos la aplicación de E" en K 
(Ep a0r Xir 00. Xp) > det) (8(x1), +0, 8(Xi), «00» 8(x%0)) 


es n-lineal; por otra parte, es alternada, pues x;= x, implica g(x;)= g(x;). 
En consecuencia, esta aplicación es una forma n-lineal alternada definida 
sobre E”, 

Por otra parte, podemos tomar como base del espacio vectorial de las 
formas n-lineales alternadas definidas sobre E", d = det, que es no nulo, 
puesto que día, ..., a,)= 1, luego (8 166, teorema 5) 


(D) det, [8(u), -.., 8%), ..+ 8(%)] =2 det, (Xp 000, Yo 009 Xp) 


fórmula que es válida cualquiera que sea el elemento (xj, ..., Xp ..., Xy) de 
E"; dicho de otro modo, ) no depende de (Xi, ..., Xi ..., X»), Sino única» 
mente de g. 

Tendremos tomando x,=4, (l<i<m) 


(Q) det, [g(a;), ..., gla), ..., gla,)] = 2% det, (41, ..., Gi »00, 0) = he 
Tomemos ahora x,= f(a;), (1 <i< mn); tendremos 
6) det., [(80f) (as), ..., (g0f)(a), ..., (g0f) (a,)] 


=2% det., [/(a), ..., (a), ..., f(a,] 
de donde 


(4) det [(gof)(a;), ..., (gof)(a), ..., (gof)(a,)] 
= det [g(a;), ..., g(a,)] det [f(a,), ..., f(a,)] 


de donde finalmente según la fórmula (2) del $ 167, b) 
det, Mígof, (a;)) = det,,, M(g, (a,)) det,,, M(f, (a;)), 


396 DETERMINANTES [Cap. 9 


es decir, 
det (BA) = det B det A. 


Como K es conmutativo y como det 'A = det A tenemos 
det (BA) = det (AB) = det ('BA) = det (A'B) = det (B'A) 
= det ('AB) = det ('B'A) = det ('A'B). 


EJERCICIO 


1. A= (aj) es una matriz cuadrada de orden n tal para todo ¡y todo /' de [1, n] 


se tenga 
” 


> ajaf = 87 


j=l 
siendo 8i' el símbolo de KronEckER, demostrar que det (A?) = 1. 


b) Caso de dos matrices inversas 


Si A es inversible, existe A”! tal que 
AA7!= AA =I, 
de donde 
det A . det (A-1) =1 


luego si A es inversible, det A 0 y los escalares det A y det (A-!) son 
inversos en K. Recíprocamente sea A una matriz cuadrada de orden n tal 
que det A 0, se puede considerar A como la matriz asociada a un endo- 
morfismo f de un espacio E respecto a una base (a) (1 <i< nm), luego ($ 167, 
b), fórmula (2)) 


det A = det(, [fa;), ..., f(a), ..., fla)] 0 


los n vectores f(a;) son, pues, linealmente independientes, luego dim f(E) = nm; 
f es suprayectiva y, en consecuencia, un automorfismo de E (8 143) y A = Mff) 
es inversible (8 158, c), de donde reuniendo todos estos resultados: 


TEOREMA 6.—Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n 
sobre K, y (aj) una base de E, las propiedades siguientes son equivalentes: 
Í es inyectiva. 
Í es suprayectiva. 
Í es un automorfismo de E (o un operador lineal regular). 
A =M(f, (a) es inversible. 
det AX0. 


e PU 


Hemos visto que si la familia (x) (1 <i<m) es ligada, el determinante 
de estos n vectores es nulo; considerando el endomorfismo f definido por 
f(a) = x;, tenemos las dos proposiciones (contrapuestas una de la otra, luego 
equivalentes; ver $ 2) 

det, (Xp 00, Yo +++ 40) 4 0> (xi) es una familia libre 
det) io 00) Eo +0» An) =0> (xi) es una familia ligada. 


Habíamos ya obtenido estos resultados (8 168, b), propiedad 5). 
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c) Determinantes de dos matrices semejantes. Determinante de un endo- 
morfismo 


Sea A y B dos matrices cuadradas semejantes de orden n (8 161, c), existe 
una matriz cuadrada inversible P tal que 
B=P-AP 
de donde 
det B = (det P-!) (det A) (det P) = (det P)”! (det P) (det A) = det A 
ya que el cuerpo K es conmutativo, de donde: 


TEOREMA. — Todas las matrices cuadradas semejantes sobre un cuerpo K conmutativo 
tienen el mismo determinante. 


Sea f un endomorfismo de E, las matrices asociadas a f en dos bases 
cualesquiera de E son semejantes ($8 161, c), de donde: 


COROLARIO Y DEFINICIÓN. —Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K, det M(/, (a;)), tiene un valor independiente de la base escogida (a); 


se dice que este determinante es el determinante del endomorfismo f y se le representa 
por det (f). 


Se tiene, en consecuencia, 
det (g0f) = (det g) (det f). 
EJERCICIO 


2. ¿Qué se puede decir de la aplicación f—>det (f) de £x(E) en K, o de GL,(K) 
en K? 


170. Desarrollo de un determinante con relación a los elementos de una 
columna (o de una fila) 


a) Adjuntos y menores 


Desipnenios POL Xi +.) Xn los vectores columnas de la matriz de 
orden n, A= (al), la aplicación f= det. (Xt «o Xicto «y Xisda «.«s Xan) de E 
en K definida por 


xi >[(xi) = det (Xp...) Xi ++» Xn) = det (ai) 


es lineal; es, pues, una forma lineal definida sobre E, y existen los escalares 
dro Bro. Bi tales que 


0 der A= DP Bjal= Biol + + Bal + Bha 
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estos escalares Bj (1 <j<m) sólo dependen de la forma f, es decir, de 
Xb ++» Xico Xisb +" Xn3 no dependen de x; y, en consecuencia, tampoco de 


Misas Ol De 


Consideremos en det A, la suma de los términos conteniendo al, es decir, 
los términos de la forma elpJazY ... ar ... ar” con p(i)=j; si fijamos 
j su suma es 


Biaj= > TO) 


PES», Mi)=i 


puesto que Bj no depende de x;, la fórmula precedente es verdadera cualquiera 
que sea x, podemos suponer a! + 0, de donde 


i= 1 iD! 0 
Bi= > elprao ... atrae... aro 


»eSn.ni)=i 


p(i) = j, situado debajo de Y, recuerda que, siendo p una permutación de 
[1, n], cada uno de los índices superiores p(1), ..., pi— 1), pi +1), ... p(m 
pertenecen a [1, n] — (5). 

Según la regla de dualidad se puede también desarrollar det A respecto 
a los elementos de la fila j tendremos 


” 
(5) det a= DD rid= va) + otyal+... + yl. 
il 


La suma de los términos del determinante conteniendo al es evidente- 
mente la misma en los dos desarrollos (1) y (1), luego fB/= y!; este coefi- 
ciente Bi de al, en el desarrollo de det A respecto a los elementos de la 
columna ¿o de la fila j, se llama el adjunto de al (observar el lugar de los 
índices en aj y su adjunto fj). 

Cálculo del adjunto fi de a!.— Calculemos primero f!: se tiene 


a= DD). a... 


PES», p(1)=1 


pero hay una biyección entre la parte de S, descrita por p tal que. p(1) = 1 
y Sh: si p” es un elemento de $, , operando sobre (2, ..., 1), tal que 
p)=p() Q<i<nm), los conjuntos ordenados (1, p(2), ..., p(n)) y 
(p'(2), ..., p'(n)] presentan el mismo número de inversiones, de donde con 
las notaciones precedentes 


e(p) = e(p”) 


=D e ... 270... ago 
p'ESni 
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con p(i)e [2, n]. f! es, pues, el determinante de la matriz A! obtenida supri- 
miendo en A la primera fila y la primera columna ($ 154, a), luego 


8! = det (A). 


Para calcular fi mediante ¿—1 transposiciones de columnas consecutivas 
y ¡—1 transposiciones de filas consecutivas, llevemos la columna ¿ al primer 
lugar y la fila j al primer lugar con ello obtenemos una matriz A'= (a), 
donde «aj! = al; consideremos Af! es la matriz Aj obtenida suprimiendo en 
A la ¿-ésima columna y ¡-ésima fila, el adjunto f¡! de aj! es tal que 


8! =det A” = det A' 


pero como 
det A = (— 1)1++1 det A=(— 1)* det A 
tendremos 
0) B)= DB =D det Aj 


(ATENCIÓN: En (—1)*, ¿+j es un exponente.)' 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En el desarrollo respecto a los elementos de una columna 
o de una línea del determinante de la matriz A= (al), el coeficiente Bi de al, llamado 
adjunto de aj, es igual a (—1)+i det Al, siendo Aj la matriz obtenida suprimiendo en 
A la columna i y la fila j. El det Aj se llama el menor asociado al elemento a. 


ATENCIÓN: No confundir menor y adjunto asociado a al. 
Para los elementos de la diagonal principal (— 1*'= 1, luego fí = det A!. 


b) Aplicación al cálculo de los determinantes 


1. La fórmula (1) o (1') conduce el cálculo de un determinante de orden n 
al cálculo de un determinante de orden 1—1, luego en definitiva al cálculo 
de determinantes de orden 3 o 2; por ejemplo, 


ala 
[a ya 


la 2 pl 1 
¡24 A =ad (481 210 8 +4 a a 
E Na a 113 1d a 
ada , ' 
1 2 31 
OBSERVACION 


Antes de hacer estos desarrollos respecto a una columna (o una fila) es conveniente 
hacer aparecer los ceros reemplazando una columna (o una fila) por una combinación 
lineal de las columnas (o las filas), el multiplicador en la línea reemplazada es igual a 1 
($ 168, b, propiedad 4). 

2. Siendo A la matriz (a!) cuadrada de orden n, desarrollando el deter- 
minante siguiente con relación a la última columna se ve que cualesquiera 
que sean los escalares A; (l<1i<m) 
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Oña is a d00e 100] 
A 
la matriz cuyo determinante ha sido escrito por la izquierda ha sido obtenido 
“orlando” A con una (n + 1)-ésima columna y una (n + 1)-ésima fila. 
De una manera más general por inducción tendremos 


9 cae Mis .. 0 

l. 

sas e 0 y 

y pu 1 ] = det A. 
p : 1.0 


Messe Mi e MA 1 


Todos los elementos de las columnas (n +1) a p (p>n) situadas encima 
de 1 de la diagonal principal son nulos, mientras que los elementos de las 
líneas (n + 1) a p situados a la izquierda de los de la diagonal principal son 
cualesquiera. De donde: Todo escalar igual a un determinante de orden n 
puede escribirse en la forma de un determinante de orden p>n. 

Esta observación permite escribir el producto de dos determinantes de 
Órdenes respectivos n y %ñ' bajo la forma de un determinante de orden 
sup (n, 1). 

3. Sea A una matriz triangular, si A es triangular superior, 'A es tri- 
angular inferior, como det A=det 'A podemos suponer A triangular su- 
perior, desarrollando A con relación a la primera columna obtenemos 


al 0 e A al la e 

O is o o: PA | 

o 0 E los >| 

det A= ' oo l=a lt. | 
a a 0.0 a 

0.0 10) an 0 0% a 


y por inducción 
det A=a] 0... aj, 


TEOREMA. — El determinante de una matriz triangular A es igual al producto de los 
elementos diagonales de A. 
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171. Determinantes cuyos elementos pertenecen a un anillo 


Sea E un conjunto provisto de una adición y de una multiplicación y 
M= (aj) una matriz cuadrada de orden n con elementos en E (ver 8 159), 
pondremos por definición 


wm det M= det (a) =D elpJaz'... ao. 


PESA 


Esta definición formal, como la de las operaciones de las matrices con 
elementos en E (8 159), no tendrá interés más que si ciertas propiedades 
y métodos de cálculo relativos a los determinantes de elementos en un cuerpo 
conmutativo se aplican a los determinantes que acabamos de definir. 

Este será siempre el caso si E=A es un anillo íntegro; en efecto, este 
último puede siempre estar considerado como un subanillo de un cuerpo de 
fracciones: todas las propiedades relativas a las sumas, sustracciones, multi- 
plicaciones permanecen válidas: las enunciadas en los $8 168, 169 y 170, 
excepto naturalmente las relativas a la inversión de M (ver $ 173, obser- 
vación 2). 

Análogamente si E=A es un anillo conmutativo unitario, si los cálculos 
no hacen intervenir la división en A (salvo para los elementos inversibles 
de A): es suficiente sustituir la noción de espacio vectorial sobre K por 
la de A-módulo libre de tipo finito (ver $ 159 y capítulo 7, ej. 179). 


HI. Primeras aplicaciones de los determinantes 


Una de las aplicaciones más importantes de los determinantes es el cálculo 
efectivo de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, la daremos 
en el capítulo siguiente. Estudiamos aquí tres aplicaciones relativas a los 
espacios vectoriales y a las matrices. 


172. Orientación de un espacio vectorial real de dimensión finita 


En todo este párrafo, entendemos por base de E, de dimensión n sobre R, 
un n-étuple de E" formado de vectores linealmente independientes y no una 
simple parte (4, ..., 4,) formada por n vectores linealmente independientes 
de E. 

Consideremos dos bases (a;) y (b;j) de un espacio vectorial de E de dimen- 
sión n sobre R, consideremos la relación entre (a) y (b;) definida por 


det ¿ay (Dyo0<<1 B, >0 


vamos a demostrar que es una relación de equivalencia definida sobre el con- 
junto de las bases de E. 
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Es reflexiva, pues por definición 
deta, (4, ..., 4,)= 1>0, 


Es simétrico, pues siendo P la matriz de paso de la base (a;) a la base (b;) 
tenemos (8 160) 
P = Míidz, (b;), (a),  P-*= Mí(idz, (a), (b;)) 
luego 
det P = det, (Dj, ..., D,) det P-"= det, (4, ..., 4,). 


La relación det P det P-!=1 muestra bien que estos dos determinantes 
son estrictamente positivos simultáneamente. 
Finalmente es transitiva: sean tres bases (a;), (bj), (ci) de E tendremos 
(8 157, a) 
Mide, (cx), (a;)) = M(idg, (cx), (bj) M(idg, (b;), (a,)) 
de donde 


det, (Cy -0., €.) = det (Cy, «..1 C7) det) (Dj, ..-, Dr) 
en consecuencia, si los dos determinantes del segundo miembro son estricta- 


mente positivos, lo es también el determinante del primer miembro: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — Dadas dos bases (aj) y (bj) de un espacio vectorial E de 
dimensión n sobre R la relación entre estas bases definida por 


det ¿(B,, -- B,)>0 


es una relación de equivalencia. Se dice que las bases (aj) y (b;) que verifican esta 
relación tienen la misma orientación, 


Escogida una base B, de E, vemos que esta relación define una partición 
del conjunto de las bases de E en dos clases: 

—Las bases B que tienen la misma orientación que Bp. 

—Las bases B' que tienen la orientación opuesta a la de B, (es decir, 
tal que el determinante de las coordenadas de los vectores de B' con relación 
a B, es estrictamente negativo). 

Escoger una de estas clases es por definición orientar el espacio E: todas 
las bases que pertenecen a esta clase se llaman directas o positivamente orien- 
tadas, las bases pertenecientes a la otra clase se llaman inversas o negativa- 
mente orientadas. 


Para orientar el espacio en general se escoge una base (a) y se califica 
de directas las bases que tienen la misma orientación. 


OBSERVACIONES 


1. Repitamos que por base B entendemos un n-étuple (a, a,) de E” y no una 
parte (a,, ..., 4,) de E, así las dos bases (4, ..., 4,) Y (Qp(1)» -0-» Gp(n) son de la misma 
orientación si y sólo si la permutación p es par. 
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2. En R* existe una base canónica (€, ..., €,) es natural admitir que es directa. 
Pero en un espacio vectorial E de dimensión n sobre R no hay en general ninguna base 
en que la elección se imponga de manera natural respecto a las demás. En consecuencia, 
la elección de una base calificada de directa es arbitraria. 

Por otra parte, la elección de bases directas en el espacio «concreto» (de dos o tres 
dimensiones) mediante la ayuda de nociones de derecha y de izquierda procede de la 
Física y no de las Matemáticas. Por ejemplo, veremos que los polinomios de grado 
inferior o igual a 1 de coeficientes reales describen un espacio vectorial de dimensión 2 
sobre R ($ 187) del que una base es, por ejemplo, a, =x—1, 4,=x-+ 1; decir que 
a, está a la izquierda de a, no tiene ningún sentido. 


173. Cálculo de la inversa A”! de una matriz cuadrada A inversible 


Sea A = (a) un elemento de M,(K); designemos por Xi, Xz Xp SUS 
vectores columnas y por fi el adjunto de aj en el desarrollo de det A. 


Consideremos la suma 


: 
v= Biol. =Bial +... + Plal. + o. + Bla. 
E 


Si ¿=+1' según la igualdad (1) del $ 170, y; = det A. 

Si ix 1” siempre según la misma fórmula y, es el desarrollo de un deter- 
minante de orden » con relación a la columna de número ¿, siendo la columna 
de índice ki igual a x; y la columna de índice ¿ igual a x;: este deter- 
nante tiene, pues, dos columnas idénticas, la de número i' y la de número :, 
y es, en consecuencia, nulo; tendremos entonces (8, símbolo de KRONECKER) 


100) Y fa! = 8. det A 
i=1 
tendríamos razonando igualmente con las líneas de det A 
” 
(2) Biaj' =8' det A. 
> 
Poniendo , . 
B=(B), L=BA=(Y),  M=AB= (pi) 
obtendremos 
(1) Y flat = 8) det A 
k=1 


reemplazando en (1) 1, i, j, respectivamente, por i, j, Kk; igualmente la fórmula 
(2) nos da 


(2) ji= > aífl = 8 det A 


k=1 
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luego 
€) BA=AB=I, (det A) 


siendo K un cuerpo, todo elemento no nulo de K es inversible; volvemos 
a encontrar que A es inversible si y sólo si det A «0 y obtenemos 


(4) A! = [(det A)-!]B. 


En B= (fi), j es el índice de la columna e i el de la fila; si designamos 
por adjunto de A la matriz B'='B, Bf = fi adjunto de al tiene en 'B el 
mismo lugar que aj en A: aquí está el interés de la introducción de la 
matriz adjunta 'B de A, de donde: 


TEOREMA. — La inversa A=! de una matriz inversible A de M,(K) se obtiene multipli- 
cando por (det A)-! la transpuesta de la matriz adjunta de A. 


OBSERVACIONES 


1. Veremos en el capítulo 10 (observación final del $ 176) que la resolución de 
un sistema lineal asociado a A inversible (sistema de CRAMER), proporciona algunas 
veces un cálculo de A-1 más simple que el precedente, 

2. Si K no es un cuerpo conmutativo, sino. un anillo conmutativo unitario, la 
fórmula (3) es también válida (ver $ 171) y tenemos, pues, el resultado siguiente: A, 
matriz cuadrada de elementos en un anillo conmutativo unitario es inversible "si y sólo si 
det A es inversible en el anillo. 


EJERCICIO 
Siendo A un elemento de M,(K), demostrar que 
6) (det A) (det B) = (det A)" 


deducir que si det Ax 0, det B= (det A)"-1 
(Observar que la fórmula (3/) comparada con la fórmula (3) pone en evidencia el 
carácter n-lineal del determinante.) 


174, Determinación del rango de una matriz 


Sea A=(a) (l<i<m, 1<j<mnm) una matriz de tipo (m, n) sobre K, 
su rango r es la dimensión del subespacio de K” engendrado por sus vectores 
columnas xj X2 ...» Xm Con (siendo €, ..., €, la base canónica de K”) 


i=1,2..,m x=) ale. 
i=1 

Hemos visto que si m=m, rg (A)=nm si y sólo si det (A) x 0. 

Vamos a generalizar este resultado asociando el rango de A al orden 
máximo de una matriz cuadrada regular extraída de A. 

Llamaremos menor de la matriz A todo determinante de una matriz 
cuadrada extraída de A. 

Demostremos primero una propiedad preliminar. 
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a) Condición para que un vector pertenezca a un subespacio de E 


Sea Xi X2z ...» Xs S vectores de un espacio vectorial E de dimensión n 
sobre K, expresado en una base 4, ..., Gp 


=D aa, =1,2.. 9. 


Supongamos que la matriz de las coordenadas de estos vectores (que es 
de tipo (s, n)) posee un menor de orden s no nulo. Cambiando si fuera pre- 


ciso la numeración de los vectores a, ..., 4, podemos suponer que 
pa e | 
A=|: > 0. 
lei... as) 


Si s= nm los vectores son independientes. Estudiemos el caso s<m. A todo 
vector x= ala, +... + aa, de E, hagamos corresponder el vector de E defi- 
nido por 

f(x) = 44 +... + 0%. 


La aplicación f es la proyección de E sobre el subespacio E” engendrado 


por dj, ..., 4, paralelamente al subespacio engendrado por 4,45 ..., Gn; f es, 
pues, un endomorfismo de E (ver $ 139, ej. 1), A + 0 implica que los vectores 
f(x0, -..» f(x) son independientes; estos vectores, perteneciendo a E” de di- 
mensión s, determinan una base de E'. Ahora bien, f(x) pertenece a E”; exis- 
ten, pues, escalares MW, ..., A* tales que 

(09) [() = MÍA) +... + ÍA). 

Pero f(x1), ..., f(xs) siendo independientes en E' lo son en E y Xp .., Xs 
lo son igualmente en E (ver 8 133, b); xi, ..., xs independientes engendran 


un subespacio F, de dimensión s, de E. 
Busquemos en qué condiciones un vector x cualquiera de E pertenece a F, 


para esto deberán existir escalares pr, ..., y tales que 
(6)) x= ula +... + px. 
En este caso tendremos 
a) (0 = ulf() +... + uf), 


pero según (1), al ser única la descomposición de un vector sobre una base 
se deberá tener que Ai = y! para todo ¿ de [1, s]. Por otra parte, la igualdad 
(2) es equivalente al sistema (3) (después de sustituir y! por A). 


6) aA=Maz+..+ Vat (k=1, 2, ..., 1). 


Según (1) estas igualdades se verifican para 1 <Xk<s, finalmente x perte- 
necerá al subespacio F engendrado por xi, ..., xs si y sólo si las igualdades 
(3) se verifican para s+1<k=<mn. 
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Para cada valor k de [s +1, n], hagamos corresponder a x el vector 
(4) fdx) = ala, +... + aña, + ata =f(x) + ata, 


y consideremos el determinante A; de los vectores f4x1), ..., fdxs), fíx) con 
relación a la base G,, da ..., 4, 4 del subespacio al que pertenecen 


Ay = det [fix0), -.» fdx), fio] 
= det [filx), ..., fdxs), fx) — Mii) >. —fio)] 


según (4) y (1) 


Als. al 0 | 
= E : - k=s La. aces; Y 
de O «as 0 ( Ñ ) 
a... al .atak—Vak .. — Nat 


desarrollando con relación a la última columna el determinante escrito en la 
segunda forma, obtenemos 
Ar=Al(o*— Mar ..—Nal) (k=s+l, ..., 2). 


Luego no siendo A nulo, las igualdades (3) se verifican si y sólo si A; = 0 
para todo k de [s +1, n]. 

Los determinantes Az (escritos en la primera forma) se llaman los deter- 
minantes característicos de x (con relación a los vectores independientes 
f(x), ..., f(x,)). Se obtienen orlando el determinante A de las s primeras 
coordenadas de x, ..., xs por la derecha con las coordenadas del mismo 
número de x y por abajo por las k-ésimas coordenadas de Xi, ..., Xs X;5 
de donde: 


Lema. — Si el determinante A de las s primeras coordenadas de s vectores X,, ..., X; 
de un espacio de dimensión n es no nulo, estos vectores son independientes. Un vector 
x pertenece al subespacio engendrado por X,, ..., X,, si y sólo si sus n—s determinantes 
característicos son nulos. 


b) Determinación del rango de una matriz 


Sea una matriz A = (a/) de tipo (m, n) sobre K, designemos sus vectores 
columnas por X¡, Xz ..:» Xm Pertenecen a un espacio E de dimensión n sobre K. 
Sea s el mayor entero tal que existe un menor de A de orden s no nulo, 


s < inf(m, n). 


Sea A uno de estos menores, según la primera parte del lema precedente 
los vectores cuyas coordenadas pertenecen a A son independientes y engen- 
dran un subespacio F de E de dimensión s; sean (x;) (í perteneciendo a S 
parte de s elementos de M= [1, m]) estos vectores. Cada uno de los m—s 
vectores x; (¡ perteneciendo al complementario de S con relación a M) per- 
tenece a F: en efecto, todas las características de x; son nulas siendo me- 
nores de orden s +1 extraídos de la matriz: entonces el subespacio engen- 
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drado por Xi, X2 ..., Ym es idéntico a F de dimensión s: s es, pues, el rango 
de los vectores (x;) (1 <i <m), es decir, el rango de r de la matriz A es s 
(ver 88 138 y 162, a), de donde: 


TEOREMA. — El rango de una matriz A es igual al orden máximo de un menor no 
nulo extraído de la matriz A. 


OBSERVACION 


El orden máximo de un menor no nulo es evidentemente el mismo para A y 'A; 
hemos demostrado, pues, de un nuevo modo que rg (A) =rg ('A). 


El corolario siguiente resume las propiedades obtenidas en este párrafo, 
y en los $8 143 y 162: 


CoroLARI0. — Dada una aplicación lineal f de un espacio vectorial E en un espacio 
vectorial F, los dos de dimensiones finitas, todos los apartados siguientes son iguales 
(A = M(f)): 

a) dim f(E) =rg (f) = rg (f). 

b) rg (A) =rg (A). 

c) Número máximo de vectores columnas (o de vectores filas) de A, independientes. 

d) Orden máximo de un menor no nulo extraído de A. 


EJERCICIOS 
1. Hallar el rango de las matrices 
2-1 44 E E: A 
3 2-3 17 1-3 1 
5-3 8-10 A 


2. Siendo p, q, r reales, determmar el rango de la matriz 
0 —r q 
r 0 —p 
4 p o 
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Ejercicios 


Salvo indicación contraria, los elementos de los determinantes considerados se toman 
de un cuerpo conmutativo cualquiera. 


232. Demostrar 


0a b 
a 0 c|=2abc. 
bco 
233, Demostrar 
a—=b=ce 2a 2a 
2b b=c—a 2a = (a + b 40). 
| 2c 2c c—a—b 


h L 1 4 0ab cl 
10 e bj aval as = Ed e 
12d0 a e (a + b + 0)(b 4 c—a)(c + a—b)a + b—0). 
h bBbao0 ccao;| 
235, K=R (o K es un cuerpo de característica >* 2). Demostrar que los dos determi- 
nantes 
0 a b Cc 
0 a —a 0 r —q| 
—a 0 —b —r 0 P 


=c q-p 0; 


son los cuadros de los elementos de K. (Generalización: V. ej. 261). 


236. Se pone (K=RoC, P=1) 


E E 
Plx, y 2)=y zx 
E E Y 
a) Demostrar que 
P(x,y 2) =3xy:— (d+ y+ =—(x + y +2) (74 y 4 22—y2—2X —XY) 


=— (a+ y +20 + y + joe + By +2). 


(Generalización: V. Ej. 259). 
b) Siendo (x,y,z) y (x”,y”,z') dos elementos dados de K3 demostrar que existe 
(x”, y”, 2") de K3 tal que 


P(x, y, 2) Pr, y”,2%) = P(x”, 97,21"). 
237, K=R se pone 
| yo t 
e x—to oz 
P(x,y,2, 1) = £ Xx —y 
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238. 


239. 


240. 


241. 


242, 


a) Demostrar que P(x,y,z,1) =(2 494244 
b) Siendo (x,y,z,1) y (x',y”,z",1') dos elementos dados de R* demostrar que 
existe (x”, y”,z”,t”) de R* tal que 


P(x, y, 2,1) P(x", y”,2",8') = P(x”,y",2",4"), 


Deducir tina propiedad de los enteros productos de dos sumas de 4 cuadros. 


K=R. Demostrar la relación 
(24 y) (024 y) = (xx + yy? + (xy — yx? 
calculando 
x —y | * yl 
yy E] =y «el 
a, b, c son reales, se pone a+b+c=2p demostrar 
| 1 cos Cc cosa 
cos € á cos b|=4 sen p sen (p—a) sen (p—b) sen (p—c). 
cos b cosa 1 | 
a, b, c son reales, demostrar 
1 sena cosa 
| lA ooh (b—c) + sen (c—a) + sen (a— b) 
ll sene cose =—4 sen Pa sen 2 
k 2 2 
a, b, c son reales, demostrar 
1 1 1 1 
¡E 1 cose cosbl__ 4 sepa 2 gogo Y pepa E, 
l cosc 1 cos a| 2 2 2 
|l cosb cosa 1 
Calcular 
1234 
234 Y 
[3 € 3 6] 
4567 


Más generalmente, demostrar que si en un determinante de orden n se tiene 
G=128.,1m aj=d+r d,=d +r 


el determinante es nulo (r dado, i, í”, i” son tres índices de columnas distintas 2 a 2). 


En los ejercicios siguientes (243 al 247) se considerará det A, (A = (a))) como un polino- 
nio de n? indeterminadas al y se utilizará las propiedades siguientes (V. $ 195): 

1) [(X, Y, Z, ...) es divisible por X— Y si, y sólo si (X, X, Z, ...) =0. 

2) Si f(X,, ..., X,n) es divisible por X,—X¡(1 <i<j<mnm) entonces f es divisible por 
el producto de estos polinomios (V. $ 195, corolario del teorema 18 y ejercicio 5). 
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143. 


244, 


245. 


246, 


247, 
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Determinante de Vandermonde. Se pone 


14 (Y... (a) 
la (a? .. (a). 


Díap ..., 4) =|* : le 


. sa el 
La, (a... (ay! 
(el índice superior es un exponente, D es de orden n + 1). 

n(n +1) 
a) Demostrar que D es homogéneo de grado total ———. 
b) Demostrar que D es divisible por a¿—a; (i + j). 


€) Deducir de las propiedades precedentes que 


DíA), -.., 2,)= TI (a,—a). 


Osi<i<n 
Calcular 
la ta 
1b abs 
1.6 bp al 
120 dl 
Calcular 
b+c be=1 (04 1)(?+1) 
c+a ca1 (2+1)(24+1)|. 
a+b ab—1 (a24+1)(02+1) 
Calcular 
lb+c c+a a+b 
4d 2+ae a+bl, 
[B40 0404 a+. 
Siendo 4, ..., 4, números reales calcular el determinante cuya fila k (0 < k<mn) es 


1 cos a, cos 24; ... COS MA. 


(Se expresará cos pa, =Pícos a) y se observará que para calcular el determinante 
sólo es necesario conocer el monomio de más alto grado, poniendo cos a, = X, nos 
encontramos con un determinante de 'VANDERMONDE.) 


En los ejercicios siguientes (248 al 252) se hallará una relación de recurrencia entre D,, y 
D,,_, 0 entre D,, D,_¡ Dr 20 


248. 


Calcular 
| % 4 a Oz 
pl e 0 0 0 
O 0 0 
D,=| : 
o 0 0. o 
0 0.0..—1 x 


(D,, =*D,_, + 4): 
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249. 


250. 


251. 


252. 


253. 


254, 


255. 


Calcular D,, de orden n, cuyos elementos son todos iguales a 1 salvo los de la dia: 
gonal principal que son iguales a 1+x. 


Calcular D,, de orden n, cuyos elementos son todos iguales a x excepto los de la 
diagonal principal que son iguales a — 1. 


Calcular D,, de orden n 


pp —x Ds 0 o o 

—x 14% —x. 0 0 0 

Lo0 —x 142. 0 0 0 
D,=| . 

Poo o Mir Ít x 

0 0 0 0 —x 14% 


(Se hallará una relación entre D,, D, ¡ D,,_2 8 continuación habiendo puesto 
A, = D, —D,,_, se hallará una relación entre A, y An_1) 


Calcular D,(n > m—1, C? coeficiente binomial) 


1C A... Cn 

Dd a 

| 
(0. =D...) M1 mas mt +? int 
m= Pm-1)- 
Se pone (n y k enteros naturales) 

qe DE ss | 
2 3 o (M4 DA 
Dín, k)= + | 


ño (De. En— 1) | 


a) Calcúlar D(n, 1) para n= 1, 2, 3 (V. ej. 242). 
b) Demostrar que D(n, 2) es nulo para n> 3. 
€) Demostrar que D(h, k) es nulo para n>k+ 1. 


Si (a) y (b,) son dos familias de elementos de K(1 <k<mn) calcular el determi- 
nante D, cuya k-ésima fila es 


A 


donde a, + b, está sobre la diagonal principal. 
(Calcular una relación entre D, y D,,_¡) 


Si (ay) y (b,) son dos familias de elementos de K(1<k< mn) tales que para todo 
(i, ) de [1, n]?, a, + b,>.0, calcular el determinante 


D, = de [ , 
a; + b; 
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257. 


258*. 
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”oa 
(Se pondrá P = II II (a; + b;), demuéstrese que D,A es nulo si ¡”+ i, a,=a, y 
i=l j=1 
PAjb¡= bj, y se aplicará la observación precedente al ejercicio 243.) 
Siendo (r¡) una familia de n elementos de K se pone 
Kx) = (1,2) (1,2) ... (1.—Xx) 

y se llama D el determinante cuya k-ésima fila es 

bb... bra... a 
con r, sobre la diagonal principal y a + b. Demostrar que 

D = [af(b) — bf(a)] (b —a)-1 

(restando la última fila de todas las demás se demostrará que 

D = [(a) + 4D, 
se demostrará en seguida que D = f(b) + bD, y que D, = D)). 
Sea A(t) una matriz de orden n cuyos elementos son «/(t), las n? funciones af son 


funciones reales derivables de la variable real f; de designa por C;(t) los n vectores 
columnas de A(t) y se escribe 


14) = det A(t) = det (C¡(1), ..., Crkt)). 


a) Demostrar 


” 
10 => det (C,(t), ...» C,_,(0), Cg(0), Cy, (1), +...» C,(1)) 
k=l 
b) En el ejercicio 249 se pone f(x) = D,, (x real) calcular f'(x), deducir D,, de ella. 
Se tiene (ww = cos 27/n + i sen 27/n, 4 =cos 1/n+i sen r/n y se considera la 
la matriz cuadrada X de orden n cuyo elemento general es 
Xp =W0-DG-D (1<p<n 1<q<n) 


y se pone D = det X. 

(MD) 
a) Calcular X?y mostrar que D?Z=(-1) 2 mn 
¿En qué caso D es real? 
b) Probar que 


»=[] «e» = [Mes ][ 21 sen E T ] 


donde los productos se obtienen al variar k y l en 1<k<I<n—1; 


ce) Demostrar que 
[1D] =[I» sen E a mun, 
n 
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259*, 


260. 


se pone 


P =]].+** 


donde los productos están extendidos a 1<k<I<n-— 1 pruébese que 


(1) Gn-2 
P=i 2 
deducir el valor de D. 
Determinantes circulantes. 
Si dp 4, ..., 4,_, Son n números complejos se considera las matrices 


ly Aj... O] 
A Wi 
M=| : ; Y =MX, Z=XMX 


donde X es la matriz definida en el ejercicio precedente. 
Se pone (p índice de fila, g de columna) 


M= (my). X= (Xp) Y=0p)  2= pp: 


a) Demostrar que 


n-1 
Ya = u-0-00-0 y cok-Da, 
k=0 
n-1 
pr: 2, =0, tp =D 00d, 
1=0 


(Si h es un entero se preferirá representar por (h) el entero natural verificado 


(h) = h (mod n)  o<(h=<n—1 
así Mp = Ap+q-2)) 
b) Calcular det Z, de ello deducir 


n-1 
(m-: ¡(EDOEN' 1 
Jak 
det M=(=1 2% Se. ee 
h=0 | x=o 
(utilizar el valor de det X?, ej. 258). 


€) Desarrollar la fórmula obtenida para n= 2, 3, 4. 


Si A = (al) es una matriz de orden n, se designa por Bi el adjunto de a. Se propone 
generalizar la fórmula obtenida en el ejercicio del $ 173. Se escribe D = det A, k es 
un entero O0<k<n, 
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262. 


263. 


264*. 
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a) Demostrar la relación siguiente 


al... al :al ... al 
Si o 
A A 
a 
e (o) DI; 


Br Br Br 8 
(Utilizar las relaciones (1) y (2) del $ 173); 
b) Deducir de la relación precedente que, si D 0, se tiene 
[Brno 83 0% + 9, 
> e = prat: 5 
a > E 
¡Bs + Bs [e] e o 
Se supone K=R (o K cuerpo conmutativo de característica 2) y se considera 
el determinante D,,, de una matriz antisimétrica de orden par. Demostrar que Dj 


es el cuadrado de un elemento de.K. 
(Razonar por recurrencia, siendo el resultado verdadero para 2m= 2; utilizar el 


ejercicio precedente con n= 2m, k=2m>—2, y el ejercicio del $ 168.) 


Se considera la matriz B, matriz de cuatro bloques, A y A” son dos matrices cua- 
dradas de orden respectivo n y n” 


(8%) 


det B = (det A) (det A”). 


(Se pondrá A = (0%), A'= (a), B=(B)) y se demostrará que entre los términos 
de det B 


demostrar que 


E Ban 
sólo se consideran los términos correspondientes a la permutación p que verifica o bien 


p()e(1, 2, ..., 1), parai=1,2,..., n, o bien p(n+1)e(n41,n+2, ..., 1401), 
para i'=1, 2, ..., nm”, mientras que todos lo sdemás son nulos.) 


Tenemos la matriz cuadrada A = (A) de orden n en que para ¡<j la matriz Al 
es nula y para ¡=1,2,..., n Ai es una matriz cuadrada. 
Demostrar .por recurrencia utilizando el ejercicio precedente que 


det A = (det Al) (det AZ)... (det AM. 


Se designa respectivamente por 1 y por J las partes ([i,, ..., im), [ip ..<» im) de 
m elementos de [1, n] (m < n) suponiendo 
1=14<k..<l Sn 15) |<h. <=. 


EJERCICIOS 415 


y por 1” y J' los complementarios respectivos de 1 y J en relación a [1, n], estando 
los elementos de estos complementarios colocados en el orden natural. 

Si A es una matriz cuadrada de orden n, A= (a) se pone D = det A y se designa 
por D! el determinante de la submatriz de A obtenida suprimiendo en A las colum- 
nas de índice ¡e 1” y de índice je)”. 

Se pone, en fin 


Si = DS elpJagO ... 00, 
PES» 
¡eLn(DeJ 
a) Se toma I=(1, 2, ..., m), demostrar que 
S|= Dr; 

(utilizar el procedimiento del ejercicio 262); 
b) 1 y J son dos partes cualesquiera de [1, 1] con m elementos, demostrar que 

s = (— 1)4+..+tim+th+. -+imDIDJ 
(utilizar un procedimiento análogo al del $ 170 para calcular el adjunto B; de as): 
€) Dejando I=(i, ..., i,,) fijo, se supone que J describe el conjunto J de las 
partes de m elementos de [1, n] (supuesto escritas en el orden natural), demostrar 
la fórmula de LAPLACE). 
(1 D=(-4+ +) — 1)i1+ ++ imDIDJ:. 

JEJ 

Hallar una fórmula (2) análoga a (1) dejando J fijo y 1 variable. 


d) Demostrar que si I es fijo y si K es una parte de [1, mn] de m elementos dis- 
tinta de 1” se tiene 


(1 Fen- +MDIDI = 0. 


JJ 


Calcular los determinantes siguientes con la regla de LapLace (V. ejercicio precedente). 


265. 


266. 


0 a b Cc 
—a 0 r —q 
|—b —r 0 Pp (tomar m = 2). 
=c 9 —Pp 0 


lz —pt x Py (tomar m = 2). 


En los ejercicios siguientes (267 al 272) se podrá o bien utilizar el método del 8: 173, 
o bien considerar a A como asociada a f (las columnas de A siendo fla)=b,(1<i<n) 
se buscará expresar a, mediante b,, ..., b,). 


267. Siendo t real hallar la inversa de 


cos t —sen f cht sht pi 
sen t cos f sht cht chi sht 
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268. 


269. 


270. 


271. 


272. 


273, 


274, 


275, 


276. 


Hallar las inversas de las matrices 


—1 22 —1 
1 —2 1 4]. 
1 3 Y 0 


Hallar las inversas de las matrices (2=—1;P=1,jx1) 


=3 2 
20 
=1 2 


1 1 


0 ¡iy 2 —iy2 


1 —1 


1 


—1 
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A 1 


pl 


a 


P 


¡ 


Hallar la inversa de la matriz A = (a/) de orden n tal que 


ij 


Invertir las matrices A, siguientes (orden n) cuando sean inversibles 


110 A 
aj=lo 11 a=[9 11 
100 


1.0 4 


ol = 1; 
4 


=--oo 


i<j d=0 


i 1 
0 1 
0.0 
10 


O... 
1... 


Os 
D.. 


0 
0 
1 


0 


oo 
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Invertir una matriz triangular de orden n en la que todos los elementos diago- 


nales son inversibles. 


Tenemos la siguiente matriz de elementos en A = Z/nZ 


i 
2 
i 


o: m. 


2 


3 
i 
i 


Es inversible en M,(A), a) para n= 5, b) para n=9. 


Hallar el rango de las matrices siguientes: 


1 133 
0 422 
2 -240 
3 —-1 71 


¿Cuál es el rango de la matriz definida en el ejercicio n.? 237 
a) Cuando K=R, b) cuando K =C? 


—2 
0 
1 
3 


¿Cuál es el rango de la matriz A, del ejercicio m.? 271? 


10 
ECUACIONES LINEALES 


Las distintas partes de este capítulo hubieran podido situarse después de algunos 
párrafos de los capítulos 7, 8 y 9 de los que son aplicaciones directas. Hemos pensado, 
dado la importancia teórica y práctica de las ecuaciones lineales, que sería útil para el 
lector encontrar agrupadas en el mismo capítulo las definiciones y los resultados relativos 
a estas ecuaciones. 


Salvo indicación contraria, las matrices y los determinantes considerados en este 
capitulo tienen sus elementos en un cuerpo conmutativo K. 


175. Definición y propiedades generales 


a) Ecuación lineal 


Dados dos espacios vectoriales E y F sobre el mismo cuerpo conmutativo 
K, a toda aplicación lineal f de E en F y a todo elemento b de F se puede 
asociar una ecuación ($ 14, b) 


(1) [() =b 


llamada ecuación lineal: b se llama el segundo miembro, si b=0, la ecuación 
f(x) = 0 se llama ecuación lineal y homogénea asociada a la ecuación lineal (1). 

Resolver (1) es hallar todos los elementos x de f-(b) c E, llamados solu- 
ciones de la ecuación (1). Si f-(b) = Y se dice que la ecuación (1) es im- 
posible. Las soluciones de f(x) = 0 son los elementos de Ker f; ahora bien, el 
núcleo de f contiene siempre 0, luego una ecuación lineal y homogénea no 
es nunca imposible, admite siempre la solución x = 0, llamada solución trivial. 

La discusión presentada en el $ 14, b) es válida para la ecuación lineal 
f(x) =b (como para toda ecuación asociada a una aplicación cualquiera). Pero 
la linealidad proporciona resultados más precisos: 

Sea xy una solución particular de (1), se tiene f(xo) =b, de donde 
f(x — xo) =,0; luego z=x— xp es una solución de f(x) = 0; recíprocamente, 
f(2) = 0 implica f(xo + 2) = f(x) + Í(2) = b, luego: 


TEOREMA 1.—Si x, es una solución de la ecuación lineal f(x) =b, el conjunto de 
las soluciones de esta ecuación está constituido por los elementos x¿+ z, donde z des- 
cribe Ker f. 
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Teniendo en cuenta los resultados de la discusión recordada anteriormente 
y las propiedades de f ($ 140, corolario del teorema 2) se obtiene: 


CoroLaRIo. — Para la ecuación lincal f(x) =b, las propiedades siguientes son equi- 
valentes: 

1. f es inyectivo. 

2. Ker f=(0). 

3. La ecuación f(x) =b tiene a lo sumo una solución para todo b. 

4. La ecuación f(x) =0 sólo tiene la solución trivial. 


Para resolver una ecuación lineal es suficiente, pues, encontrar el núcleo 
de f y una solución particular xo. 


OBSERVACION 


La linealidad de f implica el resultado siguiente: si b=b,+...+b,+...+b, y si 
x, es una solución de f(x)=b, (1<¡<M), Xx, +-...+X¡+...+x, es una solución 
de f(x) =b. 


b) Sistema de ecuaciones lineales 


Sea E un espacio vectorial sobre K, (F;) una familia finita de espacios 
vectoriales sobre K, cuyos índices son 1= [1, 1], y para todo ¿ de I, una 
aplicación lineal f, de E en F,, toda familia de ecuaciones lineales 


(S) (=1, 2...)  f()=b,  (b;eF) 
se llama sistema de ecuaciones lineales. 


Todo sistema de ecuaciones lineales es equivalente a una sola ecuación 
lineal: sea F el espacio vectorial producto F, Xx F,X... X F,, pongamos 
b=(b, db, ..., b,)€F y para todo x de E 


1(x) = [fiG0, (0), ..., fi] EF 


f es una aplicación lineal de E en F tal que f¡= prof; se ve inmediatamente 
que el sistema (S) es equivalente a la única ecuación lineal 


(E) f(x) =b. 


Un caso particularmente importante es aquel en que F, = F.=X: 
f, es entonces una forma lineal definida sobre E, la designaremos 1*! para 
recordar que es un elemento del dual E* de E; b es un elemento de K”, lo 
designaremos b= (bl, ..., bi, ..., b”), donde bi es entonces la ¿-ésima coorde- 
nada de b (respecto a la base canónica de K”). 

El sistema (S) se escribe entonces (ver 8 149) 


=12.,29)  (x, 1)=b' 


se dice que cada una de estas ecuaciones es una ecuación escalar y que (S) 
es un sistema escalar. Es lo mismo estudiar un sistema de n ecuaciones esca- 
lares o una ecuación única f(x) =b: se preferirá en general la ecuación única 
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en los estudios teóricos (existencia y unicidad de las soluciones, por ejemplo) 
y el sistema escalar en la determinación efectiva de las soluciones. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. E=F=K, ax=b. 

az0 solución única x= a-lb. 

a=0, b0 ninguna solución. 

a=0, b=0 todo x de K es solución. 


Resolver 7i= 4, en K=Z/11Z. 
2. Si E=F=K% ax+by=c, a4x4+by=C". 
La discusión y la resolución es la misma que en R. 


Resolver 3+ + 7 = 3, 2i + 6) =1 en K= Z/13Z. 


Discutir 3¿4+7)=8, 2¿+dy=b en K=2Z/13Z. 

3. El resto del capítulo se va a dedicar al estudio de la ecuación f(x)= b, f apli- 
cación lineal de K”" en K”. 

4. Si dy ..., 4, b son n+1 funciones reales dadas de la variable real f y x una 
función real de t, n veces derivable, incógnita, la ecuación 


RO q 1 + 0 =b 


es una ecuación lineal llamada ecuación diferencial lineal de orden n (ver curso de 
Análisis). 


5. Siendo b un número real dado y x una función real continua sobre [0, 1], 
1 
desconocida, fl x() dt = b es una ecuación lineal. 
o 
De una manera más general dada una función real O definida por (t, 0) >0(t, 0), 
continua para 0<1f<1, 0<0:=S1 y una función real b continua sobre [O, 1], la 
ecuación en que la incógnita es una función real x, continua sobre [0O, 1] 


1 
] D(1, 0)x(0) de = b(1) 


0 


es una ecuación lineal. 
El estudio de tales ecuaciones llamadas ecuaciones integrales no se trata en matemá- 
ticas generales. 


176. Sistemas de n ecuaciones de m incógnitas sobre un cuerpo conmutativo K 


a) Definiciones y notaciones 


En el último caso estudiado F es de dimensión finita n sobre K, supon- 
gamos ahora, además, que E sea de dimensión finita mm, luego dim E=m 
y dim F=x. 

Respecto a bases especificadas en E y F 


(60) (f(x) =b 
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será equivalente al sistema 


16) Par =bi G=1,2....m) 
i=l 


que se puede escribir de manera desarrollada 


all +... +alri+... + al" =b! 


) ajxt+... +axrt4 o... + ad1" =bi 


a+... +at+... + ax" =D" 
Recíprocamente todo sistema de esta forma puede ser asociado a una 
y sólo una aplicación lineal f de K” en K” (expresados en sus bases canóni- 
cas) y al elemento b=(b!, ..., b") de K”. 
Poniendo A=(a) (l<i<m, l1<j<m) el sistema (2) puede también 
escribirse 


Y pl 
(2) Alx |=| 5: 
E bn 


Consideremos los vectores filas de A, 1* (1 <¡<m), elemento de (K")* 
(dual del espacio de salida K” de f); dí, ..., 4), ..., dí, son las coordenadas 


de I*i en relación a la base de (K”)*, dual de la base canónica de K”, luego 


Dar = (10) G=1, 2.2) 


i=1 


el sistema (2) puede también escribirse 


(x, 111) =b1 
e”) (a, 1%) =01 
(a, pa) = br 
finalmente considerando los vectores columnas c; (1 <i<m) de: A (elemen- 
tos de K" espacio de llegada de f); al, ..., al, ..., ar son las coordenadas de 


c, respecto a la base canónica de K”, (2) puede también escribirse 
6) Xx +... +x00 +... + x"CmM=b 
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y la resolución de (1) o (2) consiste en escribir efectivamente el vector b 
de K" como combinación lineal de m vectores C;, ..., Ci ...) Cm de K", 

Los escalares xl, ..., xi, ..., x” se llaman las incógnitas del sistema escalar 
(2): se dice entonces que (2') es un sistema de n ecuaciones (escalares) con 
m incógnitas: los elementos del cuerpo conmutativo K, aí y bi se llaman, 
respectivamente, los coeficientes de las incógnitas y los segundos miembros. 

El sistema 


Dax =0 G=1,2....5) 
i=l 


se llama sistema lineal y homogéneo asociado al sistema 


Das => G=1 2.2. 
f=1 

La matriz A se llama matriz del sistema. 

Se llama rango r del sistema (2) el rango de la matriz A (o de la apli- 
cación lineal f): es el rango de los vectores columnas c, y de los vectores 
filas 1%, 

Es también el orden de un menor de A de orden máximo no nulo (ver 
$ 174, b). 

Habiendo elegido un tal menor A de orden r (suponiendo que exista) 
se dice que A es el determinante principal del sistema. Las incógnitas cuyos 
coeficientes figuran (resp. no figuran) en A se llaman incógnitas principales 
(resp. no principales). Las ecuaciones en las que ciertos coeficientes figuran (resp. 
no figuran) en A se llaman ecuaciones principales (resp. no principales). El 
sistema de las ecuaciones principales se llama sistema principal del sistema (2). 

Observemos también que todas estas denominaciones no son intrínsecas, 
sino relativas a la elección del menor A. 

Tenemos, pues, varios medios de estudiar un sistema escalar de n ecuacio- 
nes escalares con m incógnitas escalares: 

— Estudio intrínseco (válido en casos mucho más generales: teorema 1 y 
corolario del $ 175). 

— Estudio con la ayuda de los vectores filas (formas lineales 1*). 

—Estudio con la ayuda de los vectores columnas (vectores c;). 

— Finalmente veremos que el empleo de los determinantes permite resol- 
ver y discutir todo sistema escalar. 


b) Sistemas de Cramer 


Un caso particularmente simple es aquel en que f es un isomorfismo de E 
y de F, luego r=rg f=dim E=dim F=nx; A es entonces una matriz 
cuadrada de orden n y de rango n, y para todo b 


(0) =b=x=/-0) 


de donde utilizando los resultados enunciados en el $ 169, b): 
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TEOREMA 2 Y DEFINICIÓN. —Si E y F son dos espacios de dimensión n sobre un 
cuerpo conmutativo K, f una aplicación lineal de E en F, A = M(f), las propiedades 
siguientes son equivalentes: 

Íf es un isomorfismo. 

18 (f) =rg (A) =n. 

Los vectores columna (c;) y los vectores fila (1*i) de A son independientes. 
A es inversible. 

det A 0. 

Para todo b de F, f(x) =b tiene una única solución. 


Se dice que el sistema 


our un 


i=1 


Na = bi U= Ti E) 


CoroLarIo. — Un sistema escalar de n ecuaciones, con n incógnitas es un sistema 
de Cramer si y sólo si el sistema homogéneo asociado no admite más que la sqlución 
trivial (0, ..., 0, ..., 0). 


es un sistema de Cramer. 


Un caso particularmente sencillo de sistema de CRAMER es el siguiente 
alxl =b! 


aixt +... +ajx! = bi 
en el caso en que para todo i de [1, n] ai 0. En efecto, la matriz A es 
triangular inferior y todos los elementos de la diagonal principal son no nulos, 
luego (8 170, b) 
E... an, 
Se calcula sin ambigiiedad x!, después x?, ..., a continuación x”. A un tal 
sistema le llamaremos sistema de Cramer triangular. 


det A=d]...d.. 


OBSERVACION 
La fórmula (2') del $ 176 da para un sistema de CRAMER 


xl bi 
2 J=AI |: ] 
y bn 


El cálculo efectivo de esta solución por uno de los métodos que vamos a exponer 
en los párrafos siguientes (177 al 179) da 


U=t..m =D NO 


y A-l= (4): este método de calcular A-! es algunas veces más simple que el indicado 
en el 8 173. 
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177. Estudio con ayuda de los vectores columna 


Dados los vectores Ci, ..., Cir ...» Cm y b de K” buscamos los escalares 
Xy... 1... 20” tales que 

(€) XYa+... +10 +... + 2”Cm =b, 

Es necesario primero determinar el rango r de los vectores Cj, ..., Cm) Se 


nos ha enseñado cómo hay que hacerlo en el $ 138 sea r este rango, 
(r < inf (m, n)). 


a) Supongamos m=n=r. El sistema correspondiente es un sistema de 
CRAMER. Apliquemos el procedimiento del $ 138 a los vectores C;, ..., Cm» b; 
ello nos dice que son ligados. Encontramos, pues, una relación de dependen- 
cia que nos dará xl, ..., xl, ..., Xx”. 


EJERCICIO 
1. Sea el sistema (ver $ 138, ej. 2) 
2x— y+4z=— 4 
E +2y-3iz= 17 
5x— Jy + 87 = —10 


los vectores C,, C, cy son, respectivamente, los vectores X,, X,, Xy y b el vector x, tratado 
en el ejemplo citado. Hemos encontrado que C,, C, cz eran independientes, de modo 
que el sistema es un sistema de CRAMER, y 
b=2c, + 4c—Cy 
luego 
x=2y=42=—1. 

b) Supongamos r=n<Xm. No hay ecuaciones no principales, pero hay 
incógnitas no principales; supongamos, mediante un cambio de numeración 
de incógnitas, que las r primeras incógnitas son principales. Demos a las 
m>—n incógnitas no principales valores arbitrarios de K: x"*l, ..., x”, la 
ecuación (3) se escribe 


6) ala +... + 110, =b— (240,41 +... + x"Cm) =D" 


€ Cp...» Cn es una base de K"; Cy, -.., Cm pertenecen a K" igual que b, 
luego b' también pertenece: podremos, en consecuencia, como más arriba, des- 
componer b' sobre C;, ..., C, y calcular efectivamente xl, ..., x", naturalmente 
estos valores dependerán de los escalares arbitrarios x"*!, ..., x"; diremos 
que existe una indeterminación de orden m—n. 
Si A, es la matriz del sistema principal, det A, 0, se tendrá 
m 
b— xa, 


yl k=n+1 


»-3 en 
k=n+l 
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177. Estudio con ayuda de los vectores columna 


Dados los vectores C;, ..., Ci ..» Cm y b de K” buscamos los escalares 
XK, oc. Md... x0” tales que 

(€) da +... +rc +... + "Cn =b. 

Es necesario primero determinar el rango r de los vectores C;j, ..., Cm» Se 


nos ha enseñado cómo hay que hacerlo en el 8 138 sea r este rango, 
(r < inf (m, n)). 


a) Supongamos m=n=r. El sistema correspondiente es un sistema de 
CRAMER. Apliquemos el procedimiento del $ 138 a los vectores C;, ..., Cm b; 
ello nos dice que son ligados. Encontramos, pues, una relación de dependen- 
cia que nos dará xl, ..., xÍ, ..., Xx”. 


EJERCICIO 
1. Sea el sistema (ver $ 138, ej. 2) 


2x— y+4z=— 4 
fu = 17 
5x—3y + 87 =—10 


los vectores C,, C,, Cc, son, respectivamente, los vectores x, Xx), Xz y b el vector x4 tratado 
en el ejemplo citado. Hemos encontrado que C,, C, Cy eran independientes, de modo 
que el sistema es un sistema de CRAMER, y 
b=2c, + 4c,—Cy 
luego 
x=2y=42=—1. 

b) Supongamos r=n<Xm. No hay ecuaciones no principales, pero hay 
incógnitas no principales; supongamos, mediante un cambio de numeración 
de incógnitas, que las r primeras incógnitas son principales. Demos a las 


m—n incógnitas no principales valores arbitrarios de K: xl, ..., x”, la 
ecuación (3) se escribe 

(6) a+. + x= b— (AC +. + PC) = b' 
Ch Cp ...» Ch es una base de K"; Cn;i ..:» Cm Pertenecen a K" igual que b, 
luego b” también pertenece: podremos, en consecuencia, como más arriba, des- 
componer b' sobre C;, ..., Cn Y calcular efectivamente x!, ..., x”, naturalmente 
estos valores dependerán de los escalares arbitrarios x"+*!, ..., x"; diremos 


que existe una indeterminación de orden m—n. 
Si A, es la matriz del sistema principal, det A, > 0, se tendrá 


m 


AA kgl 
b ata 


2] =(Ay" 
xr m 
b— y atar 


k=n+l 
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178. Estudio mediante los vectores filas (formas lineales) 


Consideremos el sistema de n ecuaciones escalares con m incógnitas escrito 
en la forma 


(a, 1) =D! 
q”) (x, 19) =b1 
(x, 141) = bn 


1*i, ..., 1" son formas definidas sobre E = K”. 


Sea r el rango del sistema, luego el rango de estas formas (8 162, a), y 
8 176, a), podemos determinarlo por un procedimiento análogo al del $ 138 
(operando en E*) 


r < inf (m, n). 


a) Sir=n. No hay ecuaciones no principales. Si hay incógnitas no prin- 
cipales (r =n< mm), por un cambio de numeración de las incógnitas podemos 
suponer que éstas son x"t!, ..., x” (siendo x!, x?, ..., x" las incógnitas princi- 
pales); podríamos resolver (2”) como lo hemos hecho en el $ 177, b. Conti- 
nuemos más bien razonando sobre las formas o mejor sobre las ecuaciones: 
en efecto, el procedimiento del $ 138 aplicado en E* consiste en reemplazar en 

” 


el sistema (1*, ..., 1Y, ..., 1%"), 1% por Nu”, y los dos sistemas de formas 


i=l 
tienen el mismo rango si A; 0. Generalicemos este procedimiento a las 
ecuaciones del sistema (2”), si A¡> 0 (2”) es equivalente al sistema de ecua- 
ciones obtenido reemplazando la ecuación 


(x, 141) =bi por E Nun > = > 2bi. 
i=1 i=1 


Por aplicación repetida de este procedimiento obtendremos cambiando 
según la necesidad la numeración de las incógnitas principales en el sistema 
(2””) equivalente a (2”) 
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o a NE 
arta +ade + a anti ai= bb" 


de E A A 


am an nt + a =D" 
para todo j de [1, n], ai 0. 

Es decir, obtenemos con relación a las incógnitas principales un sistema 
de Cramer triangular. Encontramos de nuevo con ello el procedimiento ele- 
mental de resolución de las ecuaciones lineales conocido con el nombre de 
“método de adición”. 

Se da a las incógnitas no principales (si existen) valores x"*!, ..., x” arbi- 
trarios y se calcula sucesivamente x", x"l, ..., xl. 

El sistema tiene, pues, las soluciones con una indeterminación de orden 
m—n. 


EJERCICIOS 


1. Escribiendo para simplificar, f por f(x, y, 2) ... obtenemos sucesivamente los 
sistemas equivalentes 


k: 
2 
h =5x—3y+82=—10 
f = f=2x—y+4=-—4 
f— 28 =—1y + 182 =—46 
H =5—2=y+42=0 


y 
Le =—7y + 187 =—46 
h” =g + 7H" = 462 =—46, 


De donde z=—1, y=4, x=2. 
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2. Resolver 
2x— y+424 t=— 4 
3x + 2y—3z2—5t= 17 
5x— 3y + 82 + 21 = 


b) Si r<n, hay ecuaciones no principales; por un cambio de numeración 
podemos suponer que son las r primeras las que constituyen el sistema prin- 


cipal. Las formas 1*!, ..., 1*r son independientes y existen escalares A tales que 
(4 P=MIM+...+ Mi (G=r+l ..., 2. 
Si el sistema (2) tiene una solución x= (x!, ..., x”) tendremos 
(4) bi=MbW+..+ Mb (G=r+l ..., 5. 


Recíprocamente sea x una solución del sistema principal, está claro que 
si las n—r relaciones (4') se satisfacen x será una solución del sistema (2”), 
de donde: 


TEOREMA 3.— Dado un sistema de n ecuaciones escalares con m incógnitas 


(21) (x, 1*1) = bi GEL Bei 2)) 
las formas I*, ..., Pr siendo independientes y si las formas I*r+l, ..., [*n verifican 
(4 Pi= MIME... 4 MIMO (G=r 41,0... 1) 


toda solución del sistema principal (sistema de las r primeras ecuaciones) es solución 
del sistema (2) si y sólo si 
(45) bi=Mbl +... + Mbr G=r+1,..., 1). 


Las A se obtienen aplicando al sistema de formas (1*) (l<j=<m) el 
método del $ 138 (en E* = (K”)*) obtenemos de una manera muy simple las 
n—r relaciones (4') que se llaman las condiciones de compatibilidad del sis- 
tema considerado. 

Si estas condiciones no se satisfacen el sistema es imposible; si se satis- 
facen, las soluciones del sistema son las del sistema principal: ha sido estu- 
diado más arriba en a), habrá una indeterminación de orden m—r. 


EJERCICIO 
3. Discutir por este método el sistema del ejercicio 2 del $ 177. 


179. Estudio mediante los determinantes 


El rango del sistema es el orden máximo de un menor extraído de la 
matriz A. Modificando eventualmente la numeración de las incógnitas y el 
de las ecuaciones supondremos que 


al... al 
A=|: :|0 
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a) m=n=r. Tenemos un sistema de CRAMER, hay una solución única 
que podemos encontrar del modo siguiente: sean C;, Cz ..., C, los vectores 
columna de la matriz cuadrada A: son independientes. Como b, pertenecen 
a F=K”, la solución x!, ..., x”" es tal que 


6) dao+.. + 00,=b 


de donde utilizando la propiedad 4 del $ 168, b) tenemos 
det (61 .... Cia Di Cigar »««s Cn) =2* det (Ci, :..» Ciza Ct Ci4t «>.» Cn) = 3! det A 
ahora bien, det A x 0; de donde: 


TEOREMA 4.—Un sistema de Cramer de n ecuaciones con n incógnitas tiene por 
solución única 


xi = (det B) (det A)-1 a o A 


donde A es la matriz (al) de los coeficientes de las incógnitas y B, la matriz obtenida 


reemplazando en A el vector columna c, por el vector columma b de los segundos 
miembros. 


b) Si r=n<m, como en el 8 177, b) se da a las incógnitas no princi- 
pales los valores arbitrarios x"*!, ..., x” y se resuelve el sistema que, con 
relación a las incógnitas principales, es un sistema de CRAMER, se obtiene 


m 


sao ...y Cjujo D= > X Cho Cigto «0.» Cn 


de donde desarrollando el determinante numerador respecto a la columna ¿ 
se obtiene los escalares %í, pi tales que 


X= MB pal, et pix (í=1,.2, ..., 1) 


los escalares Ai (l<i<m), así como los escalares pi (n+1<k=<m, 
1 <i<m), no dependen más que de los coeficientes aj pertenecientes a la 
matriz del determinante principal. 


c) Si r<n, hay ecuaciones no principales. 


Ch Ca ...» C, son independientes. Como en el $ 177, c) demos a las incógni- 
tas no principales (si existen) valores arbitrarios x"*!, ..., x”, tendremos 
(€J9] xo +... +0, =b— (xtc, +... + 270.) =b" 


para que b” pertenezca al espacio V engendrado por C;, ..., C, es necesario 
y suficiente que hb pertenezca a V ($ 177, c): hemos tratado este problema 
en el 8 174, siendo el resultado dado por el lema, de donde: 


Teorema 5.—Dado un sistema de n ecuaciones escalares con m incógnitas 


(2) 
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de rango r, siendo independientes los vectores columnas c,, ..., c, de la matriz de los 
coeficientes, toda solución del sistema principal es solución del sistema (2), si y sólo si 
los n—r determinantes característicos de b son nulos. 

Si uno al menos de estos determinantes característicos es no nulo, el sistema es 
imposible. 


EJERCICIOS 


1. Estudiar y resolver eventualmente todos los sistemas propuestos en los ejemplos 
y ejercicios de los $$ 177 y 178. 
2. Sea un sistema de n +1 ecuaciones con n incógnitas 


Dar =» Gi= , 141) 
i=1 
se llama determinante completo del sistema el determinante A,,,= det (C,, ..., Cy, b). 


Demostrar que si el sistema es de rango n, el sistema propuesto tiene solución si y sólo 
si A,,¡=0. ¿Qué sucederá si el rango del sistema es r<n? 


180. Estudio particular de los sistemas escalares homogéneos 


Con las notaciones del $ 176, siendo f una aplicación de K” en K" (o de 
un espacio E de dimensión m en un espacio f de dimensión n) la resolución de 
(09) f(x) =0 
es equivalente a la del sistema 
(x 19) =a +... +4," =0 


(2) ; 
(x 17) =awx0 +... +0" =0, 


Según (1), las soluciones de f(x)=0 son los elementos del núcleo de f 
y si f es de rango r, Ker f es de dimensión m—r (ver $ 143, teorema 7). 

Según (2), las soluciones de (1) son elementos del ortogonal en E de V* 
(ver $ 151), como V* está engendrado por las formas 1*, ..., 1*", cuyo rango 
es igualmente r, resulta 


(V*)! = Ker f. 
El sistema (2) no es nunca imposible, admite siempre la solución trivial 
y!=...=x"=0, sólo admite ésta si f es inyectiva, es decir, si Ker f=(0), 


o sea, si r=m. 

Si r<m, Ker f es no nulo: las fórmulas del $ 179 nos permitirán encontrar 
una base de este subespacio. r es igualmente el orden máximo de un menor 
extraído de la matriz de los coeficientes del sistema. Cambiando si fuera pre- 
ciso la numeración de las incógnitas y de las ecuaciones del sistema (2) pode- 
mos suponer que 
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40. 


Las soluciones del sistema (2) son las soluciones del sistema principal (todas 
las características son nulas, al ser nulos todos los segundos miembros). Demos 
a wit, ..., x” valores arbitrarios MW'*!, ..., A” tendremos 


a =P EN 


e =p, Nes. +A” 
pHi= ya 


7 = vr. 


Las y (r+1<i<m, 1<j<r) no dependen más que de al; designe- 
mos por v, (r+1<i<m) el vector que tiene por coordenadas los coefi- 
cientes de Ai en las fórmulas precedentes, tendremos 

(5) x= Wild, +... + A"0m 


siendo (A'*!, ..., 1) un elemento arbitrario de K"-", los vectores 0,41) ..., Um 
engendran, pues, Ker f, hay m —r, luego describen una base de Ker f =(V*)*, 
pues V* está engendrado por el sistema de las n formas 1*!, ..., 1*” de rango r. 
Hemos dicho ya ($ 151, ej. 2) que (2) se llamaba el sistema de ecuaciones 
cartesianas de (V*)*, diremos que (5) es una ecuación paramétrica de este 
subespacio de E. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Discutir el sistema 
ax+by+cz=0,  ax+by+cz=0. 


Si este sistema es de rango 2, demostrar que (siendo A» un elemento arbitrario 


de K) 
= Mbc'—cb'), y =Meca'—ac”), 2 =Mab'— ba”). 


2. Generalizar el sistema (m=nm>+1) 


(f=1,.., 8) ajxl +..+ An =0 


cuando este sistema es de rango n demostrar que 
xl x xi an 
A) —8 (ED DA 


designando por A; el determinante de la matriz obtenida suprimiendo la columma de 
número ¡ en la matriz de los coeficientes del sistema. 


Cap. 10] ECUACIONES LINEALES 431 
181. Conclusión 


El lector puede encontrarse desconcertado por la diversidad de métodos 
utilizados para resolver y discutir un sistema lineal. 

Recordemos que para las cuestiones teóricas es mejor razonar sobre la 
aplicación lineal f. Respecto a la resolución efectiva haremos las observaciones 
siguientes: 

Si el sistema comprende un número pequeño de ecuaciones de un número 
pequeño de incógnitas, y si los coeficientes tienen valores numéricos específi- 
cos (es decir, cuando no hay parámetros), el método del 8 178, por “combi- 
nación lineal de las ecuaciones”, es en general el más simple: conduce a un 
sistema de CRAMER triangular y eventualmente a condiciones independientes 
de las incógnitas, que indican si el sistema es posible o no. La utilización de 
los determinantes conduce, en general, a cálculos más complicados: habiendo 
escogido un determinante principal A, 0, hay que formar n—r caracterís- 
ticas y seguidamente a calcular r otros determinantes para resolver el sistema 
principal, 

Si el sistema comprende un número pequeño de ecuaciones y de incógnitas 
con parámetros, será conveniente acudir al “caso general”, es decir, aquel en 
que el rango del sistema es máximo; en particular si m= nm este caso corres- 
ponde a A 0, A determinante de la matriz de los coeficientes; en este caso 
se podrá utilizar el mismo método que más arriba o bien emplear las formas 
de CRAMER. Cuando A =0, habrá en general interés en utilizar el método de 
“combinación de las ecuaciones” para estudiar separadamente cada caso corres- 
pondiente a los valores particulares de los parámetros. 

Si el sistema presenta una cierta simetría (caso en que m= nm, n no espe- 
cificado), el determinante respeta esta simetría y puede en este caso ser el 
camino más cómodo. 

Cuando m y n son grandes, y el sistema no presenta “simetría” alguna, 
todos los métodos expuestos en este capítulo conducen entonces a cálculos 
pesados y muy largos: se impone recurrir a las máquinas. 
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Ejercicios 


Salvo indicación contraria los cálculos se harán en un cuerpo conmutativo cualquiera 
En la resolución de los sistemas siguientes (277 al 284) se tomará K=Q, después se 
buscará las soluciones enteras. 


277. 278. 
2x— y+ 2=4 
k —x+3y— 52=1 
—x+2y+2z2= 3 8x — 9y + 13z =2. 
279. 280. 
x— y4+ 2=3 3Jx+ 4y4+ 2+ 2= 3 
l 5x4+2y— 2=5 6x+ 8y+22+ 51 : 
—3x—4y + 32 = 1. 9x + 12y + 3z + 101 = 13. 
281, 282. 
3x—5y +22 +4 =2 8x + 6y + 5z + 21 = 21 
Tx—4y + 24+31=5 3x + 3Jy+22+ 1 
5x + Ty —4z — 61 = 3. d+ 2y4 324 t 
Tx + 4y + 52 + 21 
3x+5y+ 24+ t=15 
283, 284. 
2x4+ Jy+ 24+21=4 x+2y+32+ t= 3 
4+ Jy+ 2+ 5 x+4y+52+21= 2 
5x + 1ly + 32 + 21 =2 2x+9+82+3!1= 7 
Let E 1 3x + 7y +72 +21 2 
x— ly— 24+21=7. 5x + 7y + 92 + 2f = 20. 


285. Sea el sistema (K=C, j¿=1,j>1) 
x+y+2=40, x+j+fP2=b, x+.y+j=c. 


a) Resolver el sistema; b) ¿Cómo hay que escoger a, b, c para que x, y, z sean 
reales? 


286. Discutir según los valores de a, b, c, d el sistema 


x+2y+32+4t=a 
2x + 3y+42+ t 
Jx+ dy + 24+2t=c 
4x+ y +22 +31 =d. 


suponiendo: 1? K=0Q, 22 K=Z, 32 K= Z/5Z. 


En los ejercicios siguientes se discutirán los sistemas (287 al 298) según los valores atri 
buidos a los parámetros suponiendo K=C; se dará eventualmente la discusión para 
K=R si es diferente de la precedente. 


287. 


mx + my =2m +2 


[reimos (2m + D)y + (Qm + 2) =m 
2x + (m + 1)y + (m—1)z = m—2m + 9. 


EJERCICIOS 


288. 


289. 


290. 


291 


E 
h 


295. 


292, 


293 


297. 


299. 


301. 


pa pS 
E 
+ 
ul 
+ 


2x4+my+22=b 


RCA 


2mx + 2(m + 1)y + (m + 1)2=c. 


x+my+z=1 
mx+ y +(m—!iz=m 


x4+ y+42z=m+l. 


(m—2)x + 2y—z=m+2 
2x + my +22 =m2+ 3 


me 


2mx + 2m + 1)y + (m + 1)z = mE +5 


x+ y+ 2z=1 
ax+ by+ cz 
Ax + by + cz =d2 


x+ y+ 2=1 
ax+by+cz=d 


ala—1)x + b(b—1)y + c(c— 1)z = d(d— 1). 


x+My+ z 
x+ u+i= 


x+cy+b2=—a 
y+az+cx=—b 
z+bx4ay=—C. 


K=R 
f cos 24 + y cos a+ 2 


x cos 28 + y cos B + 
x cos 2y + y cos Y +z 


Resolver el sistema (K cualquiera) 


294, 
296. 
298. 


z 


Eetira 


| 


YE MZ+1Ax) 
72 + ml +x+y) 
t4+mx4+y+2)=d 


24x + py +22= 
2hx + (2Qu— 1)y + 32 =1 
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2hx + py + (1 +3)2 =24—1. 


ax—by—cz —dt =p 
bx + ay + da—ct 
ex — dy + az + b 
dx + cy —bz + at =s. 


300. K=R 


fer Y+2zCc0s B=4a 


Xx Cos Y+y+2COos< 
x cos B + y cos a + 
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302. Resolver el sistema (K cuerpo conmutativo de característica p, se discutirá según 
el valor de p) 


Xy EX Mir co Xy X= go ca XA X= o A X= 


303. Estudiar el sistema de n ecuaciones con 1 incógnitas (K= C), siendo la k-ésima 
ecuación la 
XA RE RAE a ES o 


a) Utilizar la incógnita auxiliar s=X +... + Xy. 
b) Utilizar los determinantes. 
e) Estudiar el sistema en que (k=1,..., 1), 4¿= (0% 


304. Estudiar el sistema de n ecuaciones con n incógnitas (K = C) en el que la k-ésima 
ecuación es 


(ax +. + (aL +. + (a, Lx, = (4, 58, 


305. Estudiar el sistema de n ecuaciones con n incógnitas (K = C) 
(k=1,2,...,n—1) — Xi +Xpy1 = 20 
Xy + x= 20). 


Se estudiará primero el caso n=2,12=3,n=4. 


Aplicación: Determinar un polígono plano M,, M,, 
medios de los lados sucesivos Ay, Az, -..» Ape 


M,,, M), conociendo los puntos 


En los ejercicios 306 al 307 se determinará una base del subespacio de Kn definido por el 
sistema considerado. 


306. n=3 307, n=5 
x+2y— 2=0 x+ y— 2—t4+u=0 
2x + 7y—22=0 2x4+ y—4H+4u=0 
—x+3y+ 2=0. x+2y—32 + 1—u=0. 


308. Si K es un cuerpo conmutativo de característica nula se considera el sistema (m < n) 
"” 


W= LL, coc 1) > ax =0 con  a=i4+j—1 
i=1 
determinar una base del subespacio de K" definido por este sistema. 


En los ejercicios siguientes (309 al 312) resultará fácil introducir el valor común de las 
razones como incógnita auxiliar (se tomará K = C). 


x+d+po yd + pr, 2+x + uy 


309. 
x y z 
+2—x z+x— x+y—z 
310, 2 S e 
a b c 
311 bx+cy+h c+ ay+h ax+by+h 


a b c 
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312. 


31. 


314. 


315, 


316. 


I—bz + cy m—cx+az  n—ay+bx 


a b _ Cc 
Se considera el sistema (K = C) 
ax, —x, =0 
(k=2,3, 11) —Xp_ 1 +0x— Xp =0 
— Mp1 + Ox, =0 
se designa por D, el determinante del sistema: 


a) Demostrar que D,, se expresa en función de D,_¡, D,,_7; 
b) Demostrar que D, es solución de la ecuación de recurrencia 


US AU 2 con 4y=1,4/=4. 
Calcular D, en función de n y a (utilizar el ej. 149, cap. 7); 


e) Encontrar los valores de a que anulan D,, Para cada uno de estos valores calcu: 
lar X,, Xy, ..., X, en función de x,. 


Comparar los valores de Xp Y Xx, cuando p+q=n+1l. 
Se considerán los dos sistemas 


z—cy=1l Vx—cy =1' 
(S) < ex —az =m (S') 4 cx —a”; 
ay—bx=n ay —bx'=n". 


ar ¿En qué condición (S) tiene soluciones? Satisfecha esta condición y siendo 
Xo» Yo» zy Una solución demostrar que todas las soluciones de (S) son de la forma 
(A arbitrario) 


x=x+dh  y=y»+bk 2z2=z2z+ch% 


b) ¿En qué condición (S) y (S”) tienen una solución común? 


Se supone K=R y a4>0, b>0,c>0, d>0, demostrar que el sistema siguiente es 
imposible 


x+y+ 24 t=a 
x—Y—= 2+ b 
— x—y+ 24+ c 
—3x + y—3z 4 Tt=d. 
Se consideran m formas lineales Il, ..., Il” definidas sobre R": 


a) Demostrar que, si hay n números %;, ..., A, estrictamente positivos tales que 
ARA. + At =0 
el sistema de las m inecuaciones 
(S)  (k=1,2,..,m)  IKx)>0 
es imposible. 


b) Si el rango de las formas es superior o igual a m-—1 demostrar que la condi- 
ción enunciada en la pregunta a) es igualmente necesaria para que el sistema (S' 
sea imposible. 


(Se empezará por estudiar el ejercicio 315). 


11 
POLINOMIOS 


l. Definiciones generales. 
Ml. Estudio de K[X], K cuerpo conmutativo. 
Ill. Estudio de K[X;, ..., Xm], K cuerpo conmutativo. 


Vamos a estudiar en este capítulo objetos llamados polinomios, veremos que las 
definiciones y las propiedades de las operaciones algebraicas definidas sobre ellos son 
muy análogas a las de los «polinomios» estudiados en Matemáticas elementales. Veremos 
la causa a lo largo de nuestro estudio. 


l. Definiciones generales 


182. Polinomios con una indeterminada 


a) Sea A un anillo unitario y conmutativo cuyos elementos neutros se 
representarán, cuando no haya lugar a confusión, por 0 y 1. (En la mayoría de 
los casos empleados A será el cuerpo R o el cuerpo C.) 

DerinicióN 1.—Se llama polinomio de una indeterminadaG5, con coeficientes en el 


anillo conmutativo unitario A, toda sucesión f de elementos a; de K, es decir, (Ap, ..., Aj ...), 
todos nulos a partir de un cierto rango. Los elementos a; de K son los coeficientes del 


polinomio f. 

Un polinomio (de una indeterminada) es, pues, una aplicación de N en A 
en que sólo un número finito de valores son no nulos; de ello resulta la 
definición de igualdad de dos polinomios 

(Gor «.1 Gi...) = (Bo, ..., Di, ...) > (VW ¿€ N)a; =b;. 
b) En el conjunto de los polinomios de una indeterminada y de coefi- 


cientes en A, que designaremos provisionalmente por $, definiremos dos ope- 
raciones internas, suma y multiplicación mediante las fórmulas siguientes 


A 


(35) El origen de esta denominación se dará en el párrafo siguiente. 
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09) f+8= (8 + Do, ..., 4; + Da, ...) 
Q) fe = (0 ..., Ch --0) 
con 
= Abr + Abr +. + apo = > ab. 
i+j=k 
La adición (1) proporciona a 3 una estructura de grupo abeliano; es, por 


otra parte, la estructura del grupo $S(N, A), si A se le considera como un 
grupo aditivo. 


El opuesto de f= (4, ..., 2...) es —f=(—4o ..., —Mp ...), existe 
un polinomio cero: 0=(0, . 0 cua 

Siendo A un anillo conmutativo, la multiplicación pd e conmutativa, siendo 
A unitario existe un polinomio unidad: e=(1, 0, ...); se tiene, en 


efecto, para todo polinomio f 
fe=ef=f. 


Un cálculo fácil demuestra que la multiplicación es distributiva con relación 
a la suma. Veamos que la multiplicación es asociativa sea 


Í= (0, .., Gi ..), 8= (bo ..., Di ...), R.=(Ch. ir Ch «di 
pongamos 


D=f8= (Do <s Po)  4=8h=(Qo .., Qu...) 
r=(fg)h=ph= (o ..., Po.) s=f(6h)=fq= (8 .., Su -.) 


tendremos 
= > pia =D), (2 ab) 
h+k=n h+k=n Ni+ji=h 
z aber ) pe z ab;Cy 


2.2 i+i+k=n 


y 


para pasar de la segunda suma a la tercera utilizamos la distributividad en A 
y para pasar de la tercera a la cuarta utilizamos también la distributividad 
en A y observamos que todo término de la tercera suma pertenece a la 
cuarta y recíprocamente; del mismo modo 


a Yoa= Ya (Yo) 


i+l=n i+l=n 
-2(Lo9)" 3% 
i+l=n j+k=l i+j+k=n 


luego para todo n, r, =S, y cualesquiera que sean los polinomios f, g, h 
(f8)h = f(gh). 


El conjunto $ provisto de las operaciones (1) y (2) es, pues, un anillo con- 
mutativo unitario. 
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Sea 3, el subconjunto de 3 descrito por (a, 0, 
A; la aplicación gy de A en 8, definida por 
a> pla) = (a, 0, ..., 0, ...) 
es visiblemente biyectiva. Por otra parte (a, be A), 


pla + b)=(a+b,0, ..., 0, ...)=(4, 0, ..., 0, ...) +(b, 0, .. pla) + eb) 
plab) = (ab, 0, ..., 0, ...)=(8, 0, ..., 0, ...)(b, 0, ..., 0, - ol(aJp(b) 


resulta que $, es un subanillo de A isomorfo al anillo A. Concluimos: 


cuando a describe 


TreorEMA 1.—Si A es un anillo conmutativo y unitario el conjunto 8 de los polinomios 
de una indeterminada y con coeficientes en A, provisto de la adición (1) y de la multi- 
plicación (2) tiene una estructura de anillo conmutativo unitario, en el que el subanillo 
descrito por (a, 0, ..., 0, ...) (a describiendo A) es isomorfo a A. 


c) Identificaremos el elemento a del anillo A y el polinomio (a, 0, ...). 
Resulta de ello, primero, que el polinomio cero y el polinomio unidad se 
representarán, respectivamente, por 0 y 1. Como consecuencia de esta identifica- 
ción A es un subanillo de $. Por otra parte, podemos así definir sobre $ una 
multiplicación externa, en la que el dominio de operadores es el anillo A, 
poniendo para todo A de A y todo f de $ 


3) M=(% 0, ...) (do, ..., Gi...) = (Mo, ..0) Mi ...). 
Se verifica inmediatamente que en $ provisto de la adición (1) y de esta 
multiplicación externa, se tiene cualesquiera que sean f y g de 8 y dh y de A 


e Y 29070 Y=1 
Q+wf=M+ pl, MI+8)=M +28 


OBSERVACIONES 


1. Estas últimas igualdades, unidas al hecho de que $ es un grupo abeliano para 
la adición demuestran que $ proyisto de la adición y de la multiplicación externa posee 
una estructura de A-módulo (ver ej. 179, final del capítulo 7). 

2. Se observará que si la adición de los polinomios y la-multiplicación externa son 
las operaciones habituales definidas sobre S(E, A) (E conjunto cualquiera, A anillo con- 
mutativo) no ocurre lo mismo con la multiplicación; la multiplicación de dos sucesiones 
(A,), (b,) (elementos de F(N, A)) está definida por (a,)(b,)= (a,b,) (ver $ 90, ej. 5), 
fórmula muy diferente de la fórmula (2), el producto de dos polinomios que hemos 
definido es un caso particular de lo que se llama en estudios ulteriores un producto de 
composición. Luego si el conjunto de los polinomios no provisto de operaciones es idéntico 
al conjunto. de las sucesiones (a,) de elementos de A (siendo a, nulo a partir de cierto 
rango), no sucede lo mismo cuando se ha definido la multiplicación de los polinomios. 


183. Noción de indeterminada. Notación A[X] 


Consideremos el polinomio siguiente (8;; símbolo de KRONECKER) 
e= (Bro +01 Bi +0) =(0, ..., 0, 1, 0, ...) 
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el único coeficiente no nulo de e, el 1, está en el (k + 1)-ésimo lugar. Para 
todo polinomio f de $ tendremos 


65) = (do; 0 4 9 =D 


k 


donde la Y se extiende a todos los índices k tales que a, + 0; tenemos, pues, 
una suma de un número finito de términos. Además, observando que 


f=5 aj, =0=>(vkeN) a=0 
2 
tendremos, si f= (4p, ..., Gi, ...), 8= (Do, .-., Dr, -.), 
f=g5f—g=0s5(VkeN) a =b;, 


luego la representación de f dada por el segundo miembro de (5) es única. 


Calculemos 
eje, = > Aer 
k 


a= > 8Bpida; 


i+j=k 
el único caso en que 3,8, + 0 es aquel en que (i, j)= (p, q), de donde 
€ptg = Cprgr 
Designemos por X el polinomio e,; tenemos, para todo entero natural 


kx0: e, =X* (k es un exponente); por otra parte ($ 182, c), ey =1, de 
donde: 


TFOREMA 2. — Designando con X el polinomio (0, 1, 0, ...., 0, 
1. Cualquiera que sea el entero n la relación (a, e A) 


a +aX+..440/X*+... $:a,X" =0 


implica que a, =0 para todo K. 
2. Todo polinomio f de $ se escribe de una manera única 


f=4%+..+4/X*4...+4,X", 


donde ay ..., a, son los elementos de A verificando a, + 0. 


El anillo $ está engendrado por su parte A U (X), lo representaremos 
A[X]; hubiéramos podido representar el polinomio e, por otra letra no em- 
pleada en este estudio, por ejemplo, Y; se ve inmediatamente que los anillos 
A[X] y A[Y] son isomorfos. Diremos que X es una indeterminada, lo que 
justifica a posteriori la denominación de polinomio de una indeterminada dada 
desde el principio de este estudio a los elementos de 3. Diremos igualmente 
que todo elemento de A[X] es un polinomio en X con coeficientes en A. 
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Cuando se escribe un elemento f de A[X] en la forma f=a,+... + a, X" 
(resp. f=a,X" +... + 4) se dice que f está ordenado según las potencias 
crecientes (resp. decrecientes) (se sobrentiende de la indeterminada X). 


OBSERVACION 


De una manera más general sea A un anillo conmutativo y a un elemento que no 
pertenece a A, de un superanillo B de A, no necesariamente conmutativo, pero que «a 
permute con todo elemento de A. 

Designemos por A[a] el subanillo de B engendrado por A U (a); A[a] estará des- 
crito por los elementos de la forma Za,a*, donde los elementos a, de A son nulos, salvo 
un número finito de ellos. Pueden darse dos caso: 

1. Existe al menos una relación (k=1, ..., p, 4,€ A) 


0 +00 +... + 4707 =0, 


No siendo nulos los a,, se dice entonces que a es algebraico sobre el anillo A. 
2.2 Cualquiera que sea n (a,¿€A), la igualdad 


A +aa+...+0,0=0 


implica a, = 0 para todo entero k, se dice entonces que a es trascendente sobre A. Vemos, 
pues, que la indeterminada X (polinomio e,) de A[X] es trascendente sobre A. (A[a] 
y A[X] son, por otra parte, dos anillos isomorfos). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1 v2 es algebraico” sobre Q y Z; ¡es algebraico sobre R, Q y Z. 

2. Si K es un cuerpo conmutativo y si a es un elemento de un supercuerpo L de K, 
si q no pertenece a K y permuta con todo elemento de K, demostrar que las dos 
propiedades siguientes son equivalentes: 

a) a es algebraico sobre K. 

b) K[a] es un subespacio vectorial de dimensión finita sobre K. 

Si n es la dimensión del subespacio vectorial K[a] sobre K se dice que a es alge- 
braico de grado n sobre K y que K[a] es una extensión algebraica de grado n sobre K, 
Q[v2] y R[i] (ver ej. 96 y 97, capítulo 5), son dos extensiones cuadráticas (es decir, 
de grado 2), respectivamente, de Q y de R. 

3. Se llama número algebraico de grado n, todo número complejo algebraico de 
grado n sobre Q (o sobre Z, que es lo mismo) (ver ej. 151, capítulo 7). Se llama 
número trascendente todo número complejo trascendente sobre Q (o Z); por ejemplo, 
se ha demostrado en el último tercio del siglo xix que e (base de los logaritmos neperia- 
nos) y Tr son trascendentes. 6 

1 


Te I]22. 2. 
¿Cuál es el grado de SS sobre Q, de x= y2+ V3- sobre Q? 


184. Grado de un polinomio con una indeterminada 


a) Noción de grado 


DerINIcIÓN 2.— Dado el polinomio f= Za,Xr de A[X], siendo A un anillo conmu- 
tativo unitario, se llama grado de f, lo que se representa grd f, el mayor entero n tal 
que a, 0. 
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Se deduce de esta definición que el polinomio cero no tiene grado. 

A los polinomios a,X" (a, + 0) se les llama monomio de grado h. 

Los polinomios de grado O se llaman los polinomios constantes (veremos 
la causa en el $ 185, a): por la identificación efectuada en el $ 182, c) éstos 
son los elementos no nulos de A. 

Si grd f=m, el monomio a,X" se llama monomio dominante de f y a, el 
coeficiente dominante de f; si a, = 1 se dice que f es un polinomio unitario. 

Sea f y g dos polinomios no nulos, pongamos 

f=40 +... +a,X" (a, 0) 

Eg=b +... +b,X"  (b,>0) 
sin xp: resulta que [+80 y grd (f + g)=sup (n, p); sin=p y si 
f+g50, se tiene grd (f + g) < sup (n, p) (se tendría la igualdad si y sólo 


si 4, + b, + 0). 
Consideremos ahora el producto 


f8=0+..+cX" 
la fórmula (2) del $ 182 muestra que 
q>n+p=>c,=0, Cu+p = App. 


En el caso general, es decir, si el anillo A posee divisores de cero, no 
podemos afirmar que C,,p>* 0: puede suceder también que el polinomio fg 
sea nulo (ver más abajo ej. 1). 


De donde resumiendo todos estos resultados: 


TEOREMA 3.—Sean f y g dos polinomios no nulos de A[X] (A anillo unitario con- 
mutativo): 


1. Si grd fx grd g se tiene 
f+gx0 y  erd (f+8)= sup (grd Í, grd £), 
si grd f=grd q y si f+g»x0 se tiene 
grd (f + 8) < sup (grd f, grd 8). 
2. Si fg0 se tiene 
grd (fg) < grd f + grd g. 


b) Caso particular en que A es un anillo íntegro 


En este caso con las notaciones anteriores, a, 0 y b,0 implica 
Cus+p > 0, luego f 0 y g0 implica fg 0, de donde: 


TEOREMA 4.—Si A es un anillo íntegro unitario, también lo es A[X]. 
Además, si fx0 y gx0 
grd (fg) =grd $ + grd g. 
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Determinemos los polinomios inversibles de A[X] (A anillo íntegro uni- 
tario) se tendrá 
fg=1=> grd f + grd g=0, 


luego grd f=grd g=0, de donde: 


CoroLARIO. —Si A es un anillo unitario, integro, los únicos elementos inversibles 
de A[X] son los elementos inversibles de A. 


OBSERVACIONES 

1. Si se hubiera dado al polinomio cero un grado nulo, para todo f la relación 
0f =0 daría 0 + grd f=0. 

2. El teorema 1 ($ 182) y el teorema 4 anterior muestran que si A es un anillo, 
respectivamente, conmutativo, unitario, íntegro, ocurre lo mismo con el anillo A[X]. 
Tales enunciados que «transfieren» ciertas propiedades del anillo A al anillo A[X] se 
llaman teoremas de transferencia. 


EJERCICIOS 


1. En A[X] (A =Z/6Z) dar ejemplos en que grd (fg)<grd f+ grd g; dar ejem- 
plos de divisores de cero. 

2. Siendo A un anillo conmutativo unitario dotado de divisores de cero, ¿cuáles 
son los elementos inversibles del anillo A[X]? 


185. Función polinómica de una variable. Sustitución de un polinomio en un 
polinomio 


a) Función polinómica 


Sea f=4),+4X +... + a,X" un elemento de A[X] (siendo A un anillo 
conmutativo unitario), podemos hacer corresponder a toda pareja (x, f) ele- 
mento de AX A[X] el elemento de A 

A E 
que designaremos f(x): diremos que f(x) se ha obtenido sustituyendo por el 
elemento x de A el X en el polinomio f; definiremos así una aplicación 
de A en A: 


DEFINICIÓN 3.—A todo polinomio f=4a,+4/X +... + aX" de A[X] (A anillo 
conmutativo unitario) se puede hacer corresponder una aplicación Í de A en A defi- 
nida por 

(VxeA)  fx)=4+4x+...+4,%" = f(x) 


llamada función polinómica asociada al polinomio f.' 
El conjunto de las funciones polinómicas que aplican A en A, y que repre- 


sentaremos S(A, A), es evidentemente un subanillo de F(A, A) (ver $ 90, 
ej. 5). 


Ss 1] DEFINICIONES GENERALES 443 


Cualesquiera que sean los polinomios f y g de A[X] y el elemento ) de A, 
las reglas de cálculo en el anillo A, muestran que para todo x de A 


(+ 8160 = 100) + 860, (a) =1ft0g0, ANC) =MO) 
luego 
(1) =I+8 fe=la M=%M 
Las dos primeras igualdades prueban que la aplicación q de A[X] en 
8(A, A), definida por «(f) =1 es un homomorfismo de anillos; al estar 8(A, A) 


descrito por f asociada a f, este homomorfismo es suprayectivo, pero en general 
no es inyectivo (ver ej. 1 más abajo). Indicaremos en el $ 192 un caso en que 
este homomorfismo es un isomorfismo (lo que sucede con A=R como lo 
recuerda la observación siguiente). 

A los polinomios identificados a los elementos de A están asociadas las 
funciones constantes de S(A, A), de donde que el nombre de polinomios cons- 
tantes dado a los polinomios MA € A) sea un abuso de lenguaje. 


OBSERVACION 


Supongamos A =R, En elemental se definían dos nociones distintas: identidad y 
equivalencia de dos polinomios y se demostraba (o se admitía) que cada una de ella 
implicaba la otra: se trata, en efecto, de dos igualdades, pero en dos conjuntos diferentes 
la identidad es la igualdad en R[X], la equivalencia es la igualdad en S(R, R). Se dice 
también que algunas veces que f(X) = g(X) es una igualdad formal y (WxeR) f(x) = g(x) 
una igualdad numérica; de donde el nombre de «polinomio -formal» que dan ciertos 
autores a los polinomios: no lo haremos aquí, los términos «polinomio» y «función 
polinómica» son suficientemente claros para no tener que introducir un tercer término. 


b) Prolongación de una función polinómica a un superanillo de A 
Podemos prolongar f a un superanillo conmutativo B y A, la prolongación 


(ver $ 16) def a B tiene por valor f(x) definida por (siendo 4, ..., 4, elementos 
de A) 
(vxeB) (0) =4+ax+...+a,"eB, 


Diremos también que f(x) se ha obtenido al sustituir por el elemento x de 
B la indeterminada X en f elemento de A[X]. 

En particular 'se puede tomar B= A[X] que es un superanillo conmuta- 
tivo de A (8 182, c), luego: f=a,+4,X+...+a,X"€ A[X], ge A[X] 
implican 

(8) =4% +48 +... + 4,8". 


Se dice que se ha sustituido (a la indeterminada X) por el polinomio g en 
el polinomio f. 
En particular se puede sustituir el polinomio g=X en f, luego todo poli- 
nomio de A[X] puede escribirse 
f=1X). 
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OBSERVACION 


Se puede igualmente suponer B no conmutativo a condición de no sustituir más que 
los elementos x que permutan con todos los elementos de A (ver ej. 5 más abajo). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. A=Z/2Z; al polinomio f =X?—X está asociada una función polinómica defi- 
nida sobre A, nula para todo elemento de A, y, sin embargo, X2—X no es el polinomio 
nulo. 

Formar un polinomio de coeficientes en A=Z/nZ no nulo y tal que la función 
polinómica asociada sea nula para todo elemento de A. 

2. Demostrar que en general f y g siendo dos polinomios de A[X], f(g) » £()). 

3. Demostrar que grd [f(g)] < (grd f)(grd g); si A es íntegro hay igualdad. 


4. Si 7 Z % son las funciones polinómicas (aplicando A en A) asociadas, respectiva- 


mente, a los tres polinomios f, g, h= f(g) de A[X], demostrar que h= T o Z 
5. Sea K un cuerpo conmutativo, E un espacio vectorial sobre K y B= £(E) el 
anillo de los endomorfismos de E. Demostrar que si f es un endomorfismo de E, 
el subanillo B” de B engendrado por K y f es conmutativo. Deducir que a todo poli- 
nomio P=a,+aX +... +a,X" de K[X] se puede hacer corresponder el endomor- 
fismo de E 
Pf) =4+4f+... +4", 


con para n>1, ft =f-lof. Si P y Q son dos elementos de K[X] y PQ su producto, 
demostrar que 
(PO) (f) = Pf) o:QU, 


Rehacer el estudio precedente con B= M,(K), reemplazando f por M(f). 


186. Polinomios con varias indeterminadas 
a) Anillo A[X,, ..., Xp] 


Sea A un anillo conmutativo unitario, A, = A[X] es igualmente un anillo 
conmutativo unitario; consideremos A,= A,[Y], es decir, el anillo de los 
polinomios con una indeterminada y con coeficientes en A,. Hemos designado 
la nueva indeterminada por Y, se la podría representar por otra letra, salvo X, 
ya empleada (ver $ 183, a). En A[X], por identificación, hemos obtenido 
A c A[X], tendremos igualmente por identificación 


ACA¡=A[X] c A¿= AY] 


luego los elementos céro y unidad de A, son, respectivamente, iguales a los 
elementos cero y unidad de A;,, luego de A, es decir, 0 y 1. Todo elemento 
de A, puede escribirse 


f= 2 [Yi = 2(2 ax ]» -22 a xYi 
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donde los f(X) (elementos de A, = A[X]) son nulos, salvo un número finito 
de ellos, lo mismo que los a;; (elementos de A). El último miembro de las 
igualdades precedentes se ha obtenido aplicando las reglas de cálculo en un 
anillo (ver $ 91, e). Siempre según estas reglas, siendo Az conmutativo 


paa pu DF smx 
i i i 

con 0) =D uv, perteneciendo a A¡= A[Y]; acabamos de probar que 
todo elemento de A,= A,¡[Y] es elemento de A¿= A'[X] con A,= A[X], 


A¡=A[Y], se probará igualmente que todo elemento de A; es elemento 
de A), luego Az,= Aj; representaremos estos anillos idénticos por A[X, Y]. 


TEOREMA Y DEFINICIÓN 1”.—Si A es un anillo conmutativo unitario, los dos anillos 
conmutativos unitarios A[X][Y] y A[Y][X] son iguales, se les representa por A[X, Y]. 
Este último anillo se llama anillo de los polinomios con dos indeterminadas y de coefi- 
ciente en A. 


f=0 implica para todo ¡ de N, f(Y)=0 (o para todo ide N, g¡(X) = 0), 
es decir, para todo (i, j) de N?, aj; = 0, de donde: 


Teorema 2',—En el anillo A[X, Y], siendo los a,; elementos de A nulos, salvo un 
número finito, es 


1 Dax =0> (wi, ¡ena 
ii 


2. Todo elemento f de A[X, Y] se escribe de una manera única 


f= > z a,XoYi, 
OBSERVACION 


Sea B un superanillo de A no forzosamente conmutativo y a y $ dos elementos de B, 
no pertenecientes a A, pero permutando entre sí y permutando con todos los elementos 
de A, designemos por A[a, B] el subanillo de B engendrado por A U.(a, $). 


Si 2 a,aigi =0 (a,¡€ A) implica a, =0 para toda pareja de enteros naturales (i, j) 


1 
diremos dde a y B son algebraicamente independientes sobre A. Por ejemplo, las indeter- 
minadas X e Y son algebraicamente independientes sobre A (teorema 2”). Se ve fácil- 
mente que si a y $ son algebraicamente independientes sobre A, A[a, B] y A[X, Y] 
son dos anillos isomorfos; A[X, Y] es, pues, el anillo engendrado por A U(X, Y). 


Definiremos igualmente por recurrencia, el anillo de los polinomios con p 
indeterminadas Xy, ..., X, y con coeficientes en A poniendo 


(k=2... Pp)  A[Xp .» Xi] =A[X» -» X:-1J1X:] 
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se ve fácilmente que 


A[X» ++ Xp] = AlXa) + Xx] = AlXx0> + X ami lanos +++ Xo(93] 
en donde g es una permutación de [1, p] y n tal que 1 <n<p. Todo poli- 
nomio f de A[X,, ..., X,] se escribe de una manera única 


f= Y. Ya, ¿XX 
Ari 


donde los coeficientes Coi (elementos de A) son nulos, salvo un número 
finito de ellos y f=0 implica a, ,,=60 para toda p-étupla (i, ... ip). 


b) Grados parciales. Grado total. Polinomios homogéneos 


DerinIciÓN 3. — Dado f = > ps de XxX; se llama grado parcial de f, res- 


pecto a X,, (1 <ms< p) el mayor de los enteros i,,, para todas las p-étuplas (i,, ..., ip) 
tales que do 40 y grado total de f el mayor de los enteros i, +... + i, para todas 
las p-Stuplas (> +» 5) tales que a, ¡0 se representa pe f el grado total. 


El grado parcial de f respecto X,, es, en consecuencia, el grado de f conside- 
rado como polinomio en X,, y con coeficientes en A[X,, ..-, Xm-w Xm+1 +0» Xp] 
sil<m<n, en A[X, ..., X,] sim=1 y en A[X, ..., Xp-1] si m=p. 

Observemos que el polinomio 0 no tiene grado (ni total, ni parcial), las 
propiedades de los grados dadas en el teorema 3 del 8 184 son también 
exactas para los grados totales y para los grados parciales respecto a una 
misma indeterminada. 

Se dice que a, ,Xi..Xp (a, , 0) es un monomio, su grado total 
es +... + iy Todo polinomio es una suma de monomios. 


DEFINICIÓN 4.— Se dice que un polinomio de A[X,, ..., X,] es homogéneo" de grado 
total n si es suma de monomios de grado n. 


Sea f un polinomio de grado total n, designemos por h,, (0.<m+<m) la 
suma de sus monomios de grado m (h,, puede ser nulo, pero h, 0, si no 
grd f<n); se tiene, pues, y esto de una manera única, 


f=h+..+hn+.. +2 


h, se llama la parte homogénea de grado m del polinomio f. 

Se puede ordenar un polinomio de A[X,, ..., X,] de múltiples maneras. 
Hemos ya visto que todo elemento de A[X, Y] puede ordenarse según las 
potencias crecientes o decrecientes de X (resp. Y), por ejemplo, para p(X, Y) 
de segundo grado (a, b, c, d, e, f elementos de A) 

PX, Y) =0X + (Y +0)X+dY4cY+f 
PX, Y) =dY+(bX+0Y+0X2+cX+f. 
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Se puede también escribir 
p(X, Y) =(4X + DXY + dY) +(cX+eY)+f 


y en general por f de A[X,, ..., Xp] 
f%, Xx) =D muX, us E) 


con h; homogéneo de grado k en X,, ..., X,. Nos basta entonces ordenar los 
términos de un polinomio homogéneo. 

Diremos que el monomio aX; ... X'* (í + ... + i, = k) es menos alto (o de 
altura más débil) que el monomio BXi...X? (+... +jp =K) si (is, ..., 19) 
es anterior a (j, ..., jp) en el orden lexicográfico (ver 8 24, c); siendo las 
indeterminadas las letras de un alfabeto X,, X,, ..., X, dadas en este orden 
los monomios 


O O E A 


NET TP 
ix letras ía letras ip letras 


están también clasificados según su altura, como las palabras de un diccio- 
nario (naturalmente algunos de los enteros i;, ..., ¿y pueden ser nulos). 

Se constata inmediatamente que todo polinomio no nulo tiene un monomio 
único de altura máxima y que si A es íntegro el monomio más alto del pro- 
ducto de dos polinomios homogéneos no nulos es el producto de los monomios 
más altos de cada uno de los dos factores. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Ordenar por orden de altura decreciente los polinomios homogéneos de grado 
2,3 0 4 de dos o tres indeterminadas. 
2. Si X (lI<i<n 1<j<nm) son nm? indeterminadas se pone 


AE 
AQ 000 Xp) =D Xp) = : 
Sa X 
e + Xam 
A(Xy» +.» Xy) es un polinomio con n? indeterminadas con coeficientes en todo anillo 


conmutativo unitario A, se le llama el determinante de las n? indeterminadas Xi es 
homogéneo de grado n y es de grado parcial 1 respecto a cada indeterminada. 

Se puede sustituir a k de estas indeterminadas X;,, por k valores de A se obtiene 
un polinomio con n2—k indeterminadas y con coeficientes en A. 

3. ¿Cuál es el número de términos de h,(X, Y)? (h, homogéneo de grado n). Dedu- 
cir el número de términos del polinomio f(X, Y) de grado total n. 

Las mismas preguntas para h,(X,, ..., X¿), homogéneo de grado n y f(X,, ..., Xp) 
de grado n (utilizar el ejercicio 37, final del capítulo 2). 
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c) Caso en que el anillo A es íntegro 


El teorema 4 del $ 184 y un razonamiento por inducción nos permite 
enunciar: 


pa 4.—Si A es un anillo íntegro unitario, también lo son todos los anillos 
A[X), .. Xp] cualquiera que sea el entero p. 
Además, -si f y g son elementos no nulos de A[X,, ..., Xp] 


grd (f8) = grd (f) + grd (8). 
d) Función polinómica de varias variables 
Sea f= A un polinomio de A[X,, ..., X,] (A anillo 


h ip 
conmutativo unitario) y (xi, ..., xp) un elemento de A”, pondremos 
[r .. Xp) = D se Ys. 17 20 Je 
lo 


diremos que hemos sustituido por x; de A la indeterminada X, para todo i de 
[1, p]. Definimos así una aplicación f de A” en A poniendo 


(Wlk» << xp) € AP) Tp 00, xp) = [(%00 001 xp) EA 


Fes una función de p variables llamada función polinómica de p variables, 
asociada al polinomio f. Designemos su conjunto por S(A”, A); como en el 
caso de p=1 se ve que q, aplicación de A[X,, ..., X,] en 8(A”, A) definida 


por elf) = F es un homomorfismo suprayectivo de anillos. 
Si xi, ..., xp pertenecen a un ne supcraillo conmutativo B del anillo A, pode- 
mos definir el elemento f(x1 ..., xp) de B poniendo también 


(to o 35) y Y Des to 
ñ A 


se dice también que x;, ..., xp han sustituido, respectivamente, las indetermi- 
nadas Xy, ..., X, en el elemento f de A[X;, ..., Xp]. Podemos en particular 
tomar B=A[X,, ..., Xp], luego dados p+ 1 polinomios (elementos de B): 
f, Eu ..» 89 podemos definir f(gi, ..., gp). Se puede tomar g,=X, por 
h=1, 2, ..., p, de modo que todo elemento f de A[X,, ..., X,] puede 


escribirse 
f=f(X5, .., Xp). 


e) Propiedades de los polinomios homogéneos 


Sea li, un polinomio de grado m, elemento de A[X,, ..., Xp], siendo Y 
una p + 1-ésima indeterminada, en A[X;, ..., Xp, Y] tendremos 


Pal Y, 01 XX) = Y "hy 0 Xp) 
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recíprocamente sea f un polinomio de A[X,, ..., X,] tal que en el anillo 
A[X; ..., Xp, Y] se tenga 


AXLY, .., XpY) = Y"[(Xp, ..., Xp). 


Si f0 el grado total de f(X,, ..., Xp) es igual al grado parcial de 
FX1Y, ..., X,Y) relativamente a Y, luego a n. Eseribamos (kh; homozéneo 
de grado k) 


f=h+..+hi+..+h, 


obtendremos, teniendo en cuenta la igualdad dada y de la propiedad de 
hi (k=0, ..., m) 


[KY, ..., Xp Y) =D) YX, e Xy) = A Y min M0 a 


k=0 k=0 
luego h, = 0 para todo k tal que k x n, de donde: Un polinomio f, elemento 
de A[X,, ..., X,] es homogéneo de grado n si y sólo si 
[QUY, .... Xp Y) =Y"[Q%,, ..., Xp) 


en el anillo A[X;, ..., Xp, Y], siendo Y una p + 1-ésima indeterminada. 
A todo polinomio f de grado n de A[X,, ..., X,] asociemos el polinomio 
F = p(f) definido por (h,, es la parte homogénea de grado m de f) 


. 
A II 


F es un polinomio homogéneo, de grado n, de A[X,, ..., X,, T], donde T 
es una p + 1-ésima variable llamada variable de homogeneidad. 'Si designa- 
mos por H,,, el conjunto de los polinomios homogéneos con coeficientes en 
A y de p+ 1 indeterminadas X,, ..., Xp, T definimos así una aplicación 


93 A[X, -, Xp] >Hpar 
Por otra parte, a todo polinomio G(X;, ..., Xp» T) de H,,, asociemos el 
polinomio g=W(G) de A[X,, ..., X,, T] definido por 
8(X,, --, Xp) = G(X;, .., Xp 1) 
definiremos así una aplicación 
d: Ho >A[X; ..., Xp]. 
Estas dos aplicaciones permiten, pues, pasar de un polinomio no homogéneo 
con p indeterminadas a un polinomio homogéneo de p+1 indeterminadas 
y recíprocamente. 


Desgraciadamente pg y Y no son biyecciones y no son recíprocas una de 
otra (ver ej. siguiente). 
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EJERCICIOS 


4. Se pone [=X?*+Y?42X—3Y +5, calcular F=0(f) y AF). Se pone 
G = T(X? + Y?) + 2XT2— 3YT? + 5T3, calcular g=y(G) y q(g). 

5. Demostrar que Y og es la identidad de A[X,, ..., X,], deducir que p es inyec- 
tiva y Y suprayectiva (ver $ 15, ej. 1 y 4, fin del capítulo 1). 

Demostrar que q no es suprayectiva y que Y no es inyectiva. 

Determinar P(A[X,» .... X,]1)=H;,,, deducir una biyección q” de A[X,, 
sobre He y su recíproca Y” = (p”)-1, 


ll. Estudio de K[X], K cuerpo conmutativo 


Designaremos, respectivamente, por 0 y por 1 el cero y la unidad del cuerpo K, 
Algunos de los resultados demostrados son válidos en casos más generales, lo señalaremos 
eventualmente en la teoría o en los ejercicios. 


187. Espacio vectorial y álgebra K[X] 


a) Siendo K un cuerpo conmutativo, las propiedades traducidas por las 
relaciones (4) ($ 182) y el hecho de que, para la adición, K[X] es un grupo 
abeliano, muestran que K[X] tiene una estructura de espacio vectorial sobre 
K. Por otra parte, el teorema 2 (8 183) muestra que (1, X, ..., X”, ...] es una 
base del espacio vectorial K[X]: es una familia libre y engendra K[X]. 

Finalmente cualesquiera que sean los polinomios f, g de K[X] y el ele- 


mento A del cuerpo K 
Qe = 10.2) = MÍ8) 
luego: 


TreoreMA 5.—Siendo K un cuerpo conmutativo, el conjunto K[X] provisto de las 
operaciones (f, g)>(f +8) y (MM, f) >2 tiene una estructura de espacio vectorial sobre 
K, y es de dimensión infinita numerable; [1, X, ..., X”, ...) es una base llamada base 
canónica de K[X]. 

Provisto, además, de la multiplicación (f, g)>fg, K[X] tiene una estructura de 
álgebra sobre K. 


Por abuso de notación, representamos por K[X] el grupo aditivo, el anillo 
íntegro ($ 184, teorema 4), el espacio vectorial sobre K y el álgebra sobre K 
de los polinomios con una indeterminada X y con coeficientes en el cuerpo 
conmutativo K. 

b) Siendo K un cuerpo conmutativo, consideremos el subconjunto 8n de 
K[X] descrito por el polinomio nulo y los polinomios de grado inferior o 
igual a n. 
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Por abuso de lenguaje diremos que 3, es el conjunto de los polinomios 
de grado inferior o igual a n. 


Cualesquiera que sean f y g de 3, y A de K 
Í+858m ME8n 


8, es, en consecuencia, un subespacio vectorial de K[X]; por otra parte, 
está descrito por los polinomios a, + aX +... + a,X”. Está, pues, engendrado 
por los n +1 polinomios 1, X, ..., X” que son independientes, luego: 


COROLARIO. — Siendo K un cuerpo conmutativo, el conjunto de los polinomios de 


K[X] de grado inferior o igual a n es un subespacio vectorial de dimensión n +1 del 
espacio vectorial K[X]. 


Cc) Consideremos una sucesión finita estrictamente creciente de enteros 
positivos 
4<g...<i<..<i, 


y p polinomios f,, ..., f, no nulos tales que 
Rh=1 ..,p grd(f,)=%5 
que son independientes; en efecto, sea 
É= defi HE << + Ai E FA, 
el coeficiente dominante de f es único: es el de »,f,, luego A,;, = 0, resulta que 
Dif; E. Edif, =0 
=0, ..., 4,=0, ..., A,=0, luego: 


9h; =0 


se tendrá, pues, igualmente »,,, 

TEOREMA 6.—Siendo K un cuerpo conmutativo, toda familia de polinomios f, no 
nulos de K[X] tales que grd (f,) =h, siendo distintos dos a dos los grados de los 
polinomios, es libre. 


CoroLARIO. — El espacio vectorial 8, de los polinomios de grado inferior o igual a n, 
con coeficientes en el cuerpo conmutativo K, admite por base toda familia fo, ..., th» ..., Íy 
de polinomios tales que grd (f,)=h, para todo h de [O, n]. 


EJERCICIOS 
1. Siendo K un cuerpo de características nula demostrar que hay una familia única 
Ay .<.» 4, de elementos de K tales que para todo polinomio f de grado <n de K[X] 


10) = 49 + 4,/X + a XX—1) +... + a,X(X— 1)... (X— 1 + 1). 


Calcular ay, ..., 4, Generalizar reemplazando 0, 1, ..., 1n—1 por n elementos dos 
a dos distintos del cuerpo K. 

2. Si a y b son dos: elementos distintos de K demostrar que todo polinomio de 
grado 2n de K[X] se escribe de una manera única 
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100 = > a (X— aX — b)n=k, 


3. En K[X] se consideran los polinomios Aj, A, de primer grado y linealmente 
independientes y los polinomios By, B,, B, de segundo grado linealmente independientes, 
demostrar que Ag, Aj, (B,)?, B¿B,, B,B, son independientes. ¿Qué subespacio de K[X] 


engendran? 
Generalizar (se observará que si Py, P,, ..., P, son de grado n y linealmente indepen- 
dientes engendran el mismo subespacio de K[X] que (1, X, ..., X,)). 


188. Derivación en K[X]. Fórmula de Taylor 
a) Derivación en K[X] 


DerinicióÓN 5.— Dado un polinomio f de K[X], K cuerpo conmutativo, se llama 
polinomio derivado de f, y se representa Df = f', el coeficiente de Y en el polinomio 
KX + Y) perteneciente al anillo K[X][Y] de los polinomios en Y con coeficientes 
en K[X]. 

El polinomio [%) definido por (V=*f', ..., [0 = [K'-D]' (k> 1) se llama polinomio 
derivado k-ésima de f. 

Se tiene, pues, D'f =f%, con D'=D y D'=D*-!oD (k>1). Sea f un 
elemento de K[X], tendremos 


[A +Y) = gX) + g(X)Y +... + 8p(X)Y? 
sustituyendo Y por 0 obtenemos f(X)= g(X) y por definición g(X) =f(X), 
(A(X, Y) €K[X, YD) 
[X + Y) = [(X) + FOQY + MX, Y)Y? 
dicho de otro modo, f(X + Y) —f(X) — Yf'(X) es divisible por Y? en el anillo 
K[X, Y], escribiremos 
(09) (X+Y) =/0%) + YF(X) — (mod Y”, 
Recíprocamente, toda relación en K[X, Y] 
(X + Y) =[00) + Yf(X) (mod Y”) 
implica f, =f', luego la relación (1) determina el polinomio derivado f' de f. 


OBSERVACION 
Supongamos K =R y sea Tia función polinómica asociada a f, tendremos (x, yeR) 


Ta +9 —10=370) + ha, yy 
lo que implica 


Te+9—10 _s 
e 


li =f(%, 


2. y 
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luego si K =R la derivada de f asociada a f es la función asociada al polinomio derivado 
tal como acabamos de definirlo. 


Sea un segundo polinomio g de K[X] y A un elemento cualquiera de K, 
tendremos 


(2) 8(X + Y) = g(X) + Yg(X) (mod Y?) 
de donde 
(+ Y) + g(X + Y) =/00 + 8(X) + Y[F00 + 800] (mod Y?) 
MX + Y) = MX) + YO] (mod Y? 


[X + Y)g(X + Y) = (980) + Y[F 00800) + [(X)g(X)] — (mod Y”) 
luego: 

TEOREMA 7.—Siendo f, g dos polinomios cualesquiera de K[X] y 2% un elemento 
cualquiera del cuerpo K: 

1 (+90 =F+8, QU) =%M, (e =18 + 12. 


2. La aplicación D definida por f>D(f) = f' es un endomorfismo del espacio vec- 
torial K[X]; también lo es D* definida por D!=D y D*=D*-10D para k>1. 


Las fórmulas (1) muestran que D es una derivación en el álgebra K[X] 
tal como la hemos definido en el ejercicio 168 del capítulo 7. 


Aplicando la definición y los resultados anteriores vemos que 
(a, do, ..., 44€K y kEN) 
(Y =0, (AY =1, 08 =2X, .... (X= EXE 
(+ 4X +... +4,X"Y =4, + 20X +... + na,X"-L, 

ATENCIÓN: La relación f' = 0 no caracteriza los polinomios constantes (0 y 
los polinomios de grado nulo); en efecto, si K es de característica p zt 0, 
(X»y = pX”-!=0 (ver ej. 1). Supondremos en todo el resto de este párrafo 
—salvo mención contraria— que K es de característica nula. 


b) Grado de los polinomios derivados sucesivos. Fórmula de Taylor 


Sea k un entero estrictamente positivo, se ve fácilmente por recurrencia 
1<h<k=(00 =kKk—1)...(k—h + XxX 
h>k=(X90 =0 


en particular (X*)W = k! 
La aplicación f > D*(f) =f“ siendo un endomorfismo del espacio vectorial 
K[X], si K es de característica nula y f un polinomio de grado n 
l1<h=<n=>grd fW =n—h 
h>n=>=f0=0, 


Sea E el espacio vectorial sobre K descrito por los polinomios de grado 
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inferior o igual a 1: dim E=n+1 y (1, X—a, ..., (X—a)"] (aeK), es 
una base de E (ver 8 187, c); luego para todo fe E 


(0) =M+ MAD +... + MX—90* +... + A (X— a)" 


calculemos la k-ésima derivada de los dos miembros tendremos, siendo g 
un elemento de K[X], 


OX) = ku + (X — a)g2(X). 
Sustituyamos por a la X, obtenemos 
[%() =D 
de donde: 
TEOREMA 8.—Siendo K un cuerpo de característica nula, y f un elemento de K[X] 


de grado n, si 1<h<mn, f0) es no nulo y de grado n—h, si h>n, [0 es nulo, 
Para todo aeK y todo polinomio f de grado n de K[X] 


(X— ay" ¡Ma) 


ax 
Ma +... + Al 


( 
1%) = fa) + (X— 0D) +... + 


k! 


(fórmula de Taylor para los polinomios). 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es el núcleo de D, endomorfismo del espacio vectorial K[X]? (Discutir 
según la característica p del cuerpo K.) ¿Cuál es el núcleo del endomorfismo D* (k> 1)? 

2. Extender la derivación de los polinomios al anillo A[X] (A anillo conmutativo 
unitario) utilizando la relación (1) en el anillo A[X, Y]. 

3. Demostrar la fórmula de TayLor sin utilizar la estructura de espacio vectorial de 
K[X]. Observar que para todo a de K y h de N, X= (X—a + a). Aplicar la fórmula 
de Tayior a A[X] (A anillo conmutativo, unitario, de característica nula). 

4. Sea feK[X], geK[Y] se pone h(Y) =/(g), demostrar que h(Y) = f'(g)8(Y). 


189. División euclídea de los polinomios 


a) Caso en que f es divisible por g 4 0 


Siendo K un cuerpo conmutativo, K[X] es un anillo unitario íntegro al 
que se aplica el teorema 2 del $ 98: si el polinomio f es divisible por g 0, 
f pertenece al ideal principal (g) y existe q único tal que f= gq, siendo q 
nulo si y sólo si f=0. Supongamos f + 0, gx 0 y f=gq, se tendrá 

grd q =grd f—grd g>0 
busquemos q por el método de los coeficientes indeterminados, suponiendo 
f y g ordenados respecto a las potencias decrecientes de X 


f=a,X" +... + 4%, E=Db,X" +... +00 
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con a,b, 0 y n= mm (siendo las c; incógnitas) y 
O A E) 
tendremos 
(aX +... +49) = (bp X" +... + Do) (CuomX "2" +... + Cp) 
de donde 
Ar = BinCn=m > Cum = ArkD) 7. 
Consideremos los polinomios 


An a 
f=f— ds E a 


xo 
Bin Bm 


tenemos 
f= 89 
o bien f, =0 y entonces q,=0, o bien f, + 0 y entonces q, 0 y 
grd qu = grd f, —grd g>0 
podemos calcular, como más arriba, el coeficiente dominante de q, que es el 
segundo coeficiente no nulo de q (ordenado con relación a las potencias de- 


crecientes). Haciendo esta operación un número finito de veces obtendremos 
todos los coeficientes de q. 


b) Existencia y unicidad del cociente y del resto en la división euclídea 


Supongamos siempre f y g distintos de cero, pero f no divisible por g: 
no existe q tal que f—gq = 0, consideremos el conjunto de los polinomios 
f— gp en donde p recorre K[X], hay entre todos ellos los polinomios p tales 
que f—gp 0, luego los polinomios q tales que 

(vpeK[IXD  grd (f—gg) < grd (f — gp); 


en efecto, el conjunto de los grados de f —gp es una parte de N; tiene, en 
consecuencia, un elemento menor. Sea | este grado mínimo y q uno de los 
polinomios tales que grd (f—gq)= 1, pongamos 


f=4X" +..+% (a, 0) 
8= DAX" +... +bo (Bm > 0) 
f—a=0cX +..+0 (ce, 0) 


Veamos que 1< m; supongamos | => m, el polinomio 
C 
== Xi-m 
p=q+ ba 
es tal que 
gp = ( a) XI +... +0 


luego f—gq no sería de grado mínimo. 
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Resulta inmediatamente que q es único. Supongamos, en efecto, que existe 
q y 9, tales que 
q—q1%0, grd (f—8q)< grd g, grd (f—8q) <grd g 
se tendría (8 184, teorema 3) 
a-qr0 y  grd [f—g—(—e8q0]= rd [sq —q)]<grd £ 
lo que es imposible, de donde poniendo f— gq =r e incluyendo el caso en 
que f es divisible por g: 


Teorema 9.—Siendo K un cuerpo conmutativo y f y g dos elementos de K[X], 
(g >» 0), existe un par único de polinomios q y r tales que 


(D) f=8gq+r y (r=0 o grd r<grd g). 

La operación que permite pasar de la pareja (f, g), 8 0 a la pareja (q, r) 
verificando (D) se llama la división euclídea de los polinomios o también la 
división de f por g ordenados según las potencias decrecientes de X; q y r 
se llaman, respectivamente, cociente y resto en la división euclídea de f por g; 
(D) se llama la igualdad de la división euclídea. (ATENCIÓN: No olvidar la 
condición relativa a los grados.) 


c) Cálculo efectivo del cociente y del resto 
Observemos que si grd f<grd g se tiene 
f=8g0+f  grd f<grd g, 
luego q=0,r=f. 
Supongamos, pues, grd f > grd g 
f=a4,X +..+% (a, 0) 
8= DmX" +... + bo (Dm 0)  (m<mn) 


y operemos como lo hemos hecho para buscar el cociente de f por g cuando 
f es divisible por g. 

Consideremos el monomio mp cociente del monomio dominante de f por 
el monomio dominanté de g sea m,= (a,/b,,)X"-", pongamos 


(1) f=f—mg. 

O bien f,=0 y f es divisible por g, siendo el cociente m, o bien 
grd f,<grd f. Si grd f,<grd g la operación está terminada q =Mp r=fi. 

Supongamos, pues, f, 0 y grd f| > grd g, podemos calcular el monomio 
m, cociente de los monomios dominantes de f, y de g, pongamos 

(2) f.=f—mg 


con f,=0 0 grd f.<grd f,. Si f, 0 y grd f. > grd g podemos recomenzar 
la operación. Supongamos que por este procedimiento se haya hallado 


(h) fa = fir — Ma-18- 
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la operación se podrá seguir si f, 0 y grd f, => grd g. Como 
grd f,<grd f,_¡<...<grd f,< grd f, 
hay un entero máximo k tal que 
(k) Íe= fia — M8 


con 
no (0 y grd f.>grd ge (f:=0 o grd f,<grd g) 


sumemos miembro a miembro las igualdades de (1) a (k) obtenemos 
h=f—(M+..+mo8  (6=0 o grd f.<grd g), 


luego según el teorema 9 
q=m>+..+Mp ete 


EJEMPLO 
Efectuar la división euclídea de f por g 
f=3X5 + X1—6X? + 5X—1, g=2X—X+1 
f= 3X5 + Xx! —6X4+ 5xX-—1 2% X+1=g2 
3 A 
—mMg= —3X5 +—X we 3 ES 3 
2 2 qe bi 
34 By | 
1, =/=mg = a 
7 1 
— = —x + XX 
mg= A ce A] 
f,=/—mg= 
—M4 = 
l 
| 
=1f,—mé = | 


Se puede simplificar la escritura efectuando de memoria el producto m,g y la sus- 
tracción f, — m8 


f=3X5+X0 6X+ 5X—1]  2X-X+1=8 
h= xt 5x— 1 A A 
2 2 4 
dias 3 1m4+2x—1 
2 2 
. mes lx 1 
4 4 


Se procurará dejar los lugares vacíos correspondientes a los monomios con coefi- 
cientes nulos. 
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d) Caso en que K es un anillo conmutatiyo unitario 


Se observará que en el cuerpo K, las únicas divisiones efectuadas son las 
divisiones por b,,, coeficiente dominante de g (en la búsqueda de los monomios 
Mo, Mi, ...y Ms ..., Mi). Luego la teórica y la práctica se aplica a todo par de 
polinomios de K[X], K anillo conmutativo unitario con la condición de que 
el coeficiente dominante del polinomio divisor g sea inversible en el anillo K: 
este es el caso si g es unitario. 


EJEMPLO 


División por X—a. En el anillo A[X], A anillo conmutativo unitario, efectuar la 
división euclídea de 


10) =4,X" +4, ¡X= 4... + 
por X—a; el resto es nulo o de grado cero, el cociente es de grado n— 1, de donde 
(Qu=t» «+» Y EA) 
AX 9 = (9 XT  + 9p) (X— 0) + 5 


con 
An = Unos 9-1 = 4, 
On 5 4-2 01 9n-2= Uy1 + 091 
A = Qp-1— 0 > ha = 4 ++ 49; 
a =4 —4, d% =4 +4 
4 =r —49 r  =4j, +0 


Por ejemplo, dividir f(X) por X +2=X-—(—2) con 
[X) =5X5— 2X34+ X24+ 7X— 3 
se obtiene 
q(X) = 5X4— 10X3 + 18X2—35X + 77, r==—157 


este método es muy simple por calcular el resto de f(X) por X—a, que no es otro 
que f(a); en efecto, la relación 


100 = 900 (X—a) + r(X) 


da, sustituyendo X por a, r= f(a). 


EJERCICIOS 
1. Efectuar las divisiones euclídeas de f por g en Q(X) con 
a) f[=7X'—X3+2X—4, =2X2—3X—5 
b) f= Xi—1, g£g= X—1 


2. Calcular f(a) para los polinomios f de (Q[X] o C[X]) y los escalares a siguientes: 


a) f=2X3—5X348X, a==3e0 
b) f=4X34+X> a=—1—ieC. 
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3. Hallar el cociente de (X—2) + (X—1)"—1 por (X—1)(X—2). 

4. Verificar las igualdades siguientes válidas en A[X], anillo conmutativo unitario, 
(as A, neN) 

(X— a) (XL 4 aX 2 0 4 RN > ami) 

X"—at =(X + a) (XI —aX02 4 4, 4 (— ax > 4 (— JD) 4 [(— 1" + 1]. 

Xi 4 an = (X—a) (XL aX XA + ami) + 208 

Xq a =(X a) A — aX (a XA e (a) + (E 4 1] 


Hacer explícitas estas fórmulas para 2<n<5. 

5. Hallar el cociente qy de f=X"+!—(n + 1)aX" + na"+! por (X—a), después el 
cociente q de q, por X—a; deducir una igualdad en A[X] (A anillo conmutativo 
unitario). 

6. ¿Se puede efectuar la división euclídea de f por g con 

f=6X3+X2+7X g=3X2+2X—1 
en Z[X]? 


190. Divisibilidad en el anillo principal K[X] (K cuerpo conmutativo) 
a) TeoREMA 10.—Siendo K un cuerpo conmutativo, el anillo K[X] es principal. 


Sabemos ya ($ 184, teorema 4) que K[X] es un anillo unitario íntegro. 
Es suficiente demostrar que todo ideal 1 de K[X] es principal (8 94, c). 

Sea 1 (0), hay en 1 polinomios no nulos, el conjunto de sus grados 
admite un elemento mínimo n, sea f un polinomio de I que tiene este grado 
mínimo. 

Consideremos un polinomio arbitrario p de I, efectuemos la división euclí- 
dea de p por f 


p=fq+r, (r=0 o grd r<grd f); 


ahora bien, r =p—fq pertenece a 1; luego, siendo f de grado mínimo en l, 
es imposible que grd r<grd f, luego r=0 y p= fg, luego 1= (f). 

Si 1 (0) es tal que I= (f) = (g), el teorema 2 ($ 98) y el corolario del 
teorema 4 ($ 184) muestran que existe 1 0 de K tal que g=Af, luego: 


CoroLARIo. — Siendo K un cuerpo conmutativo, a todo ideal 1+(0) de K[X] se 
puede asociar un polinomio unitario f no nulo, único tal que 1= (f). 


Se deduce de estos resultados que todo lo que hemos dicho del anillo Z 
en los $$ 99, 100 y 101 del capítulo 7 (m.c.d., m.c.m., divisibilidad) puede 
trasladarse al anillo K[X] reemplazando +1 por un elemento cualquiera de 
K* Los elementos extremales de K[X] se llaman polinomios irreducibles 
de K[X]: estos son los polinomios f no nulos de grado >0 (no inversibles) 
y divisibles solamente por A y Af (A1€K”). 

Vamos a servirnos ahora de algunos resultados de estos párrafos enun- 
ciándolos con el vocabulario utilizado en K[X]. En el párrafo siguiente hare- 
mos lo mismo para los polinomios irreducibles. 
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OBSERVACION 


La hipótesis K es un cuerpo es esencial para afirmar que K[X] es un anillo prin- 
cipal (ver ej. 2 más abajo). 


b) Siendo fi fa ..., f. polinomios distintos de cero, existe un polinomio 
unitario único d y un polinomio unitario único m tal que 


() +... + (1) = (0) 
(YN... N (f,) = (m) 


d es el m.c.d. y m el m.c.m. de f;, ..., fa. Diremos, siendo A un elemento 
no nulo de K, que 1d (resp. 1m) es un m.c.d. (resp. un m.c.m.) de fi, ..., fu 
Se observará que el calificativo máximo (resp. el mínimo) se aplica al grado 
de los polinomios considerados. 

Se ruega al lector a manera de ejercicio escribir los enunciados de los 
teoremas análogos a los teoremas 4 y 4”, 5 y 5', 6 y 6', 7, 8, 9 y 9 de los 88 99 


al 101, por ejemplo: Siendo f,, f», ..., f, polinomios distintos de cero, las pro- 
piedades siguientes son equivalentes: 
l. fu ..., f, son extraños en su conjunto (o primos entre sí en su conjunto), 


es decir, sus únicos divisores comunes son los polinomios constantes 
2. El m.c.d. de f,, ..., f,, es el polinomio 1. 
3. Existen polinomios uy, ..., Un de K[X] tales que 


fu +... + fi, =1 (igualdad de Bezout). 


4. Para todo polinomio g de K[X] existen los polinomios gi, ..., gn de 
K[X] tales que 
8=f8+ + fiBn 


Se puede precisar la igualdad de BezouT para dos polinomios f y g primos 
entre sí. Sabemos que existe u y v tales que 


(B) fu+gvu=1 
efectuemos las divisiones euclídeas respectivas de u por g y v por 


u=g4 +4  (u=0 o grd uw<grd g) 
v=f +  (v%=0 o grd w<grd f), 


de donde 
fue + g0o + fe(u, + 01) =1 


si uy (resp. vo) es nulo, g divide u, luego 1=fu+gv y grd g=0 (resp. 
f= 0); supondremos f y g de grado estrictamente positivo, luego uy y vo) SON 
no nulos. Tenemos entonces grd (fuy + gvo) < grd f + grd g, luego si u, + v, 0 
la igualdad anterior es imposible, pues grd [fg(u, + v,)] sería estrictamente 
superior a (grd f + grd g). En consecuencia, u, + v, = 0. Demostremos que el 
par (uo, vo) así determinado (grd u,<grd g, grd vo<grd f) es único; sean, 
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en efecto, dos parejas (uo, Wo), (uz, v,) las que verifican estas condiciones sobre 
el grado 


fus + gue = fu, + gua = 1 => f(Uy — 42) = g(v, — vo) 
f primo con g divide v,—v, (teorema de GAUSS, ver $ 99, teorema 7); ahora 
bien, grd f>grd (v,—vp), luego v,—v.=0 (8 189, a) y u¿= uy luego: 
si f y g son dos polinomios primos entre sí de K[X], de grado no nulo, 
existe un único par (us vo) de polinomios K[X] verificando la relación 


(B) fuo + gu =1,  grd uy <grd g, grd v,< grd f). 


c) Algoritmo de Euclides para buscar el m.c.d. de dos polinomios 


En el caso de Z se sabe factorizar todo entero en producto de números 
primos: resulta de ello un método efectivo para hallar el m.c.d. (aplicación 
2 del teorema 11, $ 102). En K[X] demostraremos la existencia de la des- 
composición de todo polinomio de K[X] en producto de polinomios irredu- 
cibles, pero no hay en general procedimiento alguno para calcular efectiva- 
mente estos factores irreducibles; no podemos, pues, emplear este método 
para calcular efectivamente el m.c.d. de dos polinomios; el algoritmo de 
EucLipeS (ver $ 99, ej. 2) nos permitirá calcular efectivamente el m.c.d. 
de f y de g. 

Sea f y g dos polinomios distintos de cero, efectuemos las divisiones euclí- 
deas siguientes parándonos cuando tengamos un resto parcial igual a cero 


f =82 tr (grd r <grd g) 
g =rq+n (grd r, < grd r) 


Pn-2 = Pn-19n + Yan (grd r, <grd r._1) 
Pra = Pumas Cer = 0) 
se ve fácilmente que los divisores comunes a f y g son idénticos a los divi- 
sores comunes a 7j_, y 7; éstos son, pues, los divisores de r,; r, último resto 
no nulo es, pues, un m.c.d. Por otra parte, estas igualdades permiten encon- 
trar efectivamente uy y Un tales que Y, = fu, + Du, luego u y v tales que 
Yn = fu + go. 

La operación puede escribirse de la manera siguiente escribiendo los co- 
cientes encima del divisor correspondiente y recopiando cada resto parcial 
a su nuevo lugar de divisor 


q | q q2 4 


f|g2 r y r” 


Tr n 73 a 
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EJERCICIOS 


1. Si K y L son dos cuerpos conmutativos tales que KC L, demostrar que dos 
polinomios con coeficientes en K son distintos en K[X] si y sólo si lo son en L[X]. 

2. Demostrar que los dos polinomios X?-+ 1 y 2X de Z[X] son primos entre sí. 
Deducir que el anillo Z[X] no es principal (considerar el ideal 1 engendrado por 
X2+1 y 2X que, si fuera principal, sería (1) = Z[X] lo que sería falso). 

¿Qué se puede decir en Z[X] del ideal engendrado por X2+1 y X? 

3. En el anillo Z[X] demostrar que el ideal engendrado por X?+ 1 es primo y no 
maximal. 

4, Calcular el m. c. d. de f y g para 

a) [=X+X3—3X2—4X—1, g=X34+X2=X—1 

b) f=X'—10X2+1, g= X*—442X3 + 6X2—4y2 + 1 

Cc) f=X5—¡X'4 X3—X24+ ¡X—1, —g=X'—iX3 4 3X2—2iX +2. 


5. Calcular el m.c.d. de f =2X6—5X5— 14X% + 36X3 + 86X? + 12X—31, 
8 = 2X5—9X1 + 2X3 + 37X? + 10OX—14, —h=X3—2X—1. 


6. Siendo f y g primos entre sí hallar todas las parejas u y v tales que fu + gv= 1 
(ver $ 99, ej. 1, a). 

7. Se consideran los polinomios f(X) tales que f(X) +1 sea divisible por (X— 1) 
y 1(X) +2 divisible por X*, hallar los polinomios f(X) de grado mínimo, seguidamente 
todos los polinomios f(X). 

(Observar que (X—1) y X* son distintos y utilizar la fórmula de Bezour (By) —con 
limitación de los grados— y el ejercicio 6 de más arriba.) Ver otro método, $ 192, ej. 8. 


191. Polinomios irreducibles en K[X] (K cuerpo conmutativo) 


Siendo K un cuerpo conmutativo, f es un polinomio irreducible de K[X] 
si no es inversible (es decir, si grd f>0) y si no es divisible más que por 
2 y M (A elemento cualquiera de K*). 

Siendo divisible el polinomio cero por cualquier polinomio: un polinomio 
irreducible es siempre no nulo. 

Por otra parte, es evidente que un polinomio de primer grado es siempre 
irreducible. 

Observemos que si L es un supercuerpo conmutativo de K, f elemento de 
K[X] es también elemento de L[X]; pero f puede ser irreducible en el 
anillo K[X] y reducible en L[X]. Por ejemplo, 


Xx —2=(X—V2)(X + /2) 
X+1=(X-DA+1) 


X?—2 y X?+ 1, irreducibles en Q[X], son reducibles, respectivamente, en 
R[X] y C[X]. . ] . . 

Por un abuso de lenguaje en lugar de decir f es un elemento irreducible 
de K[X] diremos algunas veces f con coeficientes en K es irreducible (o redu- 
cible) sobre K (o sobre L supercuerpo de K). 
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En el anillo principal K[X], tenemos resultados análogos a los teoremas 10 
y 11 del $ 102, 
Sea f un polinomio de grado no nulo, no irreducible, admite divisores q 
tales que 
0<grd q<grd f 
entre esos divisores q, existen polinomios de grado mínimo. Sea g, uno de 
ellos: es evidente que g, es irreducible. 
Se tiene, pues, 
f=8ñ 
si fi no es irreducible, si existe un divisor g, irreducible de f,: f,= gf 
de donde 
f= 8184. 
tendremos entonces 
Í = 8182 --- 8nfr 
siendo £¡ 82 ..., 8n irreducible y 
grd f>grd f,>... >grd f, 


al cabo de un número finito de operaciones obtendremos un polinomio f, de 
grado cero o bien irreducible. 

En consecuencia, tendremos con 8, ..., 8, irreducibles y unitarios A ele- 
mento de K* 


Í= Wi82 --- En 


se demostraría que esta descomposición es única (salvo el orden), como en 
el $ 102; esto no quiere decir que los polinomios g,, ..., g, sean distintos, 
de donde reagrupando los polinomios g; iguales entre sí: 


TEoREMA 11.— Todo polinomio f de grado no nulo de K[X] admite al menos un 
factor irreducible y puede escribirse de una manera única (salvo el orden) 


[=Mgp... (8) 


en donde h es un elemento de K*, g,, ..., 8, polinomios unitarios irreducibles sobre K, 
distintos dos a dos y Kk;, ..., K,, enteros estrictamente positivos. 

Esta descomposición se llama factorización canónica de f en K[X]. Este 
anillo K[X] es, pues, un anillo factorial (yer capítulo 5, ej. 106). 


EJERCICIOS 


1. Si f es un polinomio irreducible, el ideal (f) es maximal; demostrar utilizando la 
fórmula de BezouT que el anillo cociente K[X]/(f) tiene una estructura de cuerpo con- 
mutativo. Demostrar en particular que R[X]/(2 + 1) es un cuerpo isomorfo a C. 

2. Hallar el m.c.d. de dos polinomios descompuestos en factores irreducibles (ver 
$ 102). 
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192. Raíces de un polinomio de K[X] (K cuerpo conmutativo) 


u) DEFINICIÓN 6.—Siendo f un polinomio de K[X], se dice que el elemento «u 
de K es raíz de f si f(a) =0. 

Siendo L un supercuerpo de K y f siempre un polinomio de K[X] si a de L es tal 
que f(a)=0 diremos que a es una raíz de f en L. 


Se ve en los siguientes ejemplos que una raíz a de f en L puede que no 
sea raíz de f en K 


[X)=X—2€Q[X], ((/2=0, v2eR, v2éQ 
(%)=X+180[1XJ,  /0 =0, ¡ec, i40Q. 


Cuando digamos que a es raíz de fe K[X], sobrentenderemos que a es 
un elemento de K. 


TEOREMA 12.—a elemento de K es raíz del polinomio f de K[X] si y sólo si f es 
divisible por X—a. 


La igualdad de la división de f por X—a 
[) =(X—0)8X) + MX)  (4=0 o grd h=0), 


luego h pertenece a K, de donde sustituyendo X por a, f(a) = h. 

Este teorema nos dice que todo polinomio de K[X] que tiene una raíz 
en K no es irreducible; la recíproca no es cierta: así (X? + 1) reducible 
sobre R está desprovisto de raíz en R. 

Siendo a, raíz de f, puede que f sea divisible no solamente por X — q, sino 
por (X—a)* (h>1); hay, pues, k>0 máximo tal que f sea divisible por 
(X —a)*, de donde la definición: 


DerINiciÓN 7.—Se llama orden de multiplicidad de una raíz a de un polinomio f el 
entero mayor k tal que f sea divisible por (X— a). 

Si k= 1 se dice que a es raíz simple de f. 

Si k>1 se dice que au. es raíz múltiple de orden k de f. 


Luego si a, es raíz de orden k de f 
[(%) = (X—0)8X), — g(0)0 


pues g(a)=0 implicaría la divisibilidad de g por X—a, luego la de f por 
(X—a)* con k'>k. 

Algunas veces se extiende esta definición a a no raíz de f diciendo que a, 
tal que (a) 0, es raíz de orden cero de f. 


EJERCICIOS 


1. Siendo L un supercuerpo conmutativo de K, a una raíz de orden h en K del 
polinomio f de K[X], demostrar que el orden de «a raíz en L de f considerado 
como polinomio de L[X] es también h. 
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2. Dos polinomios f y g de K[X] primos entre sí no tienen naturalmente raíces 
comunes en K, demostrar que tampoco tienen en todo supercuerpo conmutativo de K 
(utilizar la igualdad de BEzOUT). 

3. ¿Se pueden extender las definiciones y resultados precedentes al caso en que 
K es sólo un anillo conmutativo unitario? (Cuidado con los divisores de cero. Se demos- 
trará que el polinomio unitario X—« no es divisor de cero en K[X], K anillo con- 
mutativo unitario.) 


b) Sean a ..., Om) M raíces distintas de orden respectivo k;, ..., Km del 
polinomio f de K[X], se ve fácilmente que (X—ay*, ..., (X—am)*" son 
extraños dos a dos y, en consecuencia, que f es divisible por su producto 
(ver resultados análogos aquellos de los corolarios del teorema 7, 8 99), luego: 


TEOREMA 13.—Si los elementos Q,, ..., 0, de K son raíces dos a dos distintas, de 
orden respectivo K;, ..., K,n (estrictamente positivos) del polinomio f de K[X], existe 
un polinomio g de K[X] tal que 

(1) 100) = (Aa)... (A — A AX), 


Por otra parte, f 0 si y sólo si g 0 y 
grd f—(k, +... + Km) = grd g>0, 


luego si se considera todas las raíces de un polinomio no nulo, este conjunto 
es finito y la suma de su orden de multiplicidad es inferior al grado de f. 
Resulta que un polinomio f de grado n a lo sumo“% y que tiene al menos 
n +1 raíces es nulo: 


CoroLarIo 1.—Si f es un polinomio de K[X] de grado n a lo sumo: 

1. Si 10 la suma de los órdenes de: multiplicidad de las raíces de [ es inferior 
o igual a n. 

2. Si la suma de los órdenes de multiplicidad de las raíces es estrictamente superior 
an, f=0. 

Sean entonces dos polinomios f y g de grado n a lo sumo de K[X], tales 


que las funciones asociadas f y g toman el mismo valor para n +1 valores 
distintos de la variable, se tiene entonces f—g= 0; en consecuencia, f = g, 
de donde: 


CoroLaRio 2.—Si f y g son las funciones polinomios asociadas, respectivamente, a 
dos polinomios f y g de grado n a lo sumo, de K[X], si f y g toman el mismo valor 
para n +1 valores distintos de la variable, f= g. 


Consideremos el homomorfismo « de K[X] en S(K, K) ($ 185) 
f>oM=f. 


(36) Recordemos que decimos, por abuso de lenguaje, «f es de grado n a lo sumo» en lugar de 
«f=00 grd [<n». 
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Sean f y g dos polinomios tales que Í=%, es decir, tales que 
Wie) 0=40 


si K es infinito estas funciones serán iguales para n +1 valores distintos de 
la variable, siendo n= sup (grd f, grd g) y f=g8; luego el homomorfismo 
estudiado es inyectivo, también biyectivo, puesto que sabemos que es supra- 
yectivo, 

Si K es finito los ejemplos (ver $ 185, ej. 1) muestran que este homomor- 
fismo no es inyectivo. Relacionando estos resultados con los resultados ya 
obtenidos en el $ 185 podemos enunciar: 


TEOREMA 14.—Si K es un cuerpo conmutativo la aplicación >Í de K[X] en 
$(K, K) es un isomorfismo si y sólo si K es infinito. 


Por consiguiente, en este caso (K infinito) no hay inconveniente en repre- 
sentar por la misma letra f el polinomio y la función polinómica asociada: 
es lo que haremos en particular cuando K es Q, R o C. 


EJERCICIOS 


4. Demostrar el teorema 13 sin utilizar las propiedades del anillo principal K[X] 
razonando por inducción y utilizando únicamente el hecho de que K es un anillo íntegro. 
Extender los corolarios y el teorema 14 al anillo A[X] y al anillo S(A, A) (siendo 


A un anillo íntegro unitario). 
5. Si 0%, ..., q, son n valores distintos de un cuerpo conmutativo K, demostrar 


que existe un polinomio y sólo uno f de K[X] tal que 
gediísn—1 y (i=1,2,...51)  f(a)=8B, 


donde Bj, ..., B, son n valores cualesquiera de K. Demostrar que este polinomio es 


Mi= =D 
10 Ys y) -.. (00) (X— 41) --- (X—2/) 


(a, —0,) (9,—4,_,) (4,¿—0;,,) (2,—0,) 
(fórmula de interpolarización de LAGRANGE). Ver otra demostración $ capítulo 12, ej. 379. 


c) Caracterización de las raices múltiples de un polinomio de K[X], 
donde K es un cuerpo conmutativo de característica nula 


Sea f 0 de grado n, y a. una raíz de orden k>0, se tiene k<nm y 


[(X) = XA—0)8(X), ga) 0 
de donde 
FX) = (X — 0) [kg(X) + (X — a)8(X)] = (X — 0) MX) 
con h(a) = kg(a) 0, luego a es una raíz de orden k—1 de f'. Recíproca- 
mente si una raíz q. de f es una raíz de orden k—1 de f' es raíz de orden 
k de f. Supongamos raíces de orden h>0 de f, se tendrá h—1=k-— 1, 
de donde h=k. 
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En consecuencia, si a es una raíz de orden k de f, q será raíz de orden 
k—1 de f' y de manera más general raíz de orden k—i de f% para ¿i<k 
y no será raíz de f[%, 

Recíprocamente sea a una raíz de f de grado n, tal que 


f(a) =f(a) ... =f[Ma)=0, — [NMa)x0 
desde luego k <m; la fórmula de TAYLOR (8 188) 


(09 =1(0) + 0010) ++ a 
nos da 
(E 
109 = 00800, ¿= E2 so 
pues 
MO) [a 19%) 
A A 


luego a. es raíz de orden k de f, de donde: 


TEoREMA 15.— Siendo f un elemento de K[X], K cuerpo conmutativo de caracterís- 
tica nula, las tres propiedades siguientes son equivalentes: 

1. a es raíz de orden k de f. 

2. aes raíz de | y es raíz de orden k— 1 de f'. 

3. fa)=f(a)=...= E-Ma) =0, [WMía) 0. 


OBSERVACION 

La segunda condición, en general, es más práctica, ya que en ella no interviene el 
orden de multiplicidad de q para los polinomios f, f”, ..., [4-D, 
EJERCICIOS 


6. Hallar la relación entre p y q de C para que X3 + pX + q tenga una raíz doble 
a, ¿cuál es esta raíz doble? 

7. Fíallar los polinomios f de grado n de K[X] (K cuerpo conmutativo de carac- 
terística nula) divisibles por f'. 

8. Resolver el ejercicio 7 del $ 190 con la ayuda de los polinomios derivados. 

9. En qué se transforma el teorema 15 si K es de característica p. Dar ejemplos. 


193. Polinomios irreducibles de C[X] y R[X]. Aplicaciones 


a) Cuerpo algebraicamente cerrado 


Sea un cuerpo conmutativo K tal que todo polinomio de K[X] de grado 
no nulo tenga al menos una raíz q, en K, se tendrá ($ 192, teorema 12) 


[%) = (ad) (grd f,=grd f—1) 
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se ve, pues, por inducción que si grd f[=n>0 
[(X) = (X —01) ... (X—amfX)  (grd f, =0) 


con f, = 4,, coeficiente dominante de f. 

Siendo irreducible todo polinomio de primer grado, resulta que en un tal 
cuerpo K, los únicos polinomios irreducibles son los polinomios del primer 
grado, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN 8.— Para un cuerpo conmutativo K las tres propiedades si- 
guientes son equivalentes: 

1, Todo polinomio de K[X] de grado no nulo admite al menos una raíz en K. 

2. Todo polinomio f de K[X] de grado n>0 admite n raíces Qy, ..., 0, en K. 

3. Los únicos polinomios irreducibles de K[X] son los polinomios de primer grado. 

Todo cuerpo poseyendo una de las propiedades precedentes se llama cuerpo algebraica- 
mente cerrado. 


Así Q y R no son algebraicamente cerrados, pues X?>—2 no tiene raíz en 
Q y X+L1 no tiene raíz en R. 

Dado un polinomio irreducible f de grado n de K[X], siendo K no algebraica- 
mente cerrado, se demuestra que existe un supercuerpo conmutativo minimal 
A de K, único, salvo un isomorfismo, tal que f tenga raíces en A, A se llama 
el cuerpo de las raices de f (ver ej. 348 al 350). Se demuestra un resultado 
mucho más interesante, el teorema de STEINITZ: todo cuerpo conmutativo K 
puede ser encajado(* en un supercuerpo conmutativo, algebraicamente cerrado 
£, único, salvo un isomorfismo, a £ se le llama cierre algebraico de K. La 
demostración de este teorema es de un nivel superior al de este curso. 


b) Caso del cuerpo C 


La invención de los números complejos (llamados entonces números ima- 
ginarios) en el siglo XvI, seguida rápidamente por la resolución de las ecua- 
ciones de tercer y cuarto grado con coeficientes en C, que tienen, respectiva- 
mente, 3 y 4 raíces en C (ver capítulo 13, ej. 441 y 442), junto con el hecho 
de que la ecuación 1" = a, tiene n raíces en C, hizo presentir desde el siglo XvI1 
que toda ecuación de n-ésimo grado con coeficientes en C tenía n raíces en 
C (naturalmente teniendo en cuenta su orden de multiplicidad). Varios mate- 
máticos del siglo XvIn y en particular D'ALEMBERT creyeron demostrar este 
resultado de varias maneras, pero ninguna era válida; es GAUSS quien tiene 
el mérito de encontrar esta demostración (de hecho al final del siglo xvi 
y al principio del siglo xIx, Gauss dio cuatro demostraciones distintas). Ad- 
mitiremos este teorema: 


TEOREMA DE D'ALEMBERT-GAUSS. — El cuerpo C de los números complejos es algebraica- 
mente cerrado. 


(*) N. del T.— Hemos preferido utilizar la palabra «encajado» para traducir «plongé», equi- 
valente a la palabra inglesa «imbedded», por responder mejor al sentido matemático que la de sumerglao. 
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Una de las características de este teorema es de no ser un teorema pura- 
mente algebraico; para demostrarlo hay que recurrir no solamente a las pro- 
piedades algebraicas de C, sino también a las propiedades topológicas que se 
derivan de las de R. 

Las distintas demostraciones se diferencian según la “dosis” de Análisis 
empleado para demostrarlo: Es necesario al menos utilizar el hecho de que 
todo número real estrictamente positivo tiene dos raíces cuadradas en R (ver 
$ 111) y el hecho de que todo polinomio de grado impar de R[X] tiene al 
menos una raíz real (ver curso de Análisis), Una de estas demostraciones se 
propone en el ej. 408, final del capítulo 13. 

El teorema de D'ALEMBERT-GAUSS y la definición de un cuerpo cerrado 
demuestra que para todo polinomio f(X) = a, + ... + a,X" de C[X] con a, 0 


se tiene 
[(X) = a, (X — 013) ... (X — a.) 
donde a, ..., a, Son números complejos distintos o no. 
Luego si f admite m raíces distintas (5 ..., Om de Órdenes respectivos 
Ki ...y Km se tendrá 
(1) [(X) = a, (X — a) ... (X— am)" 


con k,¡ +... + kn =2, siendo a, el coeficiente dominante de f. Desarrollare- 
mos las consecuencias de este resultado en el capítulo 13 (ecuaciones algebrai- 
cas de coeficiente en C). 
Observemos, sin embargo, seguidamente que si se pone 
(0) =4w%+4X +... +a,X" 


el polinomio f llamado polinomio conjugado del polinomio f de C[X], se tiene 
(EC) 


+o=f+8 fe=fg 0=%M. 


La aplicación f>f de C[X] en C[X] al ser evidentemente biyectiva las 
dos primeras igualdades demuestran que esta aplicación es un automorfismo 
del anillo C[X]. Pero la última de estas tres igualdades demuestra que esta 
aplicación no es un automorfismo del espacio vectorial C[X] ni del álgebra 


Cc[x]. a 
Además, esta aplicación es tal que (f) =f; luego f y g siendo dos polino- 
mios de C[X] la segunda relación anterior demuestra que 
f divisible por gs=f divisible por g. 
Finalmente se tiene 
[feC[X] y aseC]>f(a) = (a). 


c) Caso del cuerpo R 


f pertenece a R[X] si y sólo si f=f, luego si a€C, f de R[X] es divi- 
sible en C[X] por (X —a)*, k entero estrictamente positivo si y sólo si f=f 
es divisible por (X—a)*, de donde utilizando la definición 7 del $ 192: 
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TEOREMA 16. —Si f es un elemento de R[X], el número complejo a. es raíz de orden 
k de f si y sólo si GU es raíz de orden k de f. 


Sea f un polinomio de R[X] de grado n, según el teorema de D'ALEMBERT- 
Gauss, hay n raíces en C; algunas son reales ay, ..., tp de Órdenes respectivos 
h, 0.9 Ap. Las raíces complejas no reales se clasifican por parejas de raíces 
complejas conjugadas f, y B,, ..., B¿ y B, de órdenes respectivos K;, ..., Kg. 

Observemos que si B=u + iv (u, veR, v 0) se tiene 


(X— B X—B) = X2—(8 + B)X + BB = X—2uX + 12 + 0? =(X—u) + 0? 


este polinomio es irreducible, pues sus divisores propios siendo de primer 
grado no pueden ser más que X—f y X—B, que no pertenecen a R[X]; 
luego si f es de grado n, y de coeficiente dominante a,, tendremos con las 
notaciones anteriores y esto de modo único, salvo el orden, 


» 4 
0 1%) =4,][ %—ay [| 12? + 0319 
i=l i=1 
donde 01 ..0y Op Un +0. Ugr Oj <:0» Uy SOn reales (01, ..., %y NO nulos) y los 
enteros Rj, ..., Rp, Ki, k, verificando 


A+ + hy + 2AUK +. + Kg) =020= grd f. 


Se llama algunas veces “descomposición de Gauss” esta factorización de 
un polinomio real. 

Resulta de la fórmula (2) que los únicos polinomios irreducibles de R[X] 
son los polinomios de primer grado y los polinomios de segundo grado con 
raíces complejas no reales, es decir, los polinomios aX? + bX + tales que 
b?—4ac<0 (ver $ 114, b), de donde: 


CoroLarIo, — Los únicos polinomios irreducibles de R[X] son los polinomios de 
primer grado y los polinomios aX? +bX+»c tales que bi—4ac<0. Todo polinomio 
f de R[X] de grado n y de coeficiente dominante a, se escribe de un modo único, salvo 
el orden 

100) =a,Ph... PIoSt... She 

Siendo P; (1 <i<p) y Q; (1 <j<g9) los polinomios irreducibles unitarios, respectiva- 

mente, de primero y segundo grado, los enteros Ms eos Big Kio << K, verifican la relación 


hi +. +h,+ Uk +. +K,)=n. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que (ver $ 120, ej. 4 y 5) 
pi 


k 
Xx» —1=(X-D(X+ »T x—2x + ) 
poz 


h=p 

2hr 
2941] = x—o]](e-2 cos 
X9+1—1=( ) Em 


h=1 


+1). 
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2. Hallar la descomposición de Gauss de X*—2pX2+ q (p, qeR). En el caso en 
que las raíces de Y?—2pY + q son complejas no reales, es decir, p?—g<0, se obser- 
vará que q>0 y p+Vg>0 y se escribirá 


X1—2pX? 4 q =(X2 492 —2p +y gx 


aplicación a X*+ 1, X+X2+ 1. 
3. Hallar la descomposición de Gauss de X3+ 1. 


194. División de polinomios ordenados según las potencias crecientes 


Siendo K siempre un cuerpo conmutativo, consideremos los dos polino- 
mios de K[X] ordenados según las potencias crecientes 


[X) =4pX" +... +a/X" (4d, 0, m<n) 
EX) =b,X" +... +b¿X%  (bpb, 0, p <g). 
Podemos tratar de aplicar un procedimiento análogo al de la división euclí- 


dea de los polinomios, pero empezando por los monomios de menor grado; 
si es posible, es decir, si m > p, formemos 


a, 
m == 


Xx», fi=f—m8 


'p 


Vemos que el grado del monomio de menor grado de f, es estrictamente 
superior al del monomio de menor grado de f. 

Es decir, en este principio de operación nos interesamos no del grado del 
término de mayor grado de un polinomio (es decir, a su grado), sino del grado 
de su monomio de menor grado, lo que justifica la siguiente definición: 


a) Orden de un polinomio 
Der1NICIÓN. — Dado el polinomio 1=Dax de K[X], se llama orden de f, que se 
h 
representa w(f), al menor entero m tal que 
As 0. 


Resulta de esta definición que el polinomio cero no tiene orden y que 


para f 0 
w(f) < grd f 


la igualdad tiene lugar si y sólo si f es un monomio. 
Las propiedades de la adición y de la multiplicación de los polinomios de 
K[X], demuestran que f, g, f + g siendo no nulos 


of + 8) > inf [uxtf), wí8)] 
fa) = uf) + alg). 
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EJERCICIOS 


1. ¿En qué caso se tiene w(f + g) = inf [w(/), w(g)]? 
2. Se reemplaza K por un anillo conmutativo unitario cualquiera, ¿en qué se con- 
vierte la relación que da w(fg)? 


b) División según las potencias crecientes 


La operación tratada anteriormente podrá iniciarse si w(f) > w(g). Este será 
el caso cuando w(g) = 0, lo que ahora supondremos. Sea entonces mp el co- 
ciente del monomio de menor grado de f, es decir, a,,X”, por by 0, monomio 
de menor grado de g, pongamos 


09) f =f—mg 
tendremos 


hi =(0,X" +... +a,X)— ( Fx ) (o + Dx +... + D¿X0) 
o 


en consecuencia: o bien f,=, o bien 


af) > wtf) 
podemos empezar nuevamente la operación sobre f, y g y así sucesivamente 
mientras que fi, fa, ..., fh-, sean no nulos, pues las fórmulas 
(2) f.=f—mg 
(h+1 frir = fa — M8, 


en donde m, es el cociente del monomio de menor grado de f,_, por by 


el) < fi) < ... < tf) < wolf) 
grd (my) = w(f), grd (m) = w(f), ..., grd (mp) = wtf), 


en consecuencia: o bien encontramos un resto parcial f;,,=0 o bien la ope- 
ración se podrá continuar indefinidamente. 

En el primer caso existe k tal que f; 0, fi, = 0, por adición de las 
igualdades (h) de 1 a k + 1, tendremos 


0=f—(m+... + m)Jg 


esto se producirá si y sólo si f es divisible por g, entonces q =M+ ... + Mi 
es el cociente de f por g: la única diferencia con la división euclídea de f 
por g es que q está ordenado según las potencias crecientes de X, 

En el segundo caso para todo h, f, 4 0, la operación puede seguirse inde- 
finidamente: es lo que sucederá en realidad si f no es divisible por g. Tenemos 


w(f) = grd (mp) < grd (m)<... <grd (m,) <grd (m1), 


luego, cualquiera que sea el entero natural 1 > w(f), existe un entero único k 
tal que 
grd (my) <l y grd (m;,1) >1 
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sumando las igualdades (k) de 1 a k+1 obtenemos 


fis =Í—(M+ ... + ME 
con 
wlfi,1) = 8grd (M;,1) >1 


existe, pues, dos polinomios q y s definidos por 


q=M>+..+mM, fusr = X+s 
tales que 
f=8gq+X'"s  (grdg<)0. 


Veamos que fijado el entero !, la pareja (q, s) verificando la relación pre- 
cedente es única. En efecto, la relación 


f=8q +X'"s=8gq,+X's,  (grdgq<l, grd q,<l) 
da 
g(q — qu) = X''Us, —s) 
siendo g no nulo y el anillo K[X] íntegro, q = q, es equivalente a sx Si. 
Luego si q X q; 
w[g(q — q] = w(q—q1) < grd (q—qu) <l 
w[X"(s —8)] > (X'+) =1 +1 


luego la igualdad precedente es imposible con q x q; 
Finalmente si 1<uxf), es decir, 1+1<w(f) existe s único tal que 
f=X'+ls y la igualdad precedente tiene lugar con q = 0. De donde: 


Teorema 17.— Dados dos polinomios no nulos f y g de K[X] (K cuerpo conmu- 
tativo) verificando w(g)=0 y un entero natural cualquiera | existe una pareja única 
(q, s) de polinomios de K[X] verificando 


(Cc) f=82q+Xttis,  (q=0 0 grd (9) <!) 


La determinación de la pareja (q, s) partiendo de la pareja (f, g) se llama 
división según las potencias crecientes, q y X'*!s son, respectivamente, el 
cociente y el resto relativos al entero 1 en esta división. 


Observemos que si f es divisible por g, la relación (C) anterior es siempre válida 
para todo 1, pero el polinomio q en esta relación no es en general el cociente de f 
por g, no lo será más que si l > grd f—grd g y se tendrá entonces f = gq, con s=0. 


La operación se dispone de la manera siguiente: dividamos 1 —X —X*— XS 
por 1—X—X? con 1=3 


f LK Xx X'|1-X-—X =8 
—mg= —14+X4X 1+4X  =q 
ñi= x2—xX3 Xi 
—mg= AS 


f.=X's XxX 
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Se tiene entonces 
1—X— XX =(1—X—X3 (1 + X3 + X'(1—X3. 
OBSERVACIONES 


1. Hemos seguido en la exposición de la división según las potencias crecientes un 
camino diferente al de la exposición de la división euclídea, pues la necesidad de aumen- 
tar el grado de q para obtener la unicidad de q y r sólo se percibe cuando se hace 
efectivamente la división siguiendo las potencias crecientes. Pero se hubiera podido seguir 
un procedimiento mucho más dogmático, análogo al de la división euclídea (ver ej. 3 
más abajo). 

2. Si w(g)=m>0 para que la operación pueda empezar es necesario suponer 
w(f) > m. Supongamos que se cumple esta condición y pongamos 


f=fX", g=8X"”, (0) =0); 


existe, pues, g y s tal que 
f =8/q + X'+Is (q=0 o grdq=<il) 


q y s verifican, pues, 
f=89+Xu+bIs  (q=0 0 grdgs!). 


3. Si sólo interesa la determinación efectiva de q (grd q < 1) basta efectuar la opera- 
ción sobre los polinomios f, y g, tales que 


=p +X e=8 +X" 8, 
w(g) = w(g,) = 0 implica la existencia de q y s, tales que 


hi=89+X"Is (q=0 0 grdq<l) 
de donde 
= q + X'Ms, + f,— 8,9) 


el cociente de f por g relativo a l es el mismo que el de f, por g, relativo a /. Esta 
observación se utiliza en Análisis para buscar un desarrollo limitado de orden ! de una 
fracción racional. 

4. Si f es divisible por g encontraremos, después dé un número finito de operacio- 
nes, un resto parcial f,=0. En este caso grd q=grd f/—grd g, luego si se obtiene 
en un momento dado un monomio q, de grado estrictamente superior a (grd f—grd g), 
se está seguro de que f no es divisible por g. 


EJERCICIOS 


3. Dado f y g de K[X], con w(g) =0 y f no divisible por g, demostrar que existe 
un polinomio q y uno sólo tal que, cualquiera que sea 1 => w(f), se tenga 


grd q<!1<w(f— gq) 


(considerar el conjunto de los polinomios f— gp en que p describe el conjunto de los 
polinomios de grado <!. Demostrar que w(f—gp) está acotado superiormente, seguida- 
mente que si q hace en «(f—gq)<I y deducir de ello que q es único). 

4. Dividir 1 por 1—X, o 1 por 1—aX en K[X] (aeK), escribir las igualdades 
relativas al entero f. 
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5. Dividir 2—X+3X*—X5 por 1—X+X3 según las potencias crecientes con 
grd q<7. 

6. Dividir 1—X cos a por 1—2X cos a+X? (aeR) según las potencias crecien- 
tes, con grd q <n, el mismo problema con X sen a y 1—2X cos a+ X?. 

Deducir las fórmulas obtenidas al final del $ 121 (sustituir X por 1 en las igualdades 
obtenidas). 


lll. Estudio de K[X:, ..., X=] (K cuerpo conmutativo) 


Representaremos, respectivamente, por O y 1 el cero y la unidad de K. Algunos de 
los resultados demostrados son válidos en casos más generales, lo señalaremos eventual- 
mente en la teoría o en los ejercicios. 


195. Anillo K[X;, ..., X,»]. Nociones sobre la divisibilidad 


Sabemos ya que K[X,, ..., Xm] es un anillo unitario, íntegro. Según lo que 
hemos visto en el $ 186, K[X;, ..., Xm] =XK[X; -» Xm-1J[Xm] tiene por 
elementos inversibles K[X; ..., Xm-1], luego razonando por recurrencia 
se ve que: los elementos inversibles de K[X,, ..., Xm] son los elementos 
inversibles de K, es decir, los elementos no nulos de K (siendo K un cuerpo). 

Un polinomio f de K[X;, ..., Xm] es irreducible si no es inversible y si sólo 
admite como divisores A y Af (,€K*). Luego si f es reducible existen poli- 
nomios f, y f, tales que 


f=ff. y  (0<grd f,<grd f). 


Como en el caso de una indeterminada si L es un supercuerpo conmu- 
tativo de K, f polinomio irreducible de K[X,, ..., Xm] puede ser reducible en 
L[X, ..., Xm]; por ejemplo, X? + Y? es un polinomio irreducible de R[X, Y], 
pero en C[X, Y] 

X? + Y? =(X —iY) (X + Y). 


Dos elementos f y g de K[X;,, ..., Xm] son extraños (o también primos 
entre sí) si sólo tienen como divisores comunes los polinomios constantes 
(elementos de K*). Se definirá igualmente una familia (f;) (1 <i < p) de poli- 
nomios extraños en su conjunto y una familia de polinomios extraños dos a dos. 

Las definiciones y propiedades precedentes son análogas a las de K[X], 
ya que son comunes a todos los anillos unitarios íntegros. Pero esta analogía 
termina pronto, pues para m > 2 el anillo K[X,, ..., X] no es principal. Con- 
sideremos, en efecto, K[X, Y]: X e Y son manifiestamente distintas, luego si 
K[X, Y] fuera un anillo principal como Z y como K[X], existiría u y v 
de K[X, Y] tales que (ver capítulo 5, 8 99 y ej. 105) 


U(X, Y)X + v(X, Y) Y =1 


entonces sustituyendo la X y la Y por 0 se obtendría un absurdo. 
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En consecuencia, las propiedades 1, 2 y 3 enunciadas en el 8 103, equi- 
valentes en un anillo principal (capítulo 5, ej. 105) no lo son en general en 
el anillo de los polinomios con varias indeterminadas, lo mismo ocurre con 
las propiedades 4, 5 y 6 enunciadas en el mismo párrafo (ver ej. 1 más abajo). 

El estudio de los ideales de K[X,, ..., X,,] (rm > 2) es una parte importante 
del álgebra que excede infinitamente el margen de esta obra. Nos conten- 
taremos en dar algunas propiedades elementales que nos serán útiles en lo 
que sigue y, por consiguiente, limitándonos a K[X, Y] o K[X, Y, Z] para 
simplificar la escritura: algunas de ellas se prolongan por sí mismas a 
O 

Si f es divisible por g en K[X, Y], es evidente que f es divisible por g 
en K[X][Y], o en K[Y][X]. 

En consecuencia, para ver si f es divisible por g, se podrá efectuar la di- 
visión euclídea de f por g en K[X][Y]: si los coeficientes del cociente son 
elementos de K[X] (es decir, son polinomios en X y no fracciones racionales 
en X, ver capítulo 12) y si el resto es nulo, f será divisible por g (ver ej. 2, 3 
y 4 más abajo). 

Naturalmente esto se extiende a K[X;, ..., X»] =K[X;, +. Xm-1][X,:]- 

En particular la división euclídea de f(X, Y) por X—Y en K[Y][X] es 
siempre posible: el mecanismo es formalmente idéntico a la división de [((X) 
por X—a (ver 8 189); se tendrá, pues, 


XA, Y) =(X-— Y) q(X, Y) + r(Y) 


siendo q y r los polinomios con coeficientes en K. 
La divisibilidad de f por X—Y equivale a r=0, es decir, f(X, X)=0, 
de donde: 


TEOREMA 18.—f(X, Y) de K[X, Y] es divisible por X— Y si y sólo si f(X, X) =0. 
Supongamos que f de K[X, Y, Z] sea divisible por (Y —Z), (Z—X), 
(X — Y), se tendrá 
[(X, Y, Z) =(Y—Z)8(X, Y, Z),  geK[X, Y, Z] 


ahora bien, f es divisible por Z—X, luego f(Z, Y, Z)=0 lo que implica, 
pues Y —Z es no nulo y el anillo K[X, Y, Z] íntegro, g(Z, Y, Z) =0, luego 


2(X, Y, Z)=(Z—X)MX, Y, Z),  heK[X, Y, Z] 
igualmente f(X, X, Z) = 0 implica g(X, X, Z) =0 y MX, X, Z) =0, de donde 


hX, Y, Z) = (XV) q(X, Y, Z), q€K[X, Y, Z] 
[(X, Y, Z) = (Y —Z)(Z—X) MX — Y) q(X, Y, Z). 

CoroLArI0. —Si el polinomio f de K[X, Y, Z] es divisible por Y—Z, Z—X, X—Y, 
es divisible por (Y —Z)(Z—X)(X— Y). 


Este resultado se verifica en el caso de m indeterminadas y en el caso en 
que los coeficientes se toman en un anillo íntegro unitario A (ver ej. 5 más 
abajo). 
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Anotemos finalmente un resultado relativo únicamente a los polinomios 
homogéneos con dos indeterminadas. Sea 
F(X, Y) = 0 Y" +4/XY"1 4... + a/X "Y" 4... +a,X" 


las aplicaciones p y «W definidas en el $ 186, e), nos permiten escribir, si 
4, + 0, y suponiendo K algebraicamente cerrado, para simplificar, 


[= YE) =FX, 1) =4,(X— a) ... (X— 5) 


siendo ay, ..., an las raíces de K de F(X, 1). 
Ahora bien, a, + 0 implica que y y y son biyectivas y pq”! = y, de donde 


F(X, Y) = 0(/) = a (X — ar Y) ... (X— anY). 
Si a, =0, se tendrá F = Y"-'G, con 
G=4aY' +... +09/X'"Y +... +aYX' aj 


siendo no nulo, se factorizará a G como anteriormente a F. 
Si K no es algebraicamente cerrado se tendrá 


F(X, Y) = (X—aY) ... (X— am Y) Q(X, Y) 


siendo aj ...» Om las raíces de F(X, 1) en K y siendo Q un polinomio de 
K[X, Y] tal que Q(X, 1) está desprovisto de raíces en K. 


EJERCICIOS 
1. Siendo f un polinomio de K[X,, ..., X,»], el conjunto de las x= (Xj, ..., Xy) 
de K” tal que f(Xj «0» Xm) =0 se llama una hipersuperficie algebraica de K" (se dice 


curva para m=2 y superficie para m= 3). 

Si el polinomio f es reducible, es decir, si f=/ff, (0<grd f,<grd f) se dice que 
la hipersuperficie f =0 se descompone en dos hipersuperficies f,=0, f,=0. 

Demostrar que, dados f y g, si existen u y v tales que uf +vg= 1, no solamente 
que f y g son irreducibles, sino las hipersuperficies f =0 y g=0 tienen una intersección 
vacía en Kr (si K es algebraicamente cerrado se demuestra que la intersección de 
1,=0, ..., fh =0 es vacía si y sólo si existe Uy, ..., 4, tales que Uf, +... + 45f, = 1). 

2. Demostrar que en Z[X, Y, Z], f[=X3+Y3+Z3—3XYZ es divisible por 
X + Y + Z, hallar el cociente. Demostrar que en C[X, Y, Z], f es el producto de tres 
polinomios homogéneos de primer grado (ver capítulo 9, ej. 236). 

3. Estudiar la divisibilidad de X"— Y", X" + Y" por X—Y o X + Y en Z[X, Y]. 

4. Demostrar que f=nX"*!—(n + 1)X"Y + Yu+! es divisible por (X—Y» en 
Z[X, Y], determinar el cociente. 

5. Demostrar que si f€A[X, ..«, X] es divisible por X,—X, (1<i<j<m), 
f es divisible por el producto de estos polinomios (A anillo unitario íntegro). 

6. Se dice que f de A[X, Y] (A anillo unitario íntegro de característica nula) es 
simétrico (resp. antisimétrico) si f(Y, X) =f(X, Y) (resp. (Y, X) =—f(X, Y). 

Demostrar que todo polinomio f antisimétrico es divisible por X— Y, ¿qué se puede 
decir del cociente? Deducir de ello que todo polinomio simétrico divisible por X— Y 
es divisible por (X— Y), ¿qué se puede decir del cociente? 

7. Factorizar los polinomios (X + Y)? —X"—Y" para n=3, 5 o 7 en Z[X] y 
en C[X]. 
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196. Espacio vectorial y álgebra K[X,, ..., X] 


Se ve fácilmente que cualesquiera que sean f y g de K[X,, ..., Xm] y A 
del cuerpo conmutativo K, f + g, Af pertenece a K[X,, ..., Xm] y que estas 
dos operaciones verifican los axiomas V, al V¿ que definen un espacio vec- 
torial sobre K (ver $ 125). Por otra parte, K[X,, ..., X,] tiene una estructura 
de anillo y finalmente (.f)g = (Ag) = Mfg); como para K[X] tenemos, pues: 


TEOREMA 5”.—Si K es un cuerpo conmutativo, K[X,, ..., X] provisto de la adición 
(2 >1+8 y de la multiplicación externa (A, f) >M, tiene una estructura de espacio 
vectorial sobre K; provisto, además, de la multiplicación interna (f, g) >fg, K[X;, .., Xm] 
tiene una estructura de álgebra sobre K. 


El teorema (2') del $ 186 demuestra que la familia (X"Y') ((i, j) €N?) es 
una base de K[X, Y], se le llama la base canónica; igualmente lo es la 
(Kb)... Xi) ((ó1 ..07 4) EN”) para K[X;, ..., Xm]. 

Observemos que (m>1), K[X;, ..., Xm-,] es un anillo y no un cuerpo, 
luego K[X,, ..., Xm] que tiene una estructura de espacio vectorial sobre K 
tiene una estructura de módulo sobre el anillo K[X,, ..., Xm-1] (ver capítulo 7, 
ej. 179). 

Llamando todavía, por abuso de lenguaje, conjunto de polinomios de grado 
total o igual a lo sumo a n, al conjunto de los polinomios no nulos de grado total 
o igual a lo sumo a n y del polinomio cero vemos inmediatamente: 


CoroLarIo 1.—El conjunto de los elementos de K[X,, ..., Xm] de grado igual a lo 
sumo a n, es un subespacio vectorial de K[X,, ..., XmJ- 


Igualmente designando por conjunto los polinomios homogéneos de grado 
total n, la reunión de los polinomios homogéneos no nulos de grado n y del 
polinomio nulo, se tiene: 


CoroLarIo 2.—El conjunto de los polinomios homogéneos de grado total n, es un 
subespacio vectorial de K[X,, ..., Xi]. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuál es la dimensión de A, conjunto de los polinomios homogéneos de grado 
total n de K[X, Y]? (Utilizar el teorema 2” del $ 186 y el ej. 3). 

2. Si 8, designa el conjunto de los polinomios de grado total igual a lo sumo a n 
de K[X, Y] demostrar que 

8, =01,0..O%, 

deducir la dimensión de 8, 

3. Aplicar los resultados de los ejercicios 1 y 2 anteriores a K[X,, ..., X,,]. 

4. Demostrar que K[X] es un subespacio vectorial y una subálgebra del espacio 
vectorial o del álgebra K[X, Y]. 

Designando, respectivamente, por 8,(X) y 8,(Y) el conjunto de los polinomios 
de K[X] y de K[Y] de grado a lo sumo igual a n, ¿cuáles son las dimensiones de 
8, (X) + 8, (Y) y de 3,(X) N 8, (Y)? 
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197. Derivación en K[X,, ..., X,»]. Aplicaciones 


a) Polinomios derivadas parciales 


Siendo f un elemento de K[X, Y] y X, una nueva indeterminada, distinta 
de X y de Y, consideremos el polinomio f(X + X,, Y) de K[X, Y, X,] podre- 
mos escribirlo (ver $ 186) h 


(A+Xp Y) = 4, Y) + 1%, VX +... + f1(X, Y) (X)". 


. Se ve que f(X, Y) =f(X, Y) y que el polinomio f(X, Y) está bien deter- 
minado por el hecho de que f(X + X,, Y) —(X, Y) —f((X, Y)X, es divisible 
por (X? en K[X, Y, X,], lo que escribimos 


09) [(X+Xy Y) =[(X, Y) + Xif(X, Y) (mod (X;)?) 
tenemos, pues, la definición, análoga a la dada en el $ 188 para K[X]. 

DEFINICIÓN 5”.— El polinomio f(X, Y), coeficiente de X, en el polinomio [(X + X,, Y), 
considerado como elemento de K[X, Y, X,], se llama polinomio derivado parcial relativa- 


mente a X y se representa fí; la aplicación de K[X, Y] en K[X, Y] definida por 
> fi, se llama derivación parcial con relación a X y se representa D,. 


af 


Se tiene, pues, Dx(f) = fx. Se escribe también fx =Xx 


Se definiría igualmente la derivación parcial relativa a Y en K[X, Y] y de 
una manera más general la derivación parcial relativamente a X, representada 
D, en K[X,, ..., X..]; siendo Df) = fi, el coeficiente de Y; en 


Ar o Xi Xi Yo Xi41r +++ Xm) 


considerado como elemento de K[X;, ..., Xi, ..«, Xm» Y;]. Como para la deri- 
vación D en K[X] tendremos: 


TroremMA 7. — Cualesquiera que sean f y g de K[X,, ..., Xm] y A de K 

(2) DF +2) =D, +D¿g) — D¡(f) =AD/(f) 

(3) D¿(/8) = D(Mg + fD¿8). 

Las derivaciones parciales D, (1 <i<m) son endomorfismos de K[X,, ..., Xi] 


espacio vectorial sobre K. 


Las fórmulas (2) y (3) demuestran que D, es una derivación en el álgebra 
K[X; ...» Xm] sobre K, tal como la hemos definido en el ejercicio 168 del 
capítulo 7. 

Si i1, da ..., ip son p enteros distintos o no de [1, m], se podrá definir 

D, 0D; ...0D,,, 


llamada derivación parcial p-ésima. Las notaciones están muy simplificadas 
por el resultado siguiente: 
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Teorema 19.— Las derivaciones D, y D; permutan, es decir, cualesquiera que sean 
iy ¡de [1, m] 
D¿oD,=D;oD,. 


Nos basta evidentemente verificar este resultado en K[X, Y]. Gracias al 
teorema 2” ($ 186) y a las igualdades (2) anteriores nos basta verificar 


(Dy o Dx) (X"Y*) = (Dx o Dy) (X"Y*). 


Si h o k es nulo los dos miembros de esta igualdad son iguales, siendo 
nulos los dos. Sik>1yk=1 


(Dy o Dy) (X' Y!) = D(AX'-1Y%) = REX TY AA 
(Dx o Dy) (X'Y!) = DAX Yi) = hkX0-I YA, 


Luego si se efectúa en K[X, Y], derivaciones parciales p veces respecto 
a X y q veces respecto a Y, el orden de las derivaciones es indiferente, el 
resultado se representará [20 = [(Dx)” o (Dy)"](f), donde (Dx)” está definido 
por (Dx)! = Dx y para p>1l, (Dx) = (Dx)”-!o Dx. Para la generalidad de 
ciertos resultados se conviene que (Dx)” es la aplicación idéntica. 

Así en K[X, Y], f tendrá tres polinomios derivadas parciales segundas 
representados 


fín fi Fa 
cuatro polinomios derivadas parciales de orden tres 
Elo E E 
etcétera. 

En K[X,, ..., Xn] el polinomio f derivada parcial p, veces relativamente a 
X,, i describiendo [1, m] se representará por una de las expresiones siguientes 
gut. + Pm 

[y 0... o(Dy,)”=] f = Fo. el = xa 

Si se pone p=P,+p2+... + Pm se dice que es un polinomio derivada 
parcial p-ésima, o bien de orden p. 

Se ve en particular que si el grado total de f es n, el grado total de un 
polinomio derivada p-ésima de f, p <nm, es a lo sumo de grado total n—p 


y que es de grado total 1 —p si el cuerpo K es de característica 0. 
Además, si p>n todo polinomio derivada p-ésima de f es nulo. 


EJEMPLO 


Si a, b, c son tres elementos del cuerpo conmutativo K de característica nula, calcu- 
lemos Tea, b, c)=h con f=(X—a(Y —bHMZ—0Y!. Si p+q+r<sh+k+l 
el polinomio derivado (p + q + r)-ésima es nulo; si p+q+r<h+k+l, salvo en el 
caso (p, q, r)=(h, k, l), se tendrá p<h o q<h o r<l, luego el polinomio /(P:215 
contendrá como factor una potencia estrictamente positiva de X—a o de Y—b o de 
X—c y h será nulo. 
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Si (p, q, r)=(h, k, 1), [0D es igual a h!ktlt, luego (p, q, 1) (hh k, 0) 
XAYAz ), 


Irena, b, c)=.0, I6tD= ht 


b) Derivación de los polinomios homogéneos: Fórmula de Euler 


Razonemos para simplificar sobre la escritura en K[X, Y, Z], siendo K un 
cuerpo conmutativo de característica nula. Si h(X, Y, Z) es un polinomio 
homogéneo de grado total n, se ve que k'z, h',, R', son polinomios homogéneos 
de grado total n—1 y más generalmente, para p < n, se ve que todo polino- 
mio derivada parcial de orden p es homogéneo de grado total n—p. 

Consideremos la aplicación Q de K[X, Y, Z] en sí mismo definida por 


h => 0) =Xh, + Yh, + Zh, 


vemos que 0 es un endomorfismo del espacio vectorial K[X, Y, Z], para 
calcular 0(4) nos basta, pues, calcular AX'YiZ!) con ¿+ +k=nm siizl, 
21, k>1 tendremos 


OOUYIZA) = XXI YIZA) + YGXOY 2122) + Z(KX UY Zi!) 
= (¡+ ¡4 k)XUYIZ*= 9X0YIZA, 


Se comprueba que esta fórmula es válida si uno o dos de los exponentes 
i, j, k son nulos. Luego para todo polinomio homogéneo de grado n se tendrá 
00) = nh; si n>0 vemos que la aplicación inducida por O sobre Jf, espacio 
vectorial de los polinomios homogéneos de grado n es una homotecia de rela- 
ción A. 

Recíprocamente sea f un polinomio de K[X, Y, Z] verificando 0(f) = nf. 

Este polinomio puede escribirse, siendo h, su parte homogénea de grado i 


(ver $ 186, b), 
f= > h; 


de donde utilizando la propiedad de f y las propiedades de las h, 


0 =nf => nh, = 00) = 2" 


de donde, siendo única la descomposición ¡=»ho para todo ¿n, h;=0 
y [= hy g 


Teorema 20. —Siendo K un cuerpo conmutativo de característica nula: 
1. Todo polinomio de K[X;, ..., X,] homogéneo de grado total n tiene como poli- 


nomios derivadas parciales de orden p (p<n) polinomios homogéneos de grado total 
n—p. 
2. Un polinomio | de K[X;, ..., X,] es homogéneo de grado total n si y sólo si 


A de Euler). 


mé Xona 
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Observemos que las aplicaciones py y Y definidas en el $ 186, e) permiten 
obtener una “fórmula de EULER” para todo polinomio (ver ej. 2 a continuación). 
c) Fórmula de Taylor 


Si a, b, c son elementos de K, se puede escribir X =(X—a) + a, 
Y = (Y —b)+b, Z=(Z—cC)+<C; luego todo polinomio f de K[X, Y, Z] 


puede escribirse 
=D Y A YY — AZ 0) 
h k p 


donde los elementos de K, Ax, son nulos, salvo un número finito de ellos. 
Calculemos f(*+*+D(a, b, c) para los dos miembros (ver anteriormente a) ejemplo, 


XuYAzI 
tendremos 
furd(a, b, c) =RIUKUA p 
de donde suponiendo K de característica nula: 


Teorema 8'.—Siendo K un cuerpo de característica nula, si f es un elemento de 
K[X, Y, Z] y a, b, e tres elementos cualesquiera de K tenemos 


1 
¡- >) ar EDO, AA MZ O) 
h kt 


(fórmula de Taylor para los polinomios de K[X, Y, Z]). 


El lector la generalizará fácilmente a los polinomios de K[X;, ..., Xm] 
e igualmente a los de A[X), ..., Xm], siendo A un anillo unitario, conmutativo 


de característica nula. 


EJERCICIOS 
1. Siendo f un elemento de K[X,, ..., X,] y £¡» ---» 8, 1 elementos de K[Y,, ..., Yo] 


se escribe 
EY p 0. Y) = HEY, 0. Y) +++ EY po +00» Y )] 
demostrar que 
d af ETA 
— —— [Bro --» Ep) —. 
a rx 


i=1 
2. Se tiene (ver $ 186, e) para f de K[X,, ..., Xm)] 
AN = FR o Xp TR EX 00: Xi) 1) 


demostrar que (¡=1, 2, ..., m) 


AO E, Y 


deducir una «fórmula de EuLEr» para los polinomios no homogéneos. 
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Siendo f un polinomio de K[X], deducir que los sistemas de relaci Asc 
ñ - io, a 
son equivalentes (ve K) (K cs de característica nula) mos. srguientes 


169=0 ¿ Sr =0 
1)=0 1, (0) =0 


1(0)=0 M()=0 
F)=0 e < fí0)=0 
Fx) =0 fí (0) =0 


teniendo Er = y Il= UD Generalizar. 


198. Ceros de un polinomio de K[X,, X», ..., Xm] 


DerInicióN 6'.—Se llama cero de un polinomio KX,, 


«so, Ean)) de: KEXp. << Xp 
todo elemento (X,, ..., Xy) de K'", tal que f(X,, ..., Xy) = 0. 


Poniendo x= (xj, ..., Xm) se escribe algunas veces, si no da lugar a con- 
fusión, f(x) = f(X1 ..-, Xm): 

Cuando K tiene una infinidad de elementos, hemos visto que, para f de 
K[X], [(x) =0, para todo x de K, implica f=0. Vamos a demostrar que, 
si f pertenece a K[X;, ..., Xm], [(X5 ...» Xm) = 0, para todo (x;, ..., Xm) de 
K”, implica f=0: La propiedad es cierta para m= 1, supongámosla cierta 
para m— 1 y pongamos 

E=fo+fXa +. + ÍA" + + fa(X mn)" 


donde fo ...» fm ...» fh son elementos de K[X;, ..., Xm-1] y » el grado de f 
relativamente a Xm. Si f(x, ..., Xx) = 0 para todo (Xi, ..., Xm) de K” el poli- 
nomio 

lr ++ Xi << Ximo Xm) EK[X 2] 
es nulo para todo valor x, de K que sustituya a Xm, luego 

(h=0, ..., n) filX1 ..<» Am) =0 


y esto cualquiera que sea (xi, ..-, Xm-1) € K”-!, según la hipótesis de inducción 
fo=..=f,=0, luego f=0. 

Sea dos polinomios f y g de K[X;, ..., Xm] tales que sus funciones poli- 
nómicas asociadas sean iguales, es decir, 


f=8 5 [VG + Xm) EK"]Í(%1 -0-> Xm) = E(k1 +: Xm) 
aplicando el resultado precedente a f—g obtenemos un resultado análogo al 
del teorema 14 (8 192): 
Teorema 14'.—Siendo K un cuerpo que tiene infinidad de elementos, la aplicación 


1>1 de K[X, .<. Xm] en el conjunto de las funciones polinomias S(K”, K) es un 
isomorfismo de anillos, de espacios vectoriales sobre K, de álgebras sobre K. 
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No habrá en este caso (K infinito) ningún inconveniente en representar por 
la misma letra el polinomio f y la función polinómica asociada: esto será en 
particular el caso en Q, R o C. 


OBSERVACIONES 


1 Como en el caso de una indeterminada el resultado precedente es válido reempla- 
zando K por un anillo íntegro, unitario, infinito. 

2. Si f(x, .., Xm)=0 para todo elemento de K”" verificando (i=1, ..., Pp), 
ElXp +.» Xm) > 0, donde g;, ..., 8, son p polinomios no nulos de K[X,, ..., X,,], se tiene 
aún f=0, si K es infinito. Consideremos, en efecto, h= /fg,, ..., £j, cualquiera que sea 
(Xp +++» Xp) € K", según la hipótesis O f(X,, ..., X,) = 0 O existe ¡ tal que g/(X], ..., Xm) = 0 
luego para todo (X,, ..., Xy) de K'" es h(xXj, ..., xp) =0 y h=0; pero al ser íntegro el 
anillo K[X,, ..., Xm] y £%0, ...» 2,70 se tiene efectivamente f=0. 


199. Polinomios simétricos 


a) Diremos que un polinomio f de K[X,, ..., X,,] es simétrico si 
109) [Ai 0 Xi) = [Xp0o ++ Xpqmo] 


siendo p una permutación cualquiera de [1, m], es decir, un elemento de Sn» 

Si la igualdad (1) se verifica solamente para la transposición cambiando 
iy j(x])), se dirá con el polinomio es simétrico en X; y X;. Puesto que 
toda permutación es un producto de transposiciones (ver $ 86), un polinomio 
f es simétrico si y sólo si lo es con relación a toda pareja de indeterminadas 
distintas. 

Si un polinomio simétrico contiene el monomio X/'X' ... X= con un cierto 
coeficiente «a, contiene ciertamente todos los m! monomios Xi... Xp, COn 
el mismo coeficiente qa. Pero estos m! monomios no son forzosamente distin- 
tos; por ejemplo, si m=3 al monomio X*Y?Z corresponde 3! =6 monomios 
distintos, pero a X?YZ corresponderá solamente 3 monomios distintos por 
permutación: él mismo, Y?ZX y Z*XY; finalmente XYZ siendo el mismo 
simétrico los 6 monomios deducidos por permutación de las indeterminadas 
son iguales. De donde el interés de la definición y de la notación siguiente: 

Dado el monomio u=aXyX;... Xin, llamaremos simetrizado de este mo- 
nomio u y lo designaremos s(u) la suma de todos los monomios distintos, 
obtenidos a partir de u, permutando de todos los modos posibles las inde- 
terminadas X,, ..., X,. Es evidente que este simetrizado s(u) es simétrico y 
homogéneo y de grado total i, +... + 2. Ordenemos lexicográficamente s(u) 
(ver 8 186, b) sea 

aXX... Xin 


el monomio más alto de s(u), es evidente que 


h>h>..>hn 
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en efecto, si h3>h,, en s(u) se hallará el monomio aXf+X%X% ... Xin que es 
estrictamente más alto que XX... Xx, la misma demostración para todas 
las otras igualdades. Escribiremos s(u) bajo la fórmula simbólica 


s(u) =aEX PX"... XX con h¡>h,>...>h,. 


El grado parcial de s(u) relativo a cada indeterminada es evidentemente 
el mismo; debido a nuestra convención de escritura, vemos que es hj,, le 
llamaremos el grado parcial de s(u). 

Observemos que ciertos exponentes h;, ..., A pueden ser nulos, según la 
convención de escritura adoptada, en este caso habrá 1<m tal que R;, ..., h; 
sean no nulos y hy,;, ..., A, nulos, se escribirá entonces 


lI<m su) =a2Xp...X5 con h,>h,>...>h. 


b) Polinomios simétricos elementales 
Siendo X una m + 1-ésima indeterminada consideremos el polinomio 
1 =(X—X) (X—X) ... (X — Xm) 
f es un polinomio simétrico de K[X,, ..., X,][X] podemos escribirlo en la 
forma 
f=X"XMI E (IMA E + (DE 

donde E;, ..., E, Son elementos de K[X,, ..., X]; se ve fácilmente que estos 
polinomios son simétricos, se les llama los polinomios simétricos elementales 
de K[X,, ..., Xm], E, es precisamente la suma de todos los productos de 


h de las indeterminadas X;, ..., X,, distintas, E, es entonces el sime:vrizado 
de X;X,... X,; por consiguiente, se escribirá 
E, = EX, 


Es = EX¡X2... Xy 


Em = EX ¡X ... Xm 


está claro que Y; tiene tantos términos como partes de h elementos existen 
en [1, m], es decir, Cl, (ver $ 84), así E, tiene m términos y E,, uno sólo. 


m 


c) Nos proponemos demostrar el teorema siguiente: 


TeoreMA 21.—Siendo f un polinomio simétrico perteneciente a K[X,, Xy, 
existe un polinomio único g de K[X,, ..., X,»] tal que 


 Xm] 


(Xp 00 Xp) =8(Ep > Em)» 


siendo E, ..., E,n los polinomios simétricos elementales, de K[X;, ..., Xy). 
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Existencia de un polinomio g(2;, ..., Em) 


Todo polinomio f es suma, de una manera única, de polinomios homogé- 
neos (ver $ 186, b); por otra parte, toda permutación de las indeterminadas 
dejando invariante el grado total de un monomio, es fácil ver que cada parte 
homogénea de un polinomio simétrico es un polinomio simétrico: basta, pues, 
probar la existencia de g para un polinomio simétrico homogéneo. 

Sea, pues, f homogéneo, simétrico de grado total n. Ordenemos sus mo- 
nomios en el orden lexicográfico y sea 

4 =0Xp... Xin 
el monomio de más alto grado de f (ver $ 186, b) como lo hemos visto anterior- 
mente 

h>h>..> hp 


Consideremos entonces el polinomio v, definido como sigue 
A A A A TT il 0 


donde E, ..., En son los polinomios simétricos elementales de Xj, ..., Xm. 
El polinomio », es simétrico y homogéneo de grado total 


h— hy + AUh¿— hy) +... + (m— 1) (ns — hi) + Min 
=h,+h +... +hn= grd Y 


busquemos el monomio el más alto de v(X;, ..., X..); según una observación 
hecha en el $ 186, b), este monomio es el producto de los monomios de mayor 
grado de cada uno de los factores; ahora bien, para (E) = (EX, Xa, XD, 
ese monomio de mayor grado es (X;, X,, ..., X)*, luego el monomio de mayor 
grado de v(X;, ..., Xm) es 


RA (RA GX Xi (XX) = XX... X= 4. 


Luego si consideramos f, =f —v,, el grado máximo del monomio de mayor 
grado de f, sea uz, que proceda de f o de v, es estrictamente inferior 
al de u¡. Empezando de nuevo la operación precedente, obtendremos 
fa= fi—v, =f—u¡ —Up siendo el grado del monomio de mayor grado de 
f. estrictamente inferior al de 4. Obtenemos así una sucesión 


fi=f—01 ... —V; 


de polinomios simétricos homogéneos de grado n tales que el grado de su 
monomio de mayor grado decrece estrictamente. 

Ahora bien, el número de los monomios de grado total n y de grado 
máximo estrictamente inferior al de u, es finito; existe, pues, un entero k 
tal que f¿=0, luego 


[Xp 001 Xm) =0(Ep 009 Em) +0 + 0_E1 +++ Em) = 8(Ep +0» Em): 
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Propiedades del polinomio g 


Busquemos el grado total p de g, vamos a ver que es igual al grado parcial 
de f con relación a una de las indeterminadas X, (en efecto, siendo f simétrico, 
el grado parcial relativamente a una indeterminada es el mismo para todas). 
Observemos a este fin que 

E =X+X 
DL =XXMN+2% 


E =XE + 


Ema XA Ea + Ea 
E, =X, E 


designando por E;, ...; E;,_, los polinomios simétricos elementales de X), ..., X= 
Si g, es la parte homogénea de grado p de g tendremos 
O A A 


el término de mayor grado en X, de este polinomio es 
o E E IS IS E > 2 


luego si g; 0, gx, homogéneo de grado total k en Y,, ..., En, es de grado 
parcial k relativamente a X, (y a X; cualquiera que sea i de [1, m]) tenemos, 
pues, el resultado siguiente conocido bajo el nombre de teorema del grado: 
Si el polinomio simétrico f es de grado parcial p relativamente a una de las 
indeterminadas X;, el polinomio g es de grado total p. 

Por otra parte, si f es homogéneo y de grado total n se tendrá 


[Ap .., Xm) =8(Ep --+ Em) = EMED" ... (En)" 


luego cada monomio de g, considerado como monomio en X;, ..., X, es de 
grado total 


mt 


+ 2H. min =n 
el primer miembro de la igualdad precedente se llama peso del monomio 
MENA... (En)=; 


sabemos, pues, que el siguiente resultado conocido con el nombre de teorema 

del peso: Si el polinomio homogéneo simétrico f es de grado total n, cada 

monomio de g(E;, ..., Em) es de peso n, se dice que g es isobaro de peso n. 
Unicidad de g(X,, ..., Em) 


El teorema del grado enunciado últimamente implica que 
[Xp 00 Xm) =0 5 g(E;, -.» Em) =0; 


[Xp .., Xm) = 84 Ep -<» Em) = 8dE1 --<» Em) 
aplicando el resultado precedente a g,— 8, se ve que g¡= g2 


luego si 
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EJEMPLOS 


1. Sea m=3 y f= EX?Y; formamos 
Í =f—X,2, = EXPY —(X + Y + Z) (XY + XZ + YZ) = —XYZ 
luego 
EX?Y = E,E,—Ey. 
2. Calcular g para f de K[X,, ..., X,,] 
f= EX —X2 =8(2, ..., Em) 


observemos que g es de grado total 2 (grado parcial de f) e isóbaro de peso 2 (pues 
/ es homogéneo de grado total 2), para cada monomio de g se tiene 


+. +1p352 y 1, +2, +... + mi, =2 


las únicas posibilidades son ¡í,=2, i¿=0 para kx*1 e i¿=1, i¿=0 para kx2, 
de donde 
X(X, —XP = MEX? + HEX,X, 


de donde igualando los coeficientes respectivos de Xx y A en los dos miembros 
A=m—1, p=-—2. 


OBSERVACION 


Naturalmente el cálculo no es siempre tan simple como en estos dos ejemplos: la 
dificultad radica, en cada etapa, en el cálculo explícito de f,= f, ,—v, (para encontrar 
el monomio de f, de mayor grado); para los valores pequeños de m es a menudo más 
simple utilizar como intermediarios los polinomios simétricos 


S;¿= (+... + (Xp + 


suma de las potencias semejantes de las indeterminadas (ver ejercicios posteriores). 


EJERCICIOS 
1. Fórmulas de Newton. Se pone 
S, = AP" +... + (Xp) 
(Do f= (AX). (AX) =X 4... + (— 1)AXMAE, 
+. + (—1)"2,, =(X —X8¡ 
a) Demostrar que 
EA, Xp, 0 X,) = mXm1— (m — 1)XM9=2E, +... + 
(— Dim — kJ XA E 4 4 (— DMA E 1 = 814 00 + 8 
b) Calcular g; (utilizar $ 189, división por X—a). 
c) Demostrar que para 0</h<m 
0) Sy = Spa — Sp 2) + 0 + (DAS, E), 1 + DIA. 
d) Sustituyendo X, en la relación (1) eventualmente multiplicada por (X/=" y su- 


mando miembro a miembro las igualdades obtenidas (h—m fijo) demostrar que para 
h => m se tiene 


O SS 1 — Sd + E DI Ea + E DIS E 
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(se observará que S,=m, luego la fórmula (2) aplicada a h=m da la fórmula (3) 
para h="m). 
2. Para m= 3 calcular S, (1<p<6) en función de E,, E,, E, (utilizar las fórmu- 
las de NEWTON). 
3. Demostrar que 
EXpIX2 =S,S 


” AA A P; . P, 


1 
EX7X3 => (S,* —S,, 
y, por recurrencia, que Exa e Xn es un polinomio en S, S, .. 


4. Para m= 3, escribir EXPY2Zr bajo la fórmula de un polinomio en S,, S, ... 


5. Para m= 3, expresar los polinomios siguientes en la forma de polinomio en 
Si S, ... después en la de polinomio en E,, E, Ey 


HX—Y); —EXY?)  EXYZ, —(X—YP?(X—ZP(Y—ZP. 
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Ejercicios 
N. B.—Salvo mención contraria los polinomios tratados tienen sus coeficientes en un 


cuerpo conmutativo de característica nula. 


317. Calcular por recurrencia el producto 
14D (014+X3(1+X9 ... (14+X2), 
318. En K[X] se pone 
f=X4+2X+3, g8=2X4+3X4+1 h=3X4+X+2. 


Calcular f3 + g3 + 3—3fgh: 
a) para K=Z,  b) para K= Z/3Z. 


319. En C[X] se considera 
f=dX+bX+c,  q=0X+BX4vY 


¿se puede calcular a, b, c, e, B, y de manera que f(p) = p(f)? 


320. Efectuar en R[X] las divisiones euclídeas de 
a) X" sen p—X sen no + sen (n— 1)p. 
b) Xr+l cos (n—1)p —X” cos ng —X cos q + 1. 
€) X2—2X" cos q +1 
por X2—2X cos p +1. En cada caso se obtiene que el resto es nulo; se puede 
demostrar de un modo más rápido este resultado colocándose en C[X]. 


321. Siendo a y b distintos calcular el resto en la división cuclídea de f(X) por (X—a) 
(X—b) en función de fía) y /(b). Generalizar. 


322. Siendo m un entero dado (m> 1) todo polinomio /(X), puede escribirse de una ma- 
manera única en la forma 


10%) = [(X) + Xf,Q0) +... + XAf,, _(X0) 
donde fp, ..., f,,_, son polinomios. 
323. Utilizando el ejercicio 322, hallar el resto de la división de f(X) por X”"—a. 
324. Hallar el m.c.d. de X"—a1 y X"—am, 
325. ¿En qué caso X" + a" es divisible por X” + a”? 
326. ¿En qué caso X2" + X1" 4 1 es divisible por X? + X + 1? 


327. Demostrar que, cualesquiera que sean los enteros naturales p, q, r, X3? + X3a+1 4 X3r+1 
es divisible por X?+ X + 1. Generalizar. 


328. ¿En qué caso (X + 1): —X:—1 es divisible por X2 + X + 12 

329. ¿En qué caso f = X— X3n 4 X2n— Xn + 1 es divisible por 
g=XI—X3 + XX 41? 

330. ¿Cuál es el resto en la división euclídea de (cos « + X sen a)" por X2+ 1? 

331. Hallar el m.c.d. de los dos polinomios 
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332. 


333. 


334. 


335. 


336. 


337. 


338. 


339 


Xó—XI—2X22, — X3—(14+y2DX? + X(1 + 42) — y2. 
a) en Q[X],  b) en R[X]. 


Hallar el m.c.d. de los dos polinomios (si existe) 
3I3+X+1L 3X242X—1 
a) en Q[X],  b) en (Z/3Z)[X],  <) en Z[X]. 
Hallar todos los polinomios f tales que f(X) + 1 sea divisible por (X — 1) .y que 
KX) —1 sea divisible por (X + 14. 
a) Utilizando la relación de Bezour (se demostrará que hay un solo polinomio f de 


grado < 7). 
b) Considerando el polinomio derivado f”. 


Si n es un entero estrictamente positivo. 
a) Demostrar que existe una pareja única de polinomios f y g de grado estrictamente 
inferior a n y verificando 
(1— 100) + X"g(X) =1, 
b) Demostrar que 
100 =81—X%),  2(X) =1(1—X). 
c) Demostrar que existe una constante a tal que 
1 — 20/00) —nf(X) = aX", 
Deducir los coeficientes de f y el. valor de a. 
Siendo f un polinomio de K[X], se considera el polinomio g definido por (ae K) 
g(X) = (X—a)[P(X) + P'(a)] — 2[P(X) —P(a)]. 


a) ¿Cuál es el orden mínimo de a, raíz de g, cuando K es de característica nula? 
b) La misma pregunta cuando K es de característica p. 


Factorizar X5—1 en K[X]: 
a) K=0Q, b) K=R, c) K=C. 


Factórizar X*—X2 + 1 en K[X] tomando por K cada uno de los cuerpos o anillos 
siguientes: 
a) C, b) R, ce) anillo de los enteros de Gauss Z(i),  d) Z/3Z, e) Z/5Z 


Hallar el cociente de grado n en la división respecto a las potencias crecientes 
de f por g 
fX) =1—abX?, — g¿(X) =1—(a + b)X + abX?. 


Se considera los polinomios A, B, C con coeficientes reales o complejos, primos 
dos a dos tales que A? + B?= C2 

a) Demostrar que C+B y C—B son cuadrados de polinomios de C[X] y dar 
en consecuencia la forma general de los polinomios A, B, C. 

b) Determinar A y B cuando C==22+4 42 

Demostrar que si a es real no nulo y si A y B tienen coeficientes reales, son de 
la forma. 
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A = (22—a?) sen a + 2az cos e 
B= (2—a?) cos (u + km) —2az sen (au + kr) 
siendo « una constante real cualquiera y k un entero cualquiera. 
(Ecole des Ponts et Chaussées) 


Demostrar que todo polinomio de C[X] de grado <mn puede escribirse de una 
manera única 


1%) =9, +4 X + 0,X(X—1) +... + 4,X(X—1) ... (X—n + 1). 
¿Cómo escoger ay, ..., 4, de manera que para todo entero x, f(x) sea un entero? 


Sea E el espacio vectorial K[X], a todo elemento P de E se hace corresponder 
(ae K) 
1(P) = (X —a)[P(X) + P'(a)] — 2[P(X) — P(a)]. 


a) Demostrar que f es un endomorfismo de E, 
b) Hallar f(E), f-1(0). (Se podrá utilizar la base (e), (keN) de E definida por 
e, = (X—a)). 
E es el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado igual 
o mayor que n(n>0); a y b son dos enteros tales que 0 <a<b. Se considera 
la aplicación definida por 

P > 1(P) = X2P"— (a + b—1)XP" + abP. 


a) Demostrar que f es un endomorfismo de E. 
b) Calcular f(X*) (h entero natural). 
<) Determinar la imagen y el.núcleo de f; se distinguirán los tres casos 


n<a<b,  a<n<b, a<b<n. 
d) Se supone n= 3 hallar todos los polinomios P tales que 
XP —2XP"4+2P=X34+2X +1. 
Discutir siguiendo los valores del número real A. (M.G.P.) 


Sea n un entero estrictamente positivo y E el espacio vectorial de los polinomios 
con coeficientes reales de grado igual o menor que nm; se designa por e, el poli- 
nomio X” (0<p<hn1 y se considera la aplicación f, que al polinomio P hace 
corresponder Q = f(P) definido por 


QX) = PX + 1) + P(X— 1) — 2P(X). 


a) Demostrar que f es un endomorfismo de E. 
b) Calcular f(e,); ¿cuál es su grado? Deducir el núcleo f-1(0), la imagen (E) 
de E y el rango de f. 
<) Sea Q un polinomio de f(E) demostrar que existe un polinomio único P 
tal que 

f(P)=0Q,  P(0) =P“(0) =0. (M.G.P.) 


E es el espacio vectorial de los polinomios en X con coeficientes reales y de grado 
estrictamente inferior a n; siendo Xx, ..., X, Hi números reales distintos dos a dos 
se pone 

H(X) = (X—x) (X—x)) ... (X— xp) 
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12 Calcular H(x) (1<i<n) y los n polinomios 
Y H(X) 


(i=1, ..., 1) EX) = 
H(x) x—x; 


2. Calcular E(x;); deducir de ello que los polinomios Ej, ..., E, son independien- 
tes, después que forman una base de E. 

3.2 a) Demostrar que la aplicación F, de E en R definida por P»> FP) = P(x¡) 
es una forma lineal (1 <i<m). 

b) Demostrar que (F,, ..., F,) es la base del dual E de E, dual de (E,, ..., E). 
42 Si t>f() es una función real continua sobre [a, b], se considera la apli- 
cación g de E en R definida por 


b 
P»> 2(P) = JS HOPwdt. 


Demostrar que g es una forma lineal; dar sus coordenadas sobre la base (F,, ..., F,) 
de E* en la forma de integrales definidas. (M.G.P.) 


En todo el problema se tratará de polinomios en x cuyos coeficientes son números 
racionales. 
1.2 Dado un polinomio g(x), demostrar que existe un polinomio f(x) y uno sólo 
que verifica las condiciones. 

10)=0  f()—f(x—1) = 8(x). 


2.2 Se designa por /,(x) el polinomio obtenido resolviendo la pregunta planteada 
en el punto 1.”, cuando se toma g(x) =x” (p entero >0; por definición el poli- 
nomio x% es la constante 1). 
Demostrar que fx) es divisible por x+1 para p> 1. Establecer para todo 
entero positivo n, la relación 


f (1) =12 +29 +... +1, 
3.2 Se designa por AS) la derivada del polinomio f,(x). 
Verificar que 
0 0 =P hp 00 +0) para pl. 
4. Sea h,(x) el polinomio que tiene por derivada f,(x) y que se anula para x=0, 
Verificar la relación 
fox) = (P + Dh,0)—[ + Dh,(1)— 1]x. 


Calcular explícitamente na) para p=1, 2, 3, 4. 

5.2 Se considera los tres polinomios 
PoO=1+x +42 +..+x 
Q(x) +2x +3 +..+(n4+1)x". 
R()=14+ 2x4 3324 ...+(n 4 1x7, 


Calcular el coeficiente de x, en el desarrollo del polinomio producto P(x)Q()R(x). 
Se escribirá este polinomio en la forma más simple posible. (M.G.P.) 
(Primeramente se podrá observar que los polinomios 

ex) = xk+1— (x— Uk =0, ..., 1) 


forman una base del espacio vectorial de los polinomios de grado <m). 
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346. Sea K un cuerpo conmutativo y LK un supercuerpo conmutativo de K. Si A es 


347. 


una parte de L se designa por K[A] (resp. K(A)) el subanillo (resp. el subcuerpo) 
de L engendrado por KUA. Si A=(x%) se escribirá, respectivamente, K[a] y 
K(«) en este último caso se dice que el cuerpo K(%) se ha obtenido adjuntando 
(añadiendo)(*) a a K. 

a) Recordar la definición de K[A] y K(A). ¿Qué se puede decir de K[«a] y 
K(«) si aeK? 

b) Se pone K, =K(A,) y K,= K(A,) demostrar que 


K(A, U A) =K/(A,) = KA), 


se escribirá K(A, U Az) = K(A,, Aj) y K((%, ..., %,)) =K(0, ..., Uy). 
€) Demostrar que para toda permutación p de (1, ..., 1) 


Key +» Lou) = Kl%, ..0, %p)- 


Se toman las mismas notaciones que en el ejercicio precedente y se considera la 
aplicación p del anillo K[X] de los polinomios en X con coeficientes en K en el 
anillo K[«] («4 K) definida por 

' p>9(p) = pla). 


a) Demostrar que q es un homomorfismo de anillos. Se designará su núcleo por 1. 
b) Demostrar que 1 es un ideal primo de K[X] (es decir, que K[X] es íntegro, 
V. $ 9, ej. 4). 

<) Si I=(0), y es un isomorfismo: caracterizar K(x) respecto a K[a]; se dice 
que « es trascendente sobre K. 

d) Si 1 (0) demostrar las propiedades siguientes: 

—I es maximal, K[X]/l es un cuerpo (V. cap. 5, ej. 109). 

—K|u] = K(a). 

—Existe un polinomio irreducible sobre K, unitario único f de K[X] tal que 
= (f), además grd. [=n>1. 

—K(a) tiene una estructura de espacio vectorial sobre K su dimensión es n. 

Se dice que «u es algebraico de grado n sobre K, 


348*, Sea K un cuerpo conmutativo y f un polinomio irreducible de K[X]. Se representa 


por (f) el ideal engendrado por f y se pone K, = K[X]/()). 

a) Demostrar que K, es un cuerpo conmutativo. ¿Qué se puede decir si grd. f = 1? 
b) Demostrar que si grd. f>2 existe un subcuerpo propio de K, isomorfo a K, 
se identificará este subcuerpo propio de K, con K. 

€) Demostrar que si grd. f > 2 existe «, de K, tal que K, = K(a,) (V. ej. 346 para 
esta notación), que f(a,) =0 y que f es reducible sobre K;. 

d) Demostrar que hay un supercuerpo conmutativo A de K tal que en A[X], f, se 
descomponga en factores de primer grado. 

e) Se toma K=Q y f=X3—2, factorizar f en factores irreducibles en Q[ Y 2] 
y en Q[¡Y2]. Indicar un cuerpo minimal A. ¿Puede ser C uno de ellos? 

(Si peK[X], peK, observar que px0 es equivalente a «p y f son extraños» y 
utilizar la igualdad de Bezour. Si aeK c K[X], a= aeK, según b, resulta que q, 


es precisamente Xx (Para d) razonar por inducción). 


(*) N. del T. — Verificando la adjunción de a a K. 
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K y K son dos cuerpos conmutativos tales que existe un isomorfismo py de K sobre K. 
Se representa por f un polinomio irreducible sobre K. 


a) Demostrar que existe un isomorfismo Y de K[X] sobre K[X] tal que su res- 
tricción en K coincida con q sobre K. Se pondrá p= D(p) para todo elemento p 
de K[X]. 

b) Demostrar que K[X]/(/) y K[X]/0) son isomorfos. 

e) Comparar las descomposiciones de p en factores irreducibles sobre K y de p en 
factores irreducibles sobre K. 


Se propone demostrar que si sc exige a uno de los cuerpos A (ej. 348 d) el ser 
minimal, A es entonces único salvo un isomorfismo, 
Se supone n= grd. f>2. A y A son dos supercuerpos de K minimalos tales que 
[X) = (Xp) ... (X— 2) en A[X]. 
HX) = (X—0%) ... (X—%,) en A[X]. 


a) Demostrar que A=K(%,, ..., 0%), A=K(%), .., 8). 

b) Demostrar que K, = K(%) y K, = K(%) son isomorfos, sea p este isomorfismo 
y O el isomorfismo asociado (de K,[X] sobre K,[X], V. cj. 349). Demostrar que f 
se descompone en factores irreducibles sobre K,[X] y K,[X], respectivamente, en las 


formas 


f=(X—0a)(X—Bp) - X—BÍ -- fo 
f=(X—a2X—B)) -- AB > fy 


B/(1<i< p) perteneciendo a [%, ..., %), Ba (%, ..., %) con B¡=9(B) y 
y [¡=04)(1<j<qg). 

<) Demostrar, finalmente, que A y A son isomorfos. 

(Utilizar ej. 346, c), ej. 348 y 349.) 


Sea G un grupo conmutativo de orden n tal que para todo divisor d de n haya 
a lo sumo d elementos x de G verificando x1=e (e elemento neutro de G). 
Sea, en fin, K un cuerpo conmutativo tal que exista un entero natural » tal que el 
polinomio X"— 1 tenga n raíces en K. 

Se escribirá 


n= ph e 


la descomposición en factores primos de n (se pondrá q,= pri para E A A 
a) Demostrar que para todo ¡ de [1, m] tenemos a, de G verificando 


(aji=e y  (ajulimre 


deducir que a, es de orden g;. 

b) Demostrar que existe en G un elemento de orden n y en consecuencia que G 
es cíclico (considerar 4, dz. ..:» dm Y Utilizar el ej, 80, cap. 4). 

€) Demostrar que las n raíces del polinomio X"— 1 describen un grupo cíclico 
G,, subgrupo de K* (observar que X¿—1 tiene a lo sumo d raíces en K). Deducir 
que p es primo (Z/pZ)* es un grupo (multiplicativo) cíclico de orden p—1 y que 
es por lo tanto isomorfo al grupo (aditivo) Z/(p—1)Z (utilizar un teorema de 
FERMAT, cf. $ 97, ej. 2 y $ 104, ej. 3). 
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Siendo A un anillo unitario íntegro, sea f y g dos polinomios de A[X], ¿+ 0 se 
representa por A el coeficiente dominante de g. Demostrar que existe un entero 
natural k y dos polinomios q y r de A[X] tales que 


Wi=gq+r  (r=0 0 grd. r<grd. g) 
a esta operación se la llamará división euclídea generalizada en A[X]. 


Siendo A un anillo unitario íntegro se llama polinomio irreducible de A[X] todo 
elemento extremal del anillo A[X] y polinomio primitivo de A[X] todo polinomio 
cuyos coeficientes sólo tienen por divisores comunes los elementos inversibles de A. 
a) Demostrar que hay en A[X] polinomios irreducibles de grado cero: ¿cuá- 
les son? 

b) Demostrar que todo polinomio f de A[X] se escribe de una sola manera 
f=2.4* (salvo factores inversibles de A) con A elemento de A y f* polinomio pri- 
mitivo; se llamará f* polinomio primitivo asociado a f. 

Demostrar que todo polinomio primitivo de grado >0 es irreducible. 

e) Se tienen los tres polinomios 


f=XaX",  g=XbXk  fg=YXcX!. 


Demostrar que si p elemento extremal de A divide todos los coeficientes a, menos 
uno, sea a,» y todos los coeficientes b, menos uno, sea b,, p no divide Cy. 
Deducir que el producto de dos polinomios primitivos es primitivo. 

d) Demostrar que si g* polinomio primitivo de A[X] divide Af(AW€ A, fe A[X]), 
g* divide f. 


Se dice que un anillo .A es factorial si es íntegro, unitario y si posee las dos pro- 
piedades F, y F, (V. cap. 5, ej. 106): 

F,: Todo elemento no inversible de A es producto de un número finito de elementos 
extremales de A. 

F,: La descomposición anterior es única salvo el orden y a condición de poder reem- 
plazar cada elemento extremal por un elemento asociado, es decir, con la condición 
de poder multiplicarlos por los elementos inversibles de A. 

Demostrar que para que A, unitario, íntegro, sea factorial es necesario y suficiente que 
verifique F, y Fs: 

Fi: Todo elemento extremo p que divide ab, divide a o b, 


Se propone demostrar que si A es un anillo factorial también lo son los anillos 
A[X] y A[X;, ...-, Xm]. Se supone entonces A factorial. 

a) Demostrar por inducción que A[X] verifica F, (V. ej. anterior). 

b) Siendo p un elemento irreducible de A que divide a fg (f, ge A[X]), demostrar 
que p divide f o g (escribir f =af*, g= Bg*, V. ej. 353). 

c) Sea p de A[X] irreducible de grado >0 dividiendo fg (f, ge A[X]) sin dividir 
f. Sea m uno de los polinomios de grado mínimo del ideal engendrado por p y f. 
Utilizando .la división euclídea generalizada de f por m (V. ej. 352) demostrar que 
existe un entero k y un polinomio g de A[X] tal que f=mqg (A coeficiente 
dominante de m). 

Deducir de ello que m* polinomio primitivo asociado a m divide f (observar que 
existe u y v de A[X] tales que m = up + vf y utilizar el ejercicio 353, d). 
Efectuando la división generalizada de p por m, demostrar que m* divide p. Dedu- 
cir que m* es un elemento inversible de A y que p divide g. Finalmente comprué- 
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bese que A[X] es un anillo factorial hemos obtenido así un nuevo «teorema de 
transferencia» (V. $ 184, nota 2). Por otra parte A[X),, ..., X,] para m>1 es no 
principal: tenemos así un ejemplo de anillo factorial no principal-(V. cap. 5, ej. 106). 


En U,, grupo de raíces nmésimas de 1 en C se considera las m raíces primitivas 
Aj) Oy 00) %p (V. $ 120, c) y se llama polinomio ciclotómico de índice n (n= 1) 
el polinomio de C[X] definido por 
n= 1 0%) =(X—a%) ... (X— pm), 0/(X)=X—1. 
Se propone demostrar que O, € Z[X]. 
a) Demostrar que m = p(1) (V. cap. 4, ej. 74 y cap. 5, ej. 104). 
b) Demostrar que si p es primo 
0,00 =1+X +... + X0=L 
€) Utilizando la descomposición de X"— 1 en factores irreducibles en C[X] de- 
mostrar que 
X—1= II DO, 
din 
donde el producto se extiende a todos los divisores d de 1n, comprendidos 1 y n 
(utilizar cap. 5, ej. 104, b). 
d) Utilizando la relación anterior demostrar por inducción que O, pertenece a Z[X]. 
e) Calcular X12—1, Xó—1 después X5+ 1 en función de los polinomios D, de- 
ducir y. 
Siendo A un anillo factorial y p un elemento extremal de A se considera el polinomio 
1%) =4 +4 X +... +4,X"e A[X]. 
En A se escribirá x = y(p) si y solamente si existe k de A tal que x—y= Kkp. 
a) Demostrar que si 
a, =0p)  (¡=0,..,n—1) 
a, + 0(p) y Ap = 0(p?), el polinomio f es irreducible en K[X], siendo K el cuerpo 
de las fracciones de A (se demostrará que es imposible que f sea el producto de dos 
polinomios de grado estrictamente positivo con coeficientes en A). (Criterio de 
EINSENSTEIN.) 


b) Demostrar que si n es un entero natural primo, 0,00) =14+X +... 4 Xn-1 


(V. ej. 356) es irreducible en Z[X]. (Examinar 
(Y + 19"—1 
2£(Y) = 0, (Y + 1) = —— 


y demostrar que se le puede aplicar el criterio precedente.) 


Siendo K un cuerpo de característica distinta de 2, se tienen dos polinomios f y g 
de K[X, Y, Z] tales que 


(XX, Y, ZD)=1,Y,Z), ¿EX Y, Z) =—£(X, Y, 2) 
demostrar que existen dos polinomios f, y g, de K[X, Y, Z] tales que 
1%, Y, Z) =1/2, Y,Z), — g(X% Y, Z) =Xg/0, Y, Z). 
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Siendo a y c dos constantes reales estrictamente positivas distintas y x e y dos 
variables reales se pone 
== + r=y+c2+y 

Calcular (r +1" + 2a) (r + 1 —2a) (r—r' + 2a) (r—r' —2a). 

Deducir las ecuaciones cartesianas de la elipse y de la hipérbola (utilizar ej. 358). 
Calcular en K[X, Y, Z] 

(A+ Y 4 ZP 4 (X— Y — ZP 4 (Y —Z— xp + (2 x— Y)». 
Sea m+ 1 polinomios f,, ..., f,, g de K[X], g*0 y un polinomio f de K[X,, ..., X,»]. 


Se efectúa las m divisiones euclídeas de f, por g, sean r(1 <i<m) los restos, 
demostrar que 


Wi <<» Fm) =1Íp --<, Tm) (mod 8). 
Sea f un elemento de K[X,, ..., X,,] tal que 


demostrar que: 
a) Si K es de característica nula fe K. 
b) Si K es de característica p — feK[(Xp”, ..., (X,)"]. 


Siendo K un cuerpo conmutativo demostrar que en el anillo K[X, Y] cl ideal engen- 
drado por X no es maximal, aunquo X sea irreducible. (Se observará que K[X, Y] 
no es principal y se considerará el ideal engendrado por X e Y.) 


En Z[X, Y] estudiar la divisibilidad de (X + Y)?—X"— Y» por X2 + XY + Y2 


En Z[X, Y] estudiar la divisibilidad de (X + Y + Z)"—X"— Y" — Zi por (Y + Z) 
(Z + X)(X + Y). 


En Z[X, Y, Z] se considera (n > 2) 
A, = + XUY —Z) + YUZ—X) + ZUX — Y). 
a) Demostrar que existe un polinomio B, de Z[X, Y, Z] tal que 
A, = —(Y—ZMZ—X) (X—YB, 
b) Calcular B, para n= 2, 3, 4. Demostrar que 
B, = EXPY0zr 
estando la E extendida a los elementos (p, q, r) de N? tales que p+q+r= 


a) Determinar los polinomios homogéneos de grado n de R[X, Y] verificando 
” 


hx, = hy,. (Se escribirá h = DN arvr y se demostrará que existe una relación 
m=0 
de recurrencia entre 4), Y My 2) 
b) Demostrar que los polinomios f de R[X, Y] tales que f£,= ff, son los poli- 
nomios 
AX, Y) =1(X + Y) + f(X— Y), 
donde f, y f, son dos polinomios cualesquiera de R[X]. 


a) Determinar todos los polinomios de C[X, Y] tales que fx, + /%. =0. (Por un 
método análogo al del ejercicio 367 se demostrará que 

NX, Y) =1(X + iY) + f(X— iY), 
donde f, y f, son dos polinomios cualesquiera de C[X]. 
b) Entre los polinomios hallados en el a) determinar todos los que tienen coefi- 
cientes reales. 


12 
FRACCIONES RACIONALES 


l.. Fracciones racionales y funciones racionales. 
II. Descomposición en elementos simples. 


l. Fracciones racionales y funciones racionales 


200. Fracciones racionales 


Si K es un cuerpo conmutativo, K[X] y K[X,, ..., Xm] son anillos unitarios 
íntegros; los resultados obtenidos en el 8 107 nos permiten enunciar: 


a) Derinición. — Siendo K un cuerpo conmutativo se llama fracción racional de una 
indeterminada X (resp. de m indeterminadas X,, ..., X,) todo elemento del cuerpo de 
fracciones del anillo íntegro K[X] (resp. K[X;, ..., XmJ). Estos dos cuerpos se repre- 
sentan, respectivamente, por K(X), K(Xj, ..» Xp)» 


Recordemos seguidamente que es por abuso de lenguaje el que a un ele- 
mento f de K(X) o K(X;, ..., Xm) se le llama fracción: de hecho, f es una 
clase de equivalencia de la que ciertas fracciones u/v (u y v polinomios, v 0) 
son representantes; si uv, es otro representante de f (u,, v, polinomios, 
v, + 0), tendremos 


u_u 
—=— 040, = Up. 
vo 


Es, pues, por abuso de notación que escribimos f = ufo. 

Los coeficientes de los polinomios u, v se llaman también coeficientes de f. 

Si u y v tienen sólo como divisores comunes los elementos de K*, es 
decir, si son extraños, diremos que la fracción u/v es irreducible: por el con- 
trario, decir que f, elemento de K(X) o de K(X;, ..., Xm), es irreducible no 
tiene ningún sentido. 1 7 

En K(X) podemos presentar un representante privilegiado único de f; sea, 
en efecto, dos representantes u/v y u,/v, irreducibles de f, con v y v, unitarios; 


la relación 
UV, = UV 
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implica, siendo u y v extraños, así como u; y v,, que v y v, se dividen mutua- 
mente; existe A de K* tal que v,=%vw y A=1, pues v y v, son unitarios, 
luego u=u,, V=0,. 


Todo elemento f de K(X) admite como representante una fracción irredu- 
cible con denominador unitario y esto de una manera única. 


b) Estructuras algebraicas definidas sobre K(X) y K(X;, ..., Xm) 


Por definición K(X) y K(X;, ..., Xm) para la adición y la multiplicación, 
poseen una estructura de cuerpo. 
Por otra parte, todo polinomio u puede considerarse como el representante 
de un elemento de K(X) o de K(X;, ..., Xm), basta poner u= u/l. 
Hemos visto igualmente que K se puede considerar como una parte de 
K[X] y K[X; «+ Xm], luego 
KcK[X]<cK(X),  KcK[X, ..., Xm] < K(X;, ..., Xm) 


siendo A un elemento de K y f una fracción racional podemos definir Af, se 
ve fácilmente que para la adición y la multiplicación por un elemento de K, 
K(X) y K(X; ..., Xm) poseen una estructura de espacio vectorial sobre K y que 
estos dos conjuntos dotados de la suma, de la multiplicación y de la multipli- 
cación por un elemento de K poseen una estructura de álgebra sobre K. 
Supongamos que A sea un anillo unitario íntegro: lo mismo ocurre con 
A[X]; designemos, respectivamente, por K y A(X) sus cuerpos de fraccio- 
nes. A(X) contiene K, descrito por los elementos de representante /u 
(€ A, € A”); luego el cuerpo A(X) contiene el cuerpo K(X), luego el anillo 
K[X]; por lo tanto, también el anillo A[X], pues K contiene A, y finalmente 


A(X) > K(X) > A[X]. 


Ahora bien, A(X) cuerpo de fracciones de A[X] es el menor cuerpo con- 
teniendo al anillo A[X] (ver $ 107), como K(X) es un cuerpo la relación 
precedente demuestra que 

A(X) = KQ9). 


Se vería igualmente que (A anillo íntegro, K su cuerpo de fracciones) 
(Km 000 Xm) = K(Xp, 001 Xm): 


201. Funciones racionales 


a) Funciones racionales de una variable 


Sea x un elemento de K tal que, dado f de K(X), existe un representante 
de f sea u,/o, verificando vi(x) 0: se dirá que x es sustituible en f; si uv, 
es otro representante de f verificando igualmente vÁx) 0 se tendrá 
u(x) _ ulx) 


olx) máx) 


( ME, ota) 0 ) => 


vd 0 
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este valor común u(x)/v(x) será llamado valor de f para x, sustituible en f, 
se le representa f(x). 

Se observará que esta definición, “x sustituible en f”, no implica el que 
para todo representante u/v de f, se tenga v(x) « 0; por ejemplo, 1 es susti- 
tuible en f=ufv con u=X3—1 y v=X*—1, pues 


_X+HX+1 


3 
“A A WM=3 


bien que para ufo, (1) =0. 

Si u,/v, es un representante irreducible de f, u, y v, no tienen raíces comu- 
nes (si no u, y v, serían divisibles por X —a). Si u,fv, es otro representante 
irreducible se tiene 


4Y=Ma,  v=W,  (eK”). 


En consecuencia, toda raíz de orden h de u, es raíz de orden h de u,, se 
dirá que es una raíz de orden h de f y toda raíz de orden k de v, es raíz de 
orden k de v,, se dirá que es un polo de orden k de f. 

Dados dos elementos f y g de K(X) designemos por S, y S, el conjunto 
de los valores de K sustituibles, respectivamente, en f y en g se tendrá 


(1 xeS, —(M)=AM)  0e€K) 

(2) eS, OS. (f +8) =1() + 200), (86%) = feo). 

Esto se aplica evidentemente-a todo supercuerpo conmutativo L de K, 
en particular se puede tomar L= K(X); ahora bien, la indeterminada X es 


sustituible en toda fracción f =u/v, pues v 0 se escribe también v(X) 0; 
luego todo elemento de K(X) puede escribirse 


Ux) _ 
PON 1%). 


De un modo más general si 
f= Uu _ a +aX +... +pX" 
v  bi+bX+.. +b,X" 


y si g=p/q€K(X) (q + 0) se verificará que la condición 
da" +bpqr +..+b,p" 0 


es independiente de los representantes u/v de f y p/g de g: es la condición 
para que g sea sustituible en f; se tendrá entonces 

oq” + apa"! +... + amp” 
ba" + bipg"" +... + b,p" 


En el cálculo es interesante utilizar en lugar de f y g formas reducidas 
irreducibles. 


f(8)= 


quae, 
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Las fórmulas (2) demuestran, además, que el conjunto de las fracciones 
racionales para las cuales x es sustituible es un subanillo A, de K(X); además, 
si x, sustituible en f=u/v (v(x) x 0), verifica f(x) 0, entonces u(x) 0 
y u(x)/v(x) tiene por inversa v(x)/u(x); se ve, pues, que x es sustituible en 
1/f =v/u y que 

G) (xES, f(x) + 0) > (1/8) (x) = 1/f(x). 


Se ve fácilmente que si la fracción racional f describe el subanillo A, de 
K(X), el valor f(x) describe un cuerpo (ver ej. 2 más abajo). 

A toda fracción racional f de K(X) se puede asociar una aplicación f de S, 
en K definida por 


(VxeS)  f(0)=1) 


f se llama función racional asociada a f, está definida sobre Sy. 
Las relaciones (1), (2) y (3) demuestran que 


0) (eS) M=NM 

(2) Res ns) Fo=f+8  (=fe 

Finalmente si f 0 y si S; es la parte de S, tal que f(x) »« 0 

0) (es)  dn=1. 

Si K es infinito, sea u/o un representante de f tal que v(x) 0 
[6es», 160 = 2 = ] >[u4x3=0 y vx) 0]; 


ahora bien, v tiene un número finito de raíces, luego cualquiera que sea el 
grado n de u, habrá en S, una infinidad de valores de x, luego al menos n + 1, 
tales que u(x)=0, es decir, u=0 y f=0, 
Supongamos que, dadas f y g de K(X) 
(WxeS, NS)  0=%%x) 
aplicando el resultado precedente a f — g se ve que: Si K es un cuerpo infinito 
la aplicación definida por f>f es biyectiva. 


b) Funciones racionales de varias variables 


X), basta 
(es decir, si 


Las propiedades precedentes se extienden en parte a K(X,, 
reemplazar x por x=(Xj, ..., Xm)€K"”. Si x es sustituible en 
existe u y v tales que f=u/v con v(x; .... Xm) 0) se definirá 


UK ..) Xm) 
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Esta definición se extiende a (x; ..., Xm)€L”, donde L es un supercuerpo 
conmutativo de K, por ejemplo, a L=K(X;, ..., Xm). Si f=u/v, vx 0 se 
escribe también v(X,, ..., Xm) + 0, luego las indeterminadas X,, X,, son 
sustituibles en f y se puede escribir 


=f(X, -.-, Xm). 


Si (xi ...» Xm) de K” no es sustituible en f, puede que (X1 ..., Xm) sea 
sustituible en 1/f se dirá entonces que (xj X2 ...,» Xxm) es un polo de la 
fracción f. 


Si (x1, ...» Xm) no es sustituible, ni en f, ni en 1/f, se dice que (xi, ..., Xm) 
es un punto de indeterminación de f. 
Xx + Y? 


Por ejemplo, para f = € K(X, Y), (1, 1) es un polo y (0, 0) es un 


punto de indeterminación. a 
Designando siempre por S, el conjunto de los x= (Xi, ..., Xm)€K” susti- 
tuibles en f las fórmulas (1), (2) y (3) permanecen válidas poniendo 


1() =f(X1 X2 «<> Xm). Se definirá la función racional Í asociada a f, aplica 


S, en K; se demostrará que la aplicación tot, verifica (1, (2) y (3 y que 
si K es infinito esta aplicación es biyectiva (ver ej. 3 más abajo). 


EJERCICIOS 


1. Si f=u/w, g=p/g (u, v, p, qeK[X], vx0, q % 0), demostrar que g es susti- 
tuible en f si y sólo si qg"v(p/g) = 0 (n= grd v) (es preciso demostrar que esta condición 
es independiente de los representantes u/v de f y p/qg de g escogidos). Extender este 
resultado a feK(X,, ..., Xp) 

2. Demostrar que si f describe el subanillo A, de K(X) de las fracciones racionales 
para las cuales x es sustituible, f(x) describe un cuerpo conmutativo representado K(x); 
si xeK, K(x) =K, si x pertenece a L supercuerpo de K, x no pertenece a K y permu- 
tando con todo elemento de K, K(x) es el subcuerpo de L engendrado por K U(x). 


3. Demostrar que si K es infinito, y feK(X,, ..., Xy), la aplicación t>T es biyec- 

tiva. Hacer el mismo razonamiento para feK(X) y utilizar la observación 2 del $ 198. 

4. feK(X,, ..., X,n) es homogéneo si f admite un representante u/v tal que u y v 
son homogéneos; demostrar que f es homogéneo si y sólo si 
[AX 0 YX 2) = Y YX po ++ X o) 


(d = grd u—grd v, independiente del representante escogido se llama grado de f; ver 
$ 204, a). 

5. Se dice que un elemento f de K(X) es par (resp. impar) si [(—X) = K(X) (resp. 
1=X) = —f(X)), siendo K de característica distinta de 2, demostrar que se obtiene de 
una sola manera f=p+i, siendo p par e ¡ impar. Deducir que si f es par (resp. 
impar), existe g de K(X) tal que f(X) = g(X?) (resp. f(X) = Xg(X?)). 

Finalmente demostrar, siendo K de característica + 2, que si a 0 es una raíz (resp. un 
polo) de f par o impar —a es una raíz (resp. un polo) teniendo el mismo orden de 
multiplicidad que a. 
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6. Sea f=u/v un elemento de C(X), si ¡ú y v representan, respectivamente, los 
polinomios conjugados de u y v ($ 193, b), demostrar que la fracción Z/v es indepen- 
diente del representante u/v de f escogido, se pone f=3/v. Demostrar que (he C) 

+o=I+g8 le=l M=M. T=1 
deducir que la aplicación f>f es un _automorfismo involutivo del cuerpo C(X). 

Demostrar que si aeC se tiene f(a) =f(á). Deducir que si a, complejo no real, es 
una raíz (resp. un polo) de orden a de f, a es una raíz (resp. .un polo) de orden 
a de f. ¿Qué conclusiones podemos obtener si fe R(X)? 


202. Derivación de fracciones racionales 


Siendo K un cuerpo conmutativo de característica nula, nos proponemos 
extender a K(X) la derivación definida en el $ 188, en K(X). 

Sea f =ufv un elemento de K(X), (grd u=1, grd v=»m), consideremos, 
con Y una nueva indeterminada, la fracción 


UX EY) O) HUY +. + ax) Y! 
AXF+Y) 0) + 000Y +... + 0n(X) Y” 
el numerador y el denominador de la última fracción son polinomios en Y 
con coeficientes en K[X] c K(X), es decir, los elementos de K(X)[Y]; 


siendo vy(X) = v(X) no nulo, podemos efectuar la división, relativa al entero 
n, según las potencias crecientes de Y, tendremos 


UX + Y) = AX + Y) [f0(%) + A00Y +... + f00Y"] + Y", Y) 


siendo fo, ..., f, elementos de K(X); por otra parte, s es un polinomio en Y 
con coeficientes en K(X), luego s(X, Y)/v(X + Y) = g,(X, Y) pertenece a 
K(X, Y), finalmente en la división de u(X + Y) por v(X + Y) las únicas divi- 
siones efectuadas son las divisiones por v(X)= v(X) 0, luego s(X, 0) y 
gu(X, 0) son elementos de K(X), finalmente 


(1) AX 4H Y) = 1) + OY +... + f(X)Y" + gu(X, Y) Y"+! 


[(X + Y) = 


con 
g(X, Y) EK(X, Y) y fA%), ..., fu(X), gu(X, 0) € K(X) 


sustituyendo 0 por Y obtenemos f/(X) = f(X), de donde para n=1 


(A+ Y) —[00) =00Y + g(X, YY? 
0 glX, Y) EK(X, Y) y 1%), g(X, 0) €KQX). 


Hemos demostrado así la existencia de f, verificando (2) cuando se utiliza 
un representante u/v de f, si demostramos que (2) define f, de una manera 
única, este elemento f, de K(X) será independiente del representante u/v es- 
cogido; supongamos 

(2) [(X + Y) —f(X) = o (X)Y + d(X, Y)Y? 

d(X, Y) EK(X, Y) y qx), y(X, 0) € K(X) 
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tendremos 
1%) —p(X) = Y [y(X, Y) —81(X, Y)] 
de donde sustituyendo Y por 0: f¡(X) = p(X). 

La única fracción así definida se llama fracción derivada de f, se la repre- 
senta f'. La relación (2) demuestra que la aplicación f—>f' de K(X) en sí 
mismo es una prolongación de la derivación D' definida en el $ 188 en K[X]. 
En K(X) escribiremos igualmente f' = Df; se podrá igualmente definir D* 
poniendo D'=D y para k>1, D*=D*!oD. Se pondrá f% = Df, 


OBSERVACION 


SiK=R y si 7 es la función racional asociada a f tendremos (para x, y y x+y 
pertenecientes a Sy) 


Ta + y) — 160) = 180 + PE y) 
el hecho de que g¡(X, 0) e K(X) implica que 
, Te +9 —0 = 
lím E AR fo, 


luego la función derivada de la función 7 es la función racional asociada a la fracción 
derivada f'. 


Mediante la relación (2), demostraremos en K(X), como en K[X] las igual- 
dades siguientes (con notaciones evidentes) 


(4 EF =F+gE, QU=M, (e =fe+fe. 


Luego D es un endomorfismo del espacio vectorial K(X), igualmente D*. 
Por otra parte, estas fórmulas demuestran que D es una derivación del álgebra 
K(X), tal como la hemos definido en el ejercicio 168 (capítulo 7). 

Por otra parte, si f = u/v, tendremos 


u=fo>su=fo+f0 =fo+ = 
de donde 
(5) ( 0 1] = Mini 


Finalmente si f =u/Jo, grd u=1, grd v= m, se tendrá, para todo a de K, 
tal que v(a) 0, utilizando la fórmula de TAYLOR para los polinomios u y Y 
(S 188, teorema 8) 

(0) = UX)_ a+ a(X—a) +... + a(X—a) 

20 BABA + Bn — a)" 
de donde efectuando la división de estos polinomios en X—a= Y según las 
potencias crecientes relativas a n (B0 = v(a) + 0) 


(0) =d + MX—) +... + MX —)" + gn) (X— ay"+! 
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como en la demostración de la fórmula (1) anterior se ve fácilmente que a no 
es un polo de g,; se puede, pues, en la relación precedente, sustituir X por a, 
se obtiene así yo = f(a). La fórmula (5) demuestra que si a no es polo de f, 
no es polo de f' ... f%, Derivemos la relación precedente k veces (k < n) la 
fórmula de derivación de un producto nos dice que 


(909 = kl y, + (A—d)h(X) 
no siendo a polo de h;, de donde —sustituyendo X por a— y=fa)/k! 


Obtenemos así la fórmula (6) válida para todo entero n>0, llamada fórmula 
de Taylor, de orden n, de las fracciones racionales 


O w=10+r0x—0+..+ E% x—ay 


h.o+ LO day + A — ayu, 


EJERCICIOS 


1. Demostrar la fórmula de derivación de u/v utilizando la división de u(X + Y) 
según las potencias crecientes. Demostrar directamente que la fórmula obtenida es inde- 
pendiente del representante escogido (ejercicio de puro cálculo, la parte de teoría expuesta 
hace inútil esta demostración). 

2. Calcular Df para f =(X—a)-" (neN). 

3. Extender la noción de derivación al álgebra K(X,, ..., Xy): 


203. Fracciones racionales simétricas 


Diremos que un elemento f de K(X,, ..., Xm) es simétrico, si para toda 
permutación p de [1, m] 

Xi 20 Xin) = [(Xo19 +0> Xo(m))» 

Sea u/v un representante de f, la relación u = fu demuestra que si dos de 
los tres elementos f, u, v son simétricos, también lo es el tercero. Luego si f 
es simétrico, u (resp. v) no lo es, v (resp. u) tampoco lo es; existe, pues, 
¿5% j tales que, siendo £ la transposición que cambia ¡ y j, se tiene 


Xp 0, Xm) 7 O(Xu1) -><> Xom)) 


cambiando si fuera preciso la numeración de las indeterminadas, podemos 
suponer que se trata de i¡=1 y ¡=2; tendremos, pues, 


po Ko o 0 Xo) 40% Xy Xy, +, Km) 
AX» XX Xy 00 Xi) 0(X2 Xp Xy 007 Xm) 
UX, Xa Ka, 00, Xin — U(Xo Xp Xo, -.., Xom) 
YX, Xa Xy, ..., Xi) — 0(Xo, Xp X3, .., Xm) 
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el numerador y el denominador de la última fracción son nulos cuando se 
sustituye X, por X,; se tiene, en consecuencia (ver $ 195, teorema 18), 


au _(X¡—X Y _ 44 
v (XA—X)n Y 


luego si f es simétrico, pero u y v no lo son, la fracción u/v es reducible. 
Por otro lado, v y v, son no nulos, si f < 0, lo que supondremos, igualmente 
de u y u,; por tanto, 


grd u, = grd u—1l, grd v, = grd v—1l. 


Si u, (resp. v,) es simétrico, también lo es de v, (resp. 41). Si u, y v, no 
son simétricos, volveremos a empezar sobre u, y v, la operación efectuada 
sobre u y v, al cabo de un número k de tales operaciones obtendremos 
f = uj/v; con: 


—O bien: grd u; >0, grd v¿>0, ux y v, simétricos. 
—O bien: grd u¿=0. 
—O bien: grd v,¿=0. 


En los dos últimos casos, u, (resp. v;) es simétrico, luego v, (resp. u;) lo 
es también. Podemos, pues, enunciar: 


TEOREMA. — Para toda fracción racional simétrica, existe un representante cociente 
de dos polinomios simétricos. 


En la demostración hemos encontrado el resultado siguiente: si u/v es un 
representante irreducible de una fracción f simétrica, los polinomios u y v 
son simétricos. 


Designando por Ej, ..., Em los polinomios simétricos elementales de 
K[X; .., Xm] (8 199, b), el teorema 21 del $ 199 y el teorema anterior nos 
permiten enunciar: 


TEOREMA. — Si f es una fracción simétrica, elemento de K(,. ..., X,), existe un ele- 
mento g de K(X,, ..., X,») tal que 


A A 


donde E,, ..., E,, son los polinomios simétricos elementales de K[X,, ..., X,,]. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que la fracción g del teorema precedente es única. 
2. Aplicar las fórmulas de Newton ($ 199, ej. 1) a k<0. 
3. Para m= 3, calcular S,(—4 <h <—1) en función de E,, E,, Ey. 
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ll. Descomposición en elementos simples 


Valiéndonos del hecho de que P=K[X] y F=K(X) son espacios vectoriales sobre 
el cuerpo conmutativo K, demostraremos varias propiedades que nos serán útiles en lo 
que se llama «la descomposición en elementos simples de las fracciones racionales», 
y que, además, son interesantes por sí mismas. 


204. Propiedades preliminares 


a) Grado de una fracción racional. Parte entera 


Sea f un elemento no nulo de K(X), si u/v y u1/v, son dos representantes 
de f, la relación uv, = uv implica 


grd u—grd v=grd 4 —grd v,=d 


este entero racional d, independiente del representante escogido, se llama el 
grado de f. Siendo v no nulo, efectuemos la división euclídea de u por v 


u=po+r  (r=0 o grd r<grd v), 
de donde 


=h=p+h [peP y (r=0 o grd r<grd v)]. 


Designemos por G la parte de F = K(X) descrita por g de grado estricta- 
mente negativo y por g=0, vamos a ver que G es un subespacio vectorial 
de F. En efecto, si g, = 1/0, y g. = u,/0, son elementos no nulos de G y si 
81 + 82 4 0 tendremos 


(grd u, <grd v, y grd u,<grd v)=> [grd (u¡o, + 401) < grd (v0)], 


luego 
(4eG y  g:G)>g+gG 


la propiedad es evidente para g,= 0 0 g,=0 0 g, + g2=0; como, además, 
es claro que para todo 2 de K 
geG>2g€G 


resulta que G es un subespacio vectorial de F = K(X); por abuso de lenguaje, 
se le llama subespacio de las fracciones racionales de grado estrictamente 
negativo. 

La relación obtenida más arriba por división euclídea demuestra que 
F=P+G; como se ve que el único elemento f, común a P y G es f=0, 
resulta que (8 131, b): F=P(6G, de donde: 


Lema 1.—Para todo elemento f de K(X), se tiene de un modo único 
(1) Í=pP+8 


siendo p un polinomio de K[X], llamado parte entera de f y g un elemento de K(X), 
nulo o de grado estrictamente negativo. 
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Si grd f<0: p=0,g=f; si feK[X]: p=f g=0. 


b) Sea g un elemento no nulo de G (luego grd g< 0), uno de cuyos repre- 
sentantes es u/o,v,, con los polinomios v, y v, extraños, los enteros 


n= grd u, n, = grd v,, n,= grd v, 
verifican n<n, + n, Consideremos la reunión de las dos familias de poli- 
nomios 
X'o (0<k<nm>—l), X'w» (0<h<nm—1) 
Estos 1, + 1, polinomios son independientes; en efecto, 


00 + MX + Hd XD) + (+ X+..+ Xx"), =0 


m-i 
se escribe con las notaciones evidentes 

0, + W0,=0 
v,, primo con v,, divide w,, lo que implica w,=0, pues grd w,<grd v,, 
igualmente 1w,= 0. Estos na, + nm, polinomios son independientes, su grado es 
a lo sumo igual a n, + n,—1: forman, pues, una base del espacio vectorial 
de los polinomios de grado a lo sumo igual a n, + n—1. 


Ahora bien, u pertenece a este espacio, luego existe una familia única de 
escalares (0% ..» Qi Bo +.» Br) tal que 


m-i 


mt 
u= > ato, + y B,X"0, 
k=0 h=0 


m-i mai 


u= o aX", uy= > p,X" 
k=0 


h=0 


es decir, poniendo 


tenemos de un modo único 


u 4,4 
U = UO) + UD) > — = — + —Á 
D07 UL 0 


con grd u¿< grd o; (i=1, 2), o 4=0, o u,=0; pero si la fracción es irre- 
ducible es claro que uu, 0, de donde: 


Lema 2.—Si v, y v, son dos polinomios primos entre sí y u un polinomio no nulo 
tal que grd u<grd (v,v,), existe una única pareja (u,, u) de polinomios tales que 


y ou 
(2) 142 fra u¡<grd v,¡=1, 2, o u=0, o u=0). 
2% Y 
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CoroLaRIo. — Siendo (v;) (1 <i<m) una familia de polinomios extraños dos a dos 


y u un polinomio no nulo tal que grd u<grd (v, ... VW), existe una familia única de 
polinomios (u) (1 <i<m) tales que 
u u Lo 
10) Ps A a. 
V¡Vzoo- Ve Y Vr 


donde ciertos polinomios u, pueden sér nulos, mientras que u; * 0 implica grd u,< grd v,. 


Este resultado ha sido demostrado para ¿= 2; sea ¿>2, supongamos lo 
demostrado para ¿—1 (hipótesis de inducción). Consideremos u/(o, ... v;), 
pongamos ty =0) ... V;_15 Vo Y U, SON primos entre sí; existe, en consecuencia, 
Uy y u; únicos (lema 2) tales que 
u lo y 2 
DoV; Yo UV; 


como uy 4 0 implica grd u<grd vy y 41 0, grd u<grd v, la hipótesis 
de recurrencia es aplicable a u/v), el resultado es, pues, verdadero para i, 
siéndolo para 2 lo es para m cualquiera. Es claro naturalmente que si 
ul(o, ... Um) es irreducible, para todo i de [1, m], u; 0 y u¡/o; es irreducible. 

c) Sean u y v dos polinomios no nulos, con v de grado p> 1 y u tal que 


grd u<grd (v") = np 
u pertenece, por lo tanto, al espacio vectorial E de los polinomios de grado 
a lo sumo igual a np— 1, luego la dimensión es np. Se dice que la familia 


de polinomios 
(Xok) (h=0, .... p—1l, k=0, ..., n—1) 


es una base de E; en efecto, . 
grd (X%o*) =h + kp 
la familia comprende np polinomios de grados respectivos 
0,1, ..., p—1,P, «.» 22—1, ..., [p—1+pín—1)] =np— 1 


forman, pues, una base de E ($ 187, corolario del teorema 6). Ahora bien, 
como u pertenece a E, existe una única familia (0) de elementos de K 


tales que 
p-1n-1 
aX = > «$ eS 
h=0 k=0 k=0 h=0 
pongamos 
p-1 
Un = » Aj Xx" 
h=0 


tendremos de una manera única 

U _ Un 4 
US Un AO A UDS E —Á 
ln E Uy A A 
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donde ciertos polinomios u,; pueden ser nulos, pero 4; 0 implica 
grd (uy) <grd v; de donde: 
Lema 3.—Si u y v son dos polinomios no nulos tales que 
grd v>1 y grd u<n grd v 
existe una familia única de polinomios (uy) (1<k=<mn) que satisfacen la relación 
u 4 4 
163) —==—+.. +  (ux*0=grd u¿<grd v). 
y” yn v 
OBSERVACION 


En el enunciado de las propiedades precedentes, no se supone que las fracciones 
tratadas sean irreducibles; en la práctica habrá interés por escoger representantes irre- 
ducibles, 

En el mismo orden de ideas, el lema 3 es válido tanto si v es o no irreducible; 
cuando apliquemos este lema a la descomposición en elementos simples supondremos 
que v es irreducible, 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el lema 2 con la ayuda de la fórmula de Bezour ($ 190, b). 
2. Demostrar el lema 3 y hallar los polinomios 4, ..., u, efectuando las divisiones 
euclídeas 


U = VQ, + Uno Gn = YI nai + Uno +» 9 = VQ + Uy. 


(Ver también otro método de cálculo en el ejercicio 384 al final de este capítulo.) 


205. Descomposición de una fracción racional en elementos simples 


a) Caso general 
Sea f un elemento de K(X) (K cuerpo conmutativo), tenemos de una manera 
única (8 204, lema 1) 
f=p+g8  (peK[IX], geKX) g=0 0 grd g<0) 


g admite un representante único irreducible con denominador unitario v, luego 
u 
f=p+=  (u=0 o grd u<grd v). 
v 


Existe una descomposición canónica de v en factores irreducibles unitarios 
($ 191, teorema 11), luego 


u 


1 =p + o 
19 di (09% -.. (059) 
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con 0, ... Um irreducibles, unitarios y tales que 


u 0=>grd u< Das grd (0,). 


h=1 


En lo que sigue supondremos u 0; (v,)*, ..., (Wm)*" son extraños dos 
a dos: según el corolario del lema 2 (8 204) existe una familia única (u,) 
(1 <h<m) de polinomios verificando 


E 
(2) f=p eN (h=1, ..., m, grd (u,) < grd (v,)). 
h=1 


Finalmente según el lema 3 ($ 204), existe para todo h de [1, m] una 
familia única (rx) (1 <h<m) (1 <k < ay) de polinomios verificando 


mas 


6) =p > e 


h=1 kel 


Yue 0=> grd (151) < grd (04), 


de donde finalmente: 


Teorema. — Para todo elemento f de K(X) en el que el denominador v del represen- 
tante irreducible unitario tiene por descomposición canónica 
v= (a). (aja 


existe un polinomio único p y una familia única (r,y) (1<h<m, 1<k<0,) de 
polinomios tales que 


mas 
Tk 
(6) 2 
h=1 k=1 


donde ry, »* 0 implica grd (r,:) <grd (v,). 
El segundo miembro de (3) se llama descomposición de f en elementos simples. 


Observemos que si f no es un polinomio, todos los polinomios Ya, 
(1 < h < m) son no nulos, sino tendríamos, según (3), para f un representante 
cuyo denominador contendría el factor v, a una potencia estrictamente inferior 
a dj lo que es imposible. 


b) Descomposición en C(X) o K(X), K cuerpo conmutativo algebraicamente 
cerrado 


Si K es algebraicamente cerrado (8 193), que es el caso de C, tendremos 
v=(X —a1)% ... (X — 4m)o" 


s 1] DESCOMPOSICION EN ELEMENTOS SIMPLES 513 


dj, +:<» An son los polos, dos a dos distintos de f, de órdenes respectivos 
Otis +.»y Olmo 

Al ser de primer grado los polinomios v, = X— a, los polinomios r,y son 
elementos de K. Si escribimos 


AA A 
X=q .X—=a "* (X—ay 

la parte de la descomposición relativa al polo a, de orden q, observamos que 
el polinomio P es de grado a, pues A, 0, de lo contrario a sería un polo 
de orden estrictamente inferior a q, y que P no tiene término constante, luego 
m(P) > 1. 

El coeficiente A, se llama el residuo relativo al polo a. Tendremos, pues, 
de una manera única (salvo el orden) 


(4) 109=000 +2, [ ¿—) +. + Pm ) 


con p€K[X] y para h=1, ..., m 
P,€K[X], — grd (P)=0p.  (P)>l. 


Las fracciones de la forma A,/(X—a)* se llaman (veremos el por qué en 
el $ 207) elementos simples de primera especie. 


OBSERVACION 


La fórmula (4) permite expresar f de C(X) como combinación lineal de elementos 
de C(X) de la forma X”, 1/(X—a)* (aeC, h, keN). Esta linearización de f (en el 
sentido dado a esta palabra en el $ 147, c) es muy útil cuando, siendo y un endomorfismo 
del espacio vectorial C(X), se quiere calcular q(f): basta saber calcular p(X*) y 
9(1/(X—a)*). 

Si C' es una parte de C, el conjunto E de las funciones racionales definidas sobre 
C' y con valor en C es un espacio vectorial sobre C. Gracias a la biyección asociando 
Ta f (siendo C infinito, ver $ 201, a) q, endomorfismo de C(X), puede ser considerado 
como un endomorfismo de E; ahora bien, para los operadores lineales siguientes (donde 
[a, B] de R está incluido en C”): 

Derivación. Derivación n-ésima. 

Desarrollo limitado en el entorno de un punto de [a, $]. 
Desarrollo en serie en el entorno de un punto de [a, $]. 
Cálculo de la primitiva anulándose en un punto de [a, $]. 
. Integración en [a, $]. 

Se verá en el curso de Análisis que conocemos las imágenes por py de las funciones 
racionales asociadas a los «elementos simples» X% y 1/(X—*). 

De ahí el gran interés de la descomposición en elementos simples de las fracciones 
racionales en C(X). 


AUN 
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206. Métodos prácticos de descomposición en C(X) 


Dada la unicidad de la descomposición dada por la fórmula (4) del párrafo 
precedente, f y g =f—p tienen los mismos polos y la misma descomposición 
relativa a cada uno de estos polos; igualmente f, [—p=g y 


1 
x—a ) 


tienen la misma descomposición relativa a cada uno de los polos distintos del 
a,: el orden de cálculo de los polinomios p, P,, ..., P,, no tiene importancia; 
habiéndose calculado ya p, P;, ..., P, resulta algunas veces más simple, pero 
no siempre, operar sobre 


E E 


para calcular P;,; ..., Pm. Por el contrario resulta casi siempre interesante 
calcular p por división euclídea y seguidamente operar sobre g=f—p. 


=1—»—.( 


a) Cálculo de P ( 3 ) por división según las potencias crecientes 


Sea a un polo de orden a. de u/v supuesto irreducible 


u ux) 


EN AD" vi(a) « 0. 


Pongamos, ordenando U y V, según las potencias crecientes 
X=a+Y, —uUX)=ua+ Y) =U(Y), — v(X)= w(a + Y) = V(Y). 


Como V;(0) = vy(a) 0, podemos efectuar la división según las potencias 
crecientes de U por V, relativamente a todo entero n (8 194), tomemos 
n=a—1 

U(Y) = (A, +A. ¡Y +... + AY V(Y) + Y“U(Y) 
Aj, ..., A, son dos números complejos. De donde, sustituyendo X —a por Y 
y poniendo UY) = U(X —a) = u(X), 
uUX) = [A(X—a)1 +... + A,Jo(X) + (X—a)u(X) 
ux) ux) Aj As u(X) 


0 aaa mat 


la fracción u1/v, está desprovista del polo a, pues v¡(a) « 0, luego la parte 
de la descomposición relativa al polo es 


e AE A. 
JE ) a 
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b) Cálculo directo de A,. Generalización 


Siendo a un polo de orden a de u/v irreducible, sabemos que existen 


números complejos A;, ..., A, y una fracción u,/v, desprovista del polo a 
tales que 
u u(X) Ne A, u(x) 
1 = = ho+ + : 
0 5090 Uy E +70 


Multipliquemos los dos miembros de esta igualdad por (X—a)", obtene- 
mos (a > 1) 


u(X) 
a v(X) 


siendo h, una fracción desprovista de polo a; sustituyendo X por a en (2) se 
obtiene, siendo x una variable compleja 


= A, + (X— a)hí(x) 


ula A u(x 
e 
En particular si a es polo simple el residuo A nos lo da la fórmula 
u(a) _ ula) 
TOTO) 


pues v(X) = (X —a)u(X) implica v(X)= v,/(X) + (X — ajo; (a). 
Si a > 2 se puede generalizar este método al cálculo de A,.,; en efecto, 
la relación (2) puede escribirse 


uX) 


00 7 A, + A, (X— a) + (X— aPhiX) 


6) 


siendo h, una fracción desprovista del polo a. Derivemos la relación (3), 
obtenemos 


Ñ A Y " 
6) el = A. + —a)kto) 


donde k es una fracción desprovista del polo a, de donde sustituyendo X 
por a en (3) 


ul 
Ka [ (Xx) ] 
olx) ] xa. 
Si a > 3 se podría continuar este método para calcular A, _, ..., etc.; 


pero entonces es fácil ver que si se aplica la fórmula de TAYLOR a la fracción 
q =ufv, hasta el orden a—1, para X =a, se obtiene 


Ue) 22. Aaa 
0 =D + AO + + y] 


9 (a) + (X — ayU(x) 
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siendo yy una fracción desprovista del polo a ($ 202, fórmula 6), en consecuencia 


1 1_ 00 e) ea) 1 
la) srta + tan 


Esta fórmula, que tiene el interés de presentar una cierta analogía entre 
el estudio de la parte relativa al polo a, y la fórmula de TAYLOR es poco utili- 
zada en la práctica, ya que el cálculo de las derivadas sucesivas de una función 
racional es en general muy molesto; no obstante, en el caso de una fracción 
que tenga dos polos solamente puede conducir a un cálculo práctico de la 
descomposición (ver ej. 371 al final del capítulo). 


Cc) Método de los coeficientes indeterminados 


Se puede escribir a priori 

e an ' 
5 =—=p+ A 
6) f v P 2 (X— aj)* 


multiplicando los dos miembros por v, se obtiene una igualdad entre poli- 
nomios. Igualando los coeficientes de X' en los dos miembros, se constatará, 
en cada caso, que se obtiene un sistema de CRAMER respecto a los coeficientes 
indeterminados: se demuestra de esta manera cada vez la existencia y la uni- 
cidad de la descomposición anterior. 

Si se utiliza este método, conviene aplicarlo a g=f—p y no a f. 

Se puede también poner a priori la descomposición de g=f—p, si los 
polos son de orden poco elevado (a < 3, por ejemplo); se calculará A, e in- 
cluso A, , por el método indicado antes en b). Se obtendrá en seguida el 
número de relaciones necesarias para calcular los otros coeficientes indetermi- 
nados dando valores particulares a X (valores que no son polos), en particular 
0, si no es polo. 

Colocándose en C=C U (0) (ver 8 124) se podrá sustituir X por «o en 
la relación obtenida multiplicando los dos miembros de la fórmula (5) por X. 
Sea, por ejemplo, 


(A 2X*+1 A A; 4 Az + A, + B + Cc 
) (A—I04+1D  (A-1" A-=1P"X-1' X-i* X+i 
AX AX AX, BX EX 
ir ai o a o o q 
se tendrá 


2=A/+B+C 
de una manera general (notaciones de la fórmula (5)) 
lím xg(x) = Ay +... + Am 


10. 
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Se tendrá también en cuenta las consideraciones siguientes: si f es par 
(8 201, ej. 5) la relación 


(PX =P/X) + ¿2 X) =[(X) = p(X) + 800) 


implica que p y g son pares; luego si a60 es polo de orden a, —a será 
igualmente polo de orden a, la suma de las partes relativas a los polos a 


y —a sea 
3) *e(3+) 


es invariante cuando se sustituye — X por X, de donde 


ST Az Bo7T_S A; B; 
2la-"*z a] > Als tera] 


k=1 k=1 


de donde como consecuencia de la unicidad de la descomposición 
k=1.,m  B=—IA. 


Si f es impar (8 201, ej. 5), se verá sin esfuerzo, con las mismas notacio- 


nes, que 
k=1,..,m  B¿=(—=D"A,. 


Finalmente si f es real: f[=f, igualmente con p y con g y si a no real es 
polo de orden a, 4 es de polo de orden a (ver $ 201, ej. 6); siendo P y Q 
las partes relativas a 4 y a en la descomposición, tendremos 


100=P(=,)+0 (33) +100 


estando f, desprovisto de los polos a y a; además, la igualdad 


100 =2 2-4) +Q ( ==) + (AX) =[(X) 


1 1 
= + fx 
4) + (33) fx) 
implica, en consecuencia, de la unicidad de la descomposición 
Q=P y h=f 


luego si se pone 


1 = As 1 , Bi 
dE cla (ar 


se tendrá 
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d) Conclusión 


Interesa calcular la parte entera p (si hay una) por división euclídea. Para 
los polos de orden relativamente alto (a. > 3, por ejemplo), el método descrito 
anteriormente en a) es el mejor. 

Para los polos de orden bajo (a < 3, por ejemplo) se hará a priori la 
descomposición, se calculará inmediatamente A, como se ha dicho en b), 
seguidamente la sustitución de valores particulares, junto a la utilización 
eventual de consideraciones de semejanza o de realidad, dará las relaciones 
que permitirán calcular los demás coeficientes. 

El método de los coeficientes indeterminados aplicado sin meditar no es 
en general aconsejable: hay que reducir a común denominador el segundo 
miembro de (5), después resolver un sistema lineal con bastantes incógnitas, 
aunque los casos sean simples. 


EJEMPLOS 
1. Finalicemos el ejemplo dado anteriormente teniendo en cuenta que [=/. 
2X1 +1 A. A, A B 

RE A o A 
(AD 4+ 1) (A=19 (X=19 X—1 X—i X+i 

2.1+1 2 24 +1 3 

A=— =P iz =-z0+) 
r+1 2 (i— 1P2i 8 


X= 0 da (después de multiplicar los dos miembros por X) 


11 
a 


finalmente X =0 da 


1 o 
PO O 
A 
X6 —2X5 + 4X1—6X3—X2 + 8X + 121 

2. 1) = (M. G.P.) 


(X— PQ + 4) 
por división euclídea se obtiene 


125 
(0) =X+1+8%), aX) = 


(X— 1900 + 4) 
pongamos 
Y=X-—1, X—4=5+2Y + Y? 
125 = (5 + 2Y + Y?(25— 10Y — Y?) + YX12 + Y) 


X+11 
199) +00; 10) ==—— 
2 =p air 0 MR 
X +11 A 2i+11 2—11i 
MX) = == =éY «AS = A 
X44 X —2i X +2i 4i 4 


25 10 1 2 Mi ¡ 
(00)=X+1+ + E y A A 
ao Tame x= Ax a lxvz 
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n-1 


1 
E u(X) = 1; e =[] aa»: 
1 ( k 


IX) = 


Xx — 


se tiene, pues, 


con 
u(ay) 1 rA 
v(a,) n(a 1 n 
ahora bien, 

(a)"=1, 
de donde 


27 27 
a, =cos k— + isenk— ). 
n n 


207. Descomposición en R(X) 


a) Unicidad de la descomposición 


Sea f un elemento de R(X), u/v su representante irreducible con denomi- 
nador unitario; tenemos en R[X] (ver 3 193, c) 


m " 
009 =][ ay ]] too, + (c,]9 
h=1 k=1 
siendo (a,) (1 < h < m) la familia de los polos reales de f, de órdenes respec- 
tivas 01, ...» Gm y siendo (b;+ic; (1<k<m) la familia de las parejas de 
polos complejos conjugados (no reales) de f, de órdenes respectivos Bj, ..., Bn 
Al ser estos polos dos a dos distintos el conjunto de los polinomios de R[X] 
(X=) (1<h<m), [(X—b? + (c,P]% (1<k=<m) son extraños dos 
a dos, el teorema del $ 205, a) nos permite escribir de una manera única 


SY Ay NN BC 
10 AR 22 Ray + 2,2 [AD + (0yT 
siendo p un elemento de R[X] y reales todos los elementos 
Ani Bi Cil <h<m, l<j<aw l1<k<n1<l<p. 
La parte relativa a un polo real a de orden a es siempre 


__ A A; 
E E er 
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A : 1 Ae a 1 
polinomio real en x de grado au y sin término constante; pl ) 


X—a 
es la suma de elementos simples de primera especie. 

La parte relativa a una pareja de polos conjugados b+ic (no reales) de 
orden f es la fracción real 


B¡X +C, B,X +C, 
R(X) = - pe =— 
e ar IO qu 
donde B,, ..., Bp, C;, ..., Cg son números reales, que pueden ser algunos nulos, 


aunque el polinomio B¿X + C¿ es no nulo, sino b+ic serían polos de orden 
estrictamente inferior a f, lo que es imposible; R(X) es la suma de elementos 
BX +C; 


simples de segunda especie TAE Ey 


b) Métodos prácticos de descomposición en R(X) 


El cálculo de p (parte entera) y de los coeficientes relativos a los polos 
reales se hace con los mismos métodos que en C(X) (ver $ 206). 

Para calcular las partes relativas a los polos complejos conjugados no 
reales la mayoría de las consideraciones desarrolladas en el $ 206 son válidas. 
Por ejemplo, si 


B 
8 1%) Y BX+O 0) ] 
A O SS 2 E 
se tendrá 
0) 
200 = BA + Ca + [DP + 9%) 


donde la fracción k está desprovista de los polos b+ic, de donde sustituyendo 
X por b+ic la relación compleja 


u(b + ic) 
vb + ic) 

que determinan los dos números reales Bp y Cp. 
Igualmente todas las observaciones relativas a la paridad o imparidad son 
válidas, así como el uso de valores particulares; respecto a esto hay que 


señalar que si X? + pX + q es un polinomio real irreducible se tiene q > 0, 
entonces hay, a menudo, interés en utilizar 


x=+iVq. 


Se puede también observar que si se descompone f real en C(X) (en ele- 
mentos simples de primera especie), las partes relativas a dos polos conjuga- 
dos son conjugadas (8 206, c); tendremos, pues, según la unicidad de la des- 


= Bab + ic) + Cy 


511] DESCOMPOSICION EN ELEMENTOS SIMPLES 521 


composición (5) y de la descomposición (6), todos los demás términos de las 
dos descomposiciones estando desprovistos de polos b+ic 
E 


B sn 

BX+C A A 

ROO) = ' 0 e 1 1 
20 2 [XD +eT Ata] 


A hiX) 
[A—Dy + e] 


con h(X) = A(X—b— ic) + AkX—b— ic) € R[X]. Puede resultar cómodo 
de descomponer en elementos simples de segunda especie, cada una de las 


. fracciones reales EY utilizando, por ejemplo, el método de la 


división indicada en el ejercicio 2 del 8 204. 


OBSERVACION 


De hecho, en la práctica, la descomposición en elementos simples de segunda especie 
es principalmente útil para calcular las primitivas de las funciones racionales reales. 
Ahora bien, las fórmulas de derivación en C(X) ($ 202) y la definición de la primitiva 
de una función compleja de variable real (ver curso de Análisis) demuestran que, si 
1> 1, la función real definida sobre R 

A; A 


a 43 Sii a =b+IiR) 
a—a.  (x—a)! 


tiene como primitiva la función real definida sobre R 


1 ( Aj A, ) 
— + . 
1=1X (xa > (x— ay 


Solamente se necesitan los elementos simples de segunda especie en el caso de los 
polos simples y en aquel en el que los residuos de los polos múltiples b+ic son no 
nulos; se escribirá entonces 

A, + A; Byx +C, 
a—b—ic " x—b+ ic (x—bP+0 


(B,, C,eR). 


Se observará que el cálculo indicado para una primitiva, en el caso 1>1, es más 
simple que el cálculo de la primitiva de 
Bx + C; 


¡ —_—_manmm— 
[602 +0]: 


En consecuencia, resulta interesante, para calcular una primitiva de una función racio- 
nal real, descomponerla en C(X) en elementos simples de primera especie, y seguir el 
procedimiento indicado más arriba. 

Por otra parte, como se verá en Análisis, para, los cálculos relativos a los operadores 
1,2 y 3 ($ 205, b, observación), los elementos simples de segunda especie, en general, 
no son de utilidad; de ahí el escaso interés práctico de la descomposición en elementos 
simples de primera y segunda especie en R(X). 
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EJEMPLOS 


1. Los ejemplos 1 y 2 del $ 206, dan inmediatamente la parte relativa a la pareja 
única de polos complejos conjugados bajo la forma de elemento simple de segunda 
especie. 

1 


2. 19) = HG 
(+ 1900 4X +1) 


poniendo X + 1= Y se halla 


2 1 
Xx) = —— + + TH $) 
di (X4+ DI (ARI XX 41 hi 
Xx 43X2 4 3X 43 
10 = ——__—_ 


004+X +12 


dividiendo — (3 + 3X2 4 3X +3) por X?+X +1 después el cociente por X?2+X +1 
(ver $ 204, ej. 2) se obtiene 


= x+2 
1)  ——— _ _—_—_—., 
QOEX+F+ IP XX +1 
Se hubiera podido poner a priori (X?+X +4 1=(X—jAX—7P)) 
A; + A, de A; + BX +C, B,X +C; 
(AFD (ARI XL OR 41 24 X 41 


1) = 


se tendrá (después de la multiplicación por (X + 1)3) sustituyendo X por —1 seguido 
(después de la multiplicación por (X2+ X + 1)) de la sustitución de X por ¡ 


1 
A=1. ———=-—1=Bj+0,>(B,=0, C,=—1) 
; GEN A E 


se podrá seguidamente dar los valores particulares 0, ¡e co (después de la multiplicación 
por X), se obtendrá cuatro relaciones reales que permiten calcular A), Aj, B,, C, (se 
constatará que este cálculo es más largo que el precedente). 


8 A A. BE. BX+C, 
$ (===>: li A e APTA 
(02=D024+ 12. X—1 X4+1 00412 X+41 
La paridad nos permite escribir 
A C, 
E 
*x—1 X+1 02 + 192 x+1 


NX) = 


multiplicando por X—1 y sustituyendo X por 1 se obtiene A= 1; multiplicando por 
(02 4 1) y sustituyendo X por ¡ se obtiene C,=—4; finalmente sustituyendo X por 0 
se obtiene 


—8=—2A +C,+C,>C,=—2. 
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Ejercicios 


369. 


370, 


371. 


372. 


373. 


374. 


375. 


376. 


377. 


Descomponer en elementos simples sobre C después sobre R (neN) 


1 1 1 1 
xin_1' X2n+1 1” xn 1" Xan 


Descomponer en elementos simples sobre C después sobre R (p, qeN, p< 2q) 
xo! xo xo! xo 
IX 1—XMH? O 14 XA 1 XA 


Descomponer en elementos simples sobre C (neN; a, beC, ax b) 


1 l 
=p". (Aa (AZ by: 


(Se podrá utilizar el método indicado al final del subpárrafo 206, b). 


Descomponer en elementos simples sobre C después sobre R 


1 5Xó—X3 +1 3X2+1 
(X—D0(X24+2X Xx 4) XI42X36X242X +41 (X—IMOBX 41) 
X142 Xx-3 X5—2X3 +1 


X(XIP004+ 1)" — XRZIDOREIS XI 2X042X22X 41 


Descomponer en elementos simples sobre C después sobre R (a, beR, a? x b?) 
1 
X*— 2X3(cos a + cos b) + 2X41 +2 cos a cos b)—2X(cos a + cos b) + 1 


Descomponer en elementos simples sobre C seguidamente sobre R (eventualmente) 
1 
4X3—3X—a 


(aeR; se pondrá a=cos Ja o a=ch 3a o a=—ch 3x según las posiciones de a 
con relación a —1 y 1). 


Tenemos la fracción racional f definida por 


x=1g 0, Hx) = tg na, («en —Z<0<Z) 


Descomponer f en elementos simples. 


Sea u=ax + bx4+c, v=ad'X?*+b'X +0” dos trinomios con coeficientes reales; 
se supone a'(b'2—4a'c') 0. Descomponer f=u/v en elementos simples de pri- 
mera especie. Calcular f”. Deducir que f” tiene 1 o 3 raíces según que v tenga 2 0 0 
raíces reales. 


a) Dados dos trinomios de segundo grado T,, T,, primos entre sí, con coeficientes 
complejos, demostrar que las raíces de los trinomios T =aT, + a7T,, en los que 
a, y a, son dos números complejos cualesquiera, verifican una relación involutiva 
(V. $ 124, f) que no depende más que de T, y T,. 
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378. 


379. 


380. 


381". 


382. 


383. 
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b) ¿En qué condición los residuos de la fracción 
(X—a) (X— B) 
(X—aP (X—bY? 
son nulos? («, B, a, beC; ax b). 
Siendo (x,) (1 <h < n) una familia de 1 números complejos todos distintos, se pone 
U(X) = (X —x) (X—x)) ... (X—X,¡). 


1 2” 
E >| Po A 
[u0072 (x 
h=1 
Calcular A, y B, con ayuda de u'(x,) y u”(x,) 


Demostrar que 


Siendo (x,) (1 <h< mn) una familia de n números complejos todos distintos y (a,) 
(1 <h< mn) una familia de números complejos cualesquiera, demostrar que existe un 
polinomio único f de C[X], de grado <n— 1 tal que 


(h=1,2,...,n) f(x) =4; 
considerando la fracción 
1) 
(A—xp) ... A—=x,)" 

Hallar de nuevo la fórmula de interpolación de LAGRANGE ($ 192, ej. 5). 
Siendo a y b dos números complejos distintos y «, a”, B, B” cuatro números com- 
plejos cualesquiera, demostrar que hay un polinomio único f de C[X] de grado < 3 
tal que 

f(a) = 0, fa) =0”, 1(b) =8, F(b) =P”. 
(Considerar la fracción [(X)/(X — a? (X — bY). 


Si (xy) (1<h<m) es una familia de m números complejos todos distintos, (p,) 
(1<h<m) una familia de enteros naturales no nulos y (a, ,) (0<k<p,—1) 
una familia de números complejos cualesquiera, estudiar la existencia y unicidad 
de un polinomio f de C[X] de grado <p, +... + Pm —1 tal que 
(h=1,...,. Mm f(x,)=4, y == Hx,) =4, y «0 JO-D(x,)=4, ,, y 
(Estudiar primero los ejercicios 379 y 350.) 
Demostrar que en C(X) 
pl xn. 
T——=14+X+..+X0+ E 
1=-X 1-X 


Deducir por derivación los cocientes del orden n en la división según las poten- 
cias crecientes de 1 por f(X) = (1— XIX. 
Aplicar el resultado a f(X) = (1—aX)YX o f(X) = (a—X)* (ae C*). 
Descomponer sobre C, [(X) = 1/(1 + X2). Deducir que 
PX) 
NESTN 
donde P,, es un polinomio de R[X] de grado n que se calculará. 


ro) = 
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384. 


385, 


386. 


387. 


388, 


389. 


Los polinomios considerados se supone que tienen sus coeficientes en un cuerpo 
conmutativo K. 
Demostrar que si v(x) es un polinomio no nulo, todo polinomio f se escribe de una 


manera única 
109) = 2,00 [v00]7" 
los polinomios a, son de grado <grd v cuando no son nulos. 
(Efectuar en K[Y] [X] la división euclídea de f(X) por v(X) — Y). 
Deducir del resultado precedente una nueva demostración del lema 3 ($ 204). 
Descomponer en elementos simples sobre R 
3X"— 5X1 + 4X2—11X +1 
024 
(utilizar el ejercicio 384). 
1 


1.2 Se pone [(X) = ai" Calcular la parte principal 


B 
A dd Lo] 


== di XP = (Xx 
(X—1P am *x=1 ú [1007 =00 


relativa al polo 1. 

2.2 Observando que g(X) = g(¡X) = g(2X) (¡ = e?iz/3) hallar la descomposición en 
elementos simples de g en C(X). 

3.2 Demostrar que existe un valor de 2. tal que g(X) —Af(X) sea la derivada de una 
fracción racional G(X). Suponiendo G(0) = 0 escribir la descomposición de G(X) 
en C(X). 

4. Se pone p(X) = 1/(X"— 1), n entero > 2. Demostrar que existe un valor A para 


el cual la fracción 
[9007 —Ap(x) 
es la derivada de una fracción racional. Calcular A. (M.P.C.) 


Se tiene la fracción racional (a, be C) 
aX? + bX 
10) = GE 2,5 A 
(X— 19 (X + 1) 
a) Descomponer f en elementos simples. 
b) ¿En qué condición las primitivas de f son fracciones racionales en X? Dar su 


expresión en este caso. 
(V. ej. 377). (M.G.P.) 


Hallar los polinomios u(X) de grado mínimo tal que las primitivas de la fracción 


racional 
uX) 


Xx) = ——— 
1 a 


sean fracciones racionales en X. 


Sea E el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos E,,, el sub- 
espacio de los polinomios de grado <n. En todo lo que sigue Q es un polinomio 
dado de grado q en el que todas las raíces son simples. 

12 Si P es un polinomio, ¿cuál es la forma de la descomposición de z = P/Q? en 
elementos simples? Demostrar que si las primitivas de z son racionales, son de la 
forma S/Q donde S es un polinomio. 
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390, 


391, 


392 


393. 


394*. 
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2.2 Se hace corresponder a U€E,,,, el polinomio 
T(U) = U/'Q—Q'U 


demostrar que T es una aplicación lineal de E,,,, en E,,,¿ ¿Cuál es el núcleo de T? 
(Se distinguirá el caso n > q y n<q.) ¿Cuál es el rango de T, la dimensión de la 
imagen T(E,,,¡) de T? 
3. Siendo U exactamente de grado n, demostrar que si T(U) es de grado <n+3—1 
entonces n = q y que existe un polinomio V de grado < n tal que T(V) = T(U). 
Dado el entero natural p, deducir que los polinomios PeE,,,, tales que la fracción 
P/Q? tenga sus primitivas racionales formen un espacio vectorial de dimensiones 
p—q+1, si p>29—1, p-9+2 si q—2<p<2q—1, y cero si p<q—2. 
Verificar estos resultados sobre el ejemplo estudiado en el ejercicio 387, 

(M.G.P.) 
Sea (x,) (1 <h=<m) una familia de m números complejos todos distintos. 
a) Si a, es un número complejo no nulo, calcular la descomposición sobre C de la 
POD/A%) con (X) =a(X—xP45 ... (X—0%) km € C[X]. 
b) Demostrar que para que exista un polinomio g + 0 de C[X], tal que 


es necesario y suficiente que %, ..., %,, sean enteros naturales, Hallar entonces todos 


los polinomios g. 


im 


Simplificar, para n = 2, 3, 4 las fracciones racionales (V. ej. 366, cap. 11) 
xXx Ye z. 
+ A KA AAA 
(XYU(XZ) (Y —Z)MY-—-X)  (Z—X)Z—Y) 


Simplificar, para n=2, 3, 4, las fracciones 
(X+ Y) (X +2) (Y 4+Z) UY +X) (Z+X)(Z +Y) 
pe + Y" ZO ————_—— 
(X— Y) (X—Z) (Y—Z) (Y —X) (Z—X)(Z— Y) 
Hallar los ceros, los polos y los puntos de indeterminación de las fracciones siguientes 
de C(X, Y) o C(X, Y, Z) 
X+Y Xx + Y3 X+Y4Z 
x-Y Xx Y xX—=Y 


A) Hallar los ceros comunes de cada uno de los pares de polinomios formados con 
los tres polinomios de C[X, Y, Z, T] 


Y?—XZ, YT—X, XY —ZT. 
b) Hallar los ceros, los polos, los puntos de indeterminación de las tres fracciones 
de C(X, Y, Z, T) 
Y?—Xz YT—X XY—ZT 
YT—x2 xXY—ZT YI—XZ' 
Se demostrará, en particular, que estas tres fracciones tienen como puntos de inde 


terminación todos los puntos de C* de la forma (Af, A£?, hf, A) en queen que A y £ 
son dos números complejos cualesquiera. 
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ECUACIONES ALGEBRAICAS 


l. Funciones racionales de las raíces, 
II. Eliminación y aplicaciones. 


208. Introducción 


En todo este capítulo sólo consideraremos polinomios de C[X]. Siendo 
C infinito, a todo polinomio f de C[X] podemos hacerle corresponder, de 
manera biyectiva, la aplicación polinómica asociada (ver $ 185), representare- 
mos igualmente esta aplicación por f. Por otra parte, el polinomio f + 0 de 
grado n 


(1) [(X) = ayX" + aX" +... +4, ¡X +4, (a) 0) 
tiene n raíces distintas o no en C (ver 8 193, b); según que expresemos o no 


de modo explícito el orden de multiplicidad de cada raíz escribiremos (2) 
o (2 


(2) [(X) = aX — 0) ... (X — a) 
(2) [(X) = aX — a)" ... (X— am)". 
Donde las m raíces 0;, ..., %m de Órdenes respectivos Ry, ..., Rm son distin- 


tos dos a dos; además, h,+... + A, =n. 
Hallar las raíces del polinomio f, es resolver la ecuación f(x) = y, asociada 
a f (ver 8 14, b) para y=0. Diremos que la ecuación 


3) (0) =ax +axr+...+0,2+a,=0 (40) 


es una ecuación algebraica de grado n (se sobrentiende: con coeficientes 
dp ..., 4, en C). 

Las raíces del polinomio f se llaman raíces o soluciones de la ecuación 
f(x) = 0. Dos ecuaciones algebraicas f(x) =0, g(x)=0 son equivalentes si 
tienen las mismas raíces con el mismo orden de multiplicidad: esto ocurre 
si y sólo si g=Af (,€C*). 

El lector se dará cuenta fácilmente que los resultados que vamos a dar 
serían también válidos si se reemplaza C por un cuerpo K, conmutativo, infi- 
nito, algebraicamente cerrado, de característica nula. Algunos de ellos son 
también válidos en casos más generales. 
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Il. Funciones racionales de las raíces 
209. Relación entre los coeficientes y las raíces 


Sea ay ..., adn las n raíces de la ecuación algebraica de grado n, f(x) =0, 
si E1, ..., E, son los polinomios simétricos elementales de C[X,, ..., X,] (ver 
$ 199, b) escribiremos 


(h=1, ..., 1) E-01) ---» An) = LQ10> ... Ah = Or 


y diremos que 0; ..., 0, Son las n funciones simétricas elementales de las 
raíces de f(x) = 0. 
Tenemos 
01 = La; =01 +02 +... + Op 
0 = Zayas? = 0107 + 0103 +... + On-10n 
4) Oh = EQ10%2 --. Op = 0102 >> Op bo... E An=hy1 ++ Cn 


On = ÉO102 -.: Up = 0102 --- Ono 


Las fórmulas (1) y (2) (8 208) y los cálculos del $ 199, b) demuestran que 
(si f es de grado n y a, 0) 


a 'n 
5) aq ml eS E n= 


Recíprocamente supongamos que, siendo g;,, ..., d, n números complejos 
dados, tratásemos de resolver el sistema (4), a%;, ..., a, como incógnitas, está 
claro que 0, ..., a, son las n raíces de la ecuación 


(6) e — ae + (— Doa +... + (— Do, =0. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Escribir las relaciones (5) separando una raíz a, e introduciendo las n—1 fun- 


ciones simétricas elementales af, ..., 0,_, de %, Q,, ..., a,; se obtiene 
a+ o = —a,/a, 
6 a, +0 =(—Da/a,  (h=2,....n—1) 
9,9; = (Dra, /a, 
deducir que el sistema (5) en el que a, ..., a, son las incógnitas es equivalente al sis- 
tema (5) 


Ha) =/(a)=...= f(a,) =0. 
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Demostrar que si en el sistema (5) se reemplazan m<mn ecuaciones por m ecuacio- 
nes del sistema (5') se obtiene una consecuencia del sistema (5). Así (dados a, b, c) 


se tiene 
x+y+z=—a x+y+z=—a 
(reia b=> dz 
xyz=—c 3+al+bx+c=0. 
¿En qué caso estos dos últimos sistemas son equivalentes? 
2. ¿En qué condición las raíces de 3 +ax?+bx+c=0 están en progresión arit- 
mética? Resolver entonces la ecuación. 
3. Para n= 4 escribir las fórmulas (5) poniendo 
$S=0%+0%,  P=00%)  S=03 +0)  p'= 00% 


4. Hallar a tal que las raíces de 4 + 19 + ax? + 3x 4 2=0 verifiquen Q, + 4, = Qy0y. 
Resolver entonces la o las ecuaciones obtenidas. 

5. Utilizando c, hallar kh de modo que haciendo el cambio de variable x= y+h 
la ecuación (3) tome la forma 


€) Y + by 2 4 dy by +b, =0. 


Así para n= 3, se tiene Y + py+q=0, algunas veces se dice que se tiene la 
«forma canónica» de la ecuación de tercer grado. 


210. Funciones racionales de las raíces de una ecuación algebraica 


Sea r una fracción racional simétrica, elemento de C(X;, ..., X,). Para toda 
permutación x de [1, n] se tiene 

(09) AX + m9) = Xp, 021 Xp) 
resultará, supuestas sustituibles en r las raíces a; ..., On de f(x), que para 
toda permutación 

2) Ploc1)r +0» rm) = M1, <<, O): 


Pero puede suceder que se tenga (2) sin que se tenga (1). Consideremos, 
por ejemplo, 
1() =x + px + q = (x— a) (x — b)(x—c) 
tenemos (a +b+c=0) 
at—bc= ala + b + c) — (bc + ca + ab) = — (bc + ca + ab) 
luego 
B—bc=4—chb =b— ca = bb ac =0—ab = A —ba=—0,=-—p 


aunque el polinomio X?—YZ no sea simétrico. 

Si una función racional r que aplica C” en C verifica (2) para las n raíces 
de una ecuación f(x) = 0, para toda permutación 1 de [1, n], diremos que 
r es numéricamente simétrica para las n raíces aj ..., Qn de f(x)=0; por 
abuso de lenguaje, diremos que r es una función racional simétrica de las n 
raíces de f(x) = 0. Por oposición, se dice algunas veces que s elemento simé- 
trico de C(X,, ..., X,) es formalmente simétrico. 
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Supongamos r numéricamente simétrico para las raíces de f(x) = 0, si efec- 
tuando sobre r todas las permutaciones de S,, se obtiene k y solamente k 
ed racionales r;, ..., 7; distintas dos a dos es evidente que la fracción 
racional 


1 
Xp 0.0, X,) = y briXs, 0 Xp) Ho TAX 00, X 1] 
es formalmente simétrica y que 


S(Q1 .., 09) =YÍ01) ..-, Un) 


Por ejemplo, en el caso estudiado anteriormente 


1 
sX, Y, Z)= 3 (Q2— YZ + Y?—ZX + Z?— XY) 


s(a, b, c) = r(a, b, c). 


En consecuencia: el cálculo de una función racional numéricamente simé- 
trica de las raíces de una ecuación algebraica, se reduce al cálculo del valor 
de una fracción racional formalmente simétrica para las raíces de la ecuación 
estudiada. 

El teorema 21 del $ 199 y las fórmulas (5) del $ 209 nos permiten enunciar: 


TEOREMA. — Toda fracción racional numéricamente simétrica de las raíces de una 
ecuación algebraica, se expresa racionalmente en función de los coeficientes de esta 
ecuación. 


EJERCICIOS 


1. Sea r una fracción racional simétrica, de representante irreducible P/Q, P y Q 
siendo dos polinomios simétricos de grados parciales respectivos p” y q”. Dar la expresión 
de r(%;, ..., a,) en función de los coeficientes dp ..., a, de la ecuación que tiene por 
raíces Qt, ..., Uy ¿Qué se hallará si r =P, P polinomio simétrico de grado total p y de 
grado parcial p'? 

2. Sea f(x) =x3 + px+q=(x—a) (x—b)(x—c), calcular (b — cc — a? (a— bY 
en función de p y q, a) directamente, f) utilizando el teorema del grado y del peso 
(8 199) (ver igualniente un tercer método, ej. 424, b). : 

3. Sea f(x) =x3 + px+q=(x—a)(x—b)(x—c), con p+q+15%0, calcular 

a—1 


1 


Il. Eliminación y aplicaciones 


211. Definición. Métodos teóricos de eliminación 
DeriniciÓN. — Sean dos ecuaciones algebraicas 


16) = ayer +4 ax" +...+4,=0 (a, + 0) 
20) = by? + byxP-1+...+b,=0  (by0) 
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eliminar x entre estas dos ecuaciones, es hallar una condición que la verifiquen los coefi- 
cientes de las dos ecuaciones y sea, además, necesaria y suficiente para que estas dos 
ecuaciones tengan al menos una raíz común. 


Designaremos las raíces de f(x) =0 por a; ..., an y las de g(x) por 
Br «+» Bp. Escribiremos n < p. 


a) Método del máximo común divisor 

Si los polinomios f y g tienen una raíz común y, son divisibles por X— y 
y al ser y una raíz de su máximo común divisor d, este último es de grado 
superior o igual a 1. Recíprocamente si el m.c.d. d de los polinomios f y g 
es de grado superior o igual a 1, los polinomios f y g tienen en común las 


raíces de d. 
Buscando el m.c.d. de f y g por el algoritmo de EucLiDES ($ 190, c) se 


obtendrá r; tal que 

grd r,1>0  grd r;= 
para que f y g tengan una raíz común es necesario y suficiente que r,= 0; 
en general r,_, será de primer grado, habrá una raíz común única, si r,_, es 
de grado l, f y g y, por tanto, las ecuaciones f(x) =0 y g(x) =0 tendrán 1 
raíces comunes. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si grd f[=n y grd g=1, la raíz común no puede ser otra que la raíz —b,/b, 
de g, la condición es 


b 
(b)"f ( ) = aí— by)" + app (— by +... + a,(bp)7 =0. 
0 


2. Sea f(x)=ax2+bx+c, g(x) = dx +b'x+c" (aa 4 0); demostrar que f y g 
tienen al menos una raíz común si y sólo si 
R = (ca' —ac'? — (ab' — ba”) (bc! — cb”) = 0. 
Demostrar que si R=0 y ab'—ba' =0, f y g tienen dos raíces comunes. 


¿En qué caso f y g tienen una raíz única común? Hallar en este caso esta raíz. 
3. Si a y ce son no nulos a+bx+cx2=0 tiene por raíces las inversas de las 


raíces de ax? + bx +c=0. Situándonos en C=CU [00) (ver $ 124) diremos que la 
ecuación ax? + bx +c=0 admite «o por raíz simple si a=0, bx0 y admite oo por 


raíz doble si a=b=0, c 0, 
Si a y a” pueden ser nulos, demostrar que la condición R= 0 (ver ejercicio 2 más 


arriba) es necesaria y suficiente para que f(x) =0 y g(x) = 0 tengan al menos una raíz 
común finita o infinita. 

b) Determinante de Sylvester 

f y g tienen una raíz común si y sólo si su m.c.d. d es de grado 1>0, 
es decir, si se tiene 

(1 f=fd, g=gd  (grdfi<m  grdg<p) 
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existe, pues, f, y g, verificando 
2) gaí—f8g=0  (grdfi<m  grd g,<p). 


Recíprocamente si existe f, y g, verificando (2), f y g no son extraños, 
pues si lo fueran f al dividir fg, = f,g dividiría f,, lo que es imposible, de donde: 


TEOREMA. — Las ecuaciones algebraicas f(x) = 0, g(x) =0 tienen una raíz común si 
y sólo si existen polinomios u y v no nulos que verifican 


(3) uf+vg=0 (grd u<grd g, grd v<grd f). 

Si f y g tienen una raíz común existe, en consecuencia, números complejos 
Cb, «==» Cp no todos nulos y números complejos dp, ..., d,_, no todos nulos 
tales que 

(4) (COX? +... + Cp) + (dX"=! +... + d,_)8 =0. 


Luego los n + p polinomios 
Xxf  (0<kh<p—D, Xg (0<k<n—1) 


describen una parte ligada del espacio vectorial E de los polinomios de 
grado a lo sumo igual a n+p— 1. Recíprocamente si estos polinomios no 
son independientes, existe una relación de forma (4) con coeficientes no todos 
nulos: está claro que todos los c, (o todos los d;) no pueden ser nulos, se 
tendría entonces vg =0 con v < 0, g 0, lo que es imposible; luego si estos 
n + p polinomios no son independientes existe u y v no nulos, verificando (3). 

La condición f y g tienen una raíz común, es equivalente a la condición 
los n +p polinomios X”f, X*g (0<kh<p—1, 0<k=<n—1) no son in- 
dependientes: es decir, la matriz de sus coeficientes sobre la base canónica 
de E: (X"*»-1, ..,, X, 1) no es inversible, o sea, su determinante S es nulo 


Pp n 


AA... Anda 0...0 0... 
Dar ...... 414,0 0 0 


El determinante S se puede considerar como un polinomio de n+p+2 
indeterminadas 4%, ..., Gay Do, ..., b, se le llama determinante de SYLVESTER 
de los dos polinomios f y g; tenemos, pues: 
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TEorREMA. — Dos polinomios f y g tienen una raíz común si y sólo si su determinante 
de Sylvester es nulo. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


4. Calcular el determinante de SYLVESTER para f =ax 2 +bx+c, g=4'x2+b'x+c". 
Verificar que R=S (ver ej. 2 más arriba). 

5. Demostrar que S es un polinomio homogéneo de grado p relativamente a ap, ..., 4, 
y un polinomio homogéneo de grado n relativamente a bp, ..., By 

- 

6. Demostrar que a, = b,=0 implica S=0. Situándonos en C y a, o by pudiendo 
ser nulos, demostrar que la condición S= 0 es necesaria y suficiente para que las dos 
ecuaciones f(x) =0 y g(x)=0 tengan al menos una raíz común finita o infinita. 


c) Métodos de funciones simétricas 
Tenemos (ab, 0) 


(6) = 00" +... + a =af— as) (xa) = 0] | a) 
i=1 


» 
800) = dy? +. + by = bx) («— 8) = o] | «8». 


j=1 


A= II 168) = (ay tí (6;—a) 


i=l jal 


B= [sc = (by tn (a,—B). 


i=l jel 


Pongamos 


Se ve inmediatamente que 
” 


» 
(1 R= (a)'B = (—1)7(09'A = (ay) ]]] | (o 8). 
il jal 
A es una función polinomio simétrica de las raíces de g(x)= 0; designemos 
por *;, ..., Tp las funciones simétricas elementales de estas raíces; conside- 
rando fi, ..., PB, como indeterminadas, siendo A de grado parcial n respecto 
de cada indeterminada f; tendremos (teorema del grado, $ 199, c) 
A= hala 0» 1) 


donde h, es un polinomio de grado total 1 cuyos coeficientes son polinomios 
en do, ..., A. según la definición de A. Por otro lado, las relaciones entre los 
coeficientes y las raíces de g(x) =0 (ver $ 209) nos permiten escribir 


_ b; E) ya Pr (Bo, ..., Dp) 
A ma q E 
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siendo P, un polinomio homogéneo de grado total n relativamente a Do, ..., Dp. 
Se demostraría igualmente que 


— Quo: + 45) 
(ay 


donde Q, es un polinomio homogéneo de grado total p relativamente a bp, ..., An- 
Finalmente la fórmula (1) da 


Q) R(Ao, ..., bp) = Quído, ..., 4) = (— D”Pr(Do, ..., Bp) 
R es, pues, un polinomio en dy, ..., b,, homogéneo de grado total p en ay ..., Gn 
y homogéneo de grado total n en b,, ..., b,, se le llama el resultante de los dos 


polinomios f y g. 

Recordemos que los cálculos precedentes se han efectuado suponiendo 
amo e 0. En este caso R = 0 es equivalente a: existe (i, j) tal que a; —P;=0, 
de donde: 


B 


TEoREMA. — Dos polinomios f y g tienen una raíz común si y sólo si su resultante 
es nulo. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


7. Calcular R para f(x) =ax?+bx+c, g(x) = a'x2 + b'x + c'. Comparar con los 
resultados los ejercicios 2 y 5 anteriores. 

8. Demostrar que R=S (considerar S como un polinomio en 4, ..., Ay, Bj» ..., B, 
merced a las fórmulas a, = (—1)'a90;,, b,= (—1)bjr, y observar que S=0 si a,= Bj, 
utilizar seguidamente el corolario del teorema 18, $ 195; comparar finalmente los grados 
de S y R en dp ..., b,). 

9. Demostrar que R(dp, ..., 1) es isobaro y de peso np (ver $ 199, c). 


212. Métodos prácticos de eliminación 


Los tres métodos de eliminación que acabamos de indicar en el párrafo 
precedente son a menudo aplicables en la práctica (ver ej. 2, 5 y 7, 5 211). 
Se puede también observar que si existe dos polinomios f, y g, tales que, 
para x perteneciente a C, 

f(x) =0 f(x) =0 
> 
g(x) =0 gi(x) =0 
= E eliminar x entre f(x)=0 y g(x)=0 o entre f(x)=0 y 
gu(x) =0. 
Pongamos (n < p) 


LE a a a (a, 0) 


1 
Y 28) =b+..+b,=0  (b0) 
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el sistema (1) es equivalente al (2) 


0 4 f(x) =0 
gi(x) = ang(x) — byr"f(x) = 0. 


El sistema (2) es más simple, pues grd g,<grd g. 
Igualmente si a, 0, (1) es equivalente a (3) 


4 f(x) =0 f(x) =0 
6) o 
gAx) = dyf(x) — anglx) = xg(x) = 0 gx) =0 


pues a, + 0 implica f(0) 0. Ahora bien, grd g,<grd g). 


En cada uno de estos procedimientos se ha bajado al menos en una unidad 
el grado de una de las ecuaciones: se puede, pues, llegar poco a poco al caso 
en que una de las ecuaciones sea de primer grado. 


Pero estos cálculos en la práctica requieren un gran cuidado: hay que 
pasar cada vez a un sistema equivalente. Ahora bien, en la práctica los coefi- 
cientes dy, ..., b, dependen de parámetros y lo que se busca son valores de 
estos parámetros o las relaciones entre estos parámetros para que f(x)=0 
y g(x) = 0 tengan una raíz común. Supongamos para simplificar que 4) ..., 
sean polinomios en 2, escribiendo que f(x) = 0 y gi(x) = 0 (sistema (2) anterior) 
tienen una raíz común, se encontrará una condición p(1) = 0. Si una solución 
dde A) =0 es tal que a) = 0 los sistemas (1) y (2) no son equivalentes 
y el valor Ay, no conviene; se haría una observación análoga para los sistemas 
() y 6). 


EJERCICIOS 


1. Sea f(x) =ax + bx+c, g(x) = 4x2 + b'x+c. ¿En qué casos los sistemas 


f(x) =0 a'f(x) —ag(x) = 0 

g(x) =0 c'Hx)—cg(x) = 0 
son equivalentes? Deducir que, bajo ciertas condiciones, si estas dos ecuaciones tienen una 
raíz común x, se tiene 


cat —ac' be! —cb' 
Yo = —KKÁ-= ————— 
abba carac” 

2. Hallar la relación entre a, b, c para que las ecuaciones 

X2—ax+1=0, 3+bx+4co=0 

tengan una raíz común. 

3. Eliminar x entre f(x) =0 y x2=a4 (escribir f(x) =f,(x2) + xf,(x7), siendo f, y f, 
dos polinomios). 
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213. Primeras aplicaciones de eliminación 


a) Eliminación entre n ecuaciones algebraicas 
Eliminar x entre las n ecuaciones algebraicas 
f(x) =0, ..., f(x) =0 


es hallar las condiciones verificadas por los coeficientes de estas ecuaciones, 
necesarias y suficientes para que estas n ecuaciones tengan al menos una raíz 
común. 

Sea (f, g) >d(f, g) la ley interna que hace corresponder a una pareja de 
polinomios su m.c.d.; como en Z (ver $ 100, ejercicio) esta ley es conmu- 
tativa y asociativa; resulta que, si se pone 


d=dfyf)  ypara 2<h<n—1  di=4ldis fu fr.) 


d,_. es el m.c.d. de fi, ..., fu Para que estos polinomios tengan una raíz 
común, es necesario que d,_, sea de grado estrictamente positivo, para esto 
es necesario también lo sean d,_» ..., dí. Recíprocamente si d,, ..., d,_,-SOn 
de grado estrictamente positivo, está claro que los polinomios fi, ..., f, tienen 
una raíz común: habrá que escribir, pues, en general n—1 condiciones. En 
particular, si habiendo escrito que d, es de grado estrictamente positivo, se 
encuentra grd d, = 1, será suficiente escribir seguidamente los n—2 restantes 
polinomios que tienen como raíz la raíz de d;. 

Naturalmente por combinaciones de ecuaciones, y haciendo las mismas 
reservas que en el párrafo anterior, se puede reemplazar el sistema 
f(x) =... =f4x) =0 por un sistema más simple. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Busquemos las condiciones para que f(x) = 0, de grado n, tenga una raíz múltiple 
de orden k (2<k<m): hay que eliminar x entre las ecuaciones 


(1 10) =f(0=. =fMx) =0 


y escribir seguidamente que una raíz « común a estas ecuaciones es tal que Ma) 0 


(ver $ 192, teorema 15). 
Se observará que si f es una «variable de homogeneidad» (ver $ 186, e, y $ 197, ej. 2) 


el sistema (1) es equivalente al sistema (2) (0 <h<k) 
e 16000 = ...= 1900, 400 = « = IO = 0. 


2. Escribir la condición para que x3 + px+q=0 tenga una raíz doble (ver $ 192, 
ej. 6). 
3. Escribir las condiciones para que la ecuación 
(0)=4+00+2+b=0 


tenga una raíz triple. Utilizar los sistemas (1) y (2) (ver ej. 1 más arriba) y comparar 
los cálculos obtenidos. 
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b) Nociones sobre los sistemas de ecuaciones algebraicas con dos incógnitas 


Sean f y g dos polinomios de C[X, Y] y consideremos el sistema 
(1) fe, y=0 gr, y=0. 


Se llama solución del sistema todo cero común, (a, fB)€C (ver $ 198), de 
los polinomios f y g; se tendrá, pues, 

(1) fla, B)=0 ga, f)=0. 

Observemos primero que si f y g no son extraños, es decir, si existe un 
polinomio d de grado estrictamente positivo tal que f= fid, g= gid, todo 
cero (a, f) de d es una solución del sistema (1). 

Supongamos f y g extraños: en consecuencia, no admitirán como divisores 
comunes más que elementos de C (ver 8 195). 

Si (a, fB) es una solución de (1), las ecuaciones 

Q) f(x, P)=0 gl, B)=0 
tienen al menos una solución común. Consideremos a priori la resultante de 
las ecuaciones (1) consideradas como ecuaciones en x: este resultado será 
un polinomio relativo a los coeficientes de estas dos ecuaciones en x (8 211, c), 
luego un polinomio en y: R(y). Las ecuaciones (2), es decir, las ecuaciones (1) 
para y = f, tienen por hipótesis la raíz x=«u en común, luego R(B)=0. 

Recíprocamente si f es una raíz de R(y)= 0 las ecuaciones (2) tienen, al 
menos, una raíz común a y (a, fB) es una solución de (1). Luego: Para resolver 
el sistema (1) se forma el resultante R(y) de los polinomios f y g considerados 
como polinomios en x: a toda raíz fB de R(Y) =0, corresponde al menos un 
número a tal que (a, fB) es una solución del sistema (1). 


OBSERVACIONES 


1. Si f y g son distintos y de grados respectivos n y p se demuestra que el sistema 
(1) tiene, al menos, np soluciones; se demuestra igualmente, teniendo en cuenta «el orden 
de multiplicidad» de las soluciones y «las soluciones infinitas» que el sistema (1) tiene 
exactamente np soluciones (teorema de Bezour). La demostración de estos resultados sobre- 


pasa el nivel de este libro. 
2. Puede ocurrir que el resultante R(y) sea el polinomio nulo: en cada caso donde 


esto ocurra se observará que f y g no son extraños. 
EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
4. Discutir según los valores de los números complejos a y b el sistema (en C?) 
xi—y=1, ax+by4c=0. 
5. Calcular la resultante R(y) del sistema 
24xy+2x+2y4+40—1=0, x24axy4x40ay4a—1=0. 
Verificar que R(y) tiene a—1 como factor. Estudiar el sistema en C? 
6. Estudiar en C? el sistema, x? + y?—2ax =0, x3 + y? —3xy=0 (se podrá poner 


y = tx). 
7. ¿Cómo se escribirá que las tres ecuaciones 


f(x y =0, f(x, y)=0, f(x, y) =0 
tienen una solución común en C?? (f,, f,, f, elementos de C[X, Y]). 
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214. Discriminante de una ecuación algebraica 


Según lo que hemos visto en el $ 192 (teorema 15), la ecuación f(x) = 
tendrá al menos una raíz múltiple de orden k > 2 si las ecuaciones 


(3=0  fm= 
tienen al menos una raíz común. 


Luego obtendremos la condición necesaria y suficiente para que f(x) =0 
tenga al menos una raíz múltiple anulando la resultante de f y f' 


f(x) = alx— a) ...(x—an) (a 0) 
169 =0 Y (0) + (e — 0) (0 0) (a) 


de donde 


Fla) = aka; — a) ... (a; — 0-1) (0 — 41) -- (0 — An) 
Según la fórmula (1) del $ 211, c, tendremos 
= (aya)... (0) = (a [] (1) 


en el producto [[«.—0». hay n(n— 1) factores, cada uno de ellos se halla 


imj 
escrito dos veces (en la forma a;—a;, y en la forma a,— a), luego 
a D 


= (09 7 [la —ar. 
i<i 
Teniendo en cuenta el hecho de que R ='S (S, determinante de SYLVESTER, 
$ 211, ej. 8) se ve que el polinomio R=S tiene a, como factores (aquí 
by = na, considérese la primera columna de S), se pone R = apD, el polinomio 
D (relativo a los coeficientes de f) se llama el discriminante de f y se tiene 


“(n= 
D= (ao lar 
i<i 
siendo D nulo, f(x) =0 y f'(x) =0 tienen al menos una raíz común, es decir, 
su m.c.d. A es de grado estrictamente positivo. Una raíz qu de A(x)=0 es 
una raíz múltiple de f(x) = 0; su orden es el menor entero k tal que fa) + 0 
(ver 8 192, teorema 15). 


EJERCICIOS 


1. Calcular el discriminante de f(x) = ax? + bx +c (se observará que con nuestras 
anotaciones D = 4ac— b?). 

2. Calcular el discriminante de f(x) =x3+px+q (se halla D = 4p3 + 274?, ver 
$ 192, ej. 6; $ 210, ej. 2, y $ 213, ej. 2). 
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215. Transformación de ecuaciones algebraicas 


Siendo f un polinomio de C[X] de grado n, cuyas raíces SON Q1, ..., On 
y r una fracción racional de C(X), para la cual a, ..., a, son sustituibles, 
se llama transformada de la ecuación f(x) =0 por la fracción racional r, la 
ecuación algebraica que tiene por raíces ras), ..., r(0n). 

Sea (1) f(x) = ax — 1) ... (x — am) (do + 0). 

Pongamos . 

y=r() PBi=r(a) (=1,..., 5” 

la transformada de f(x) =0 por r será 

2) gy) = (y —Br) -.. (Y — Bn) =0. 

El polinomio g podría obtenerse calculando los números +7;, ..., Tn 

(=1.,2)  1=YEBB... PB; = Er(apr(a,)... rlas) 

que son las funciones simétricas racionales de las raíces de la ecuación f(x) = 0: 
el cálculo, en general, es pesado; por el contrario, el cálculo del polinomio g, 
que vamos a efectuar, nos dará los valores de las funciones simétricas 
=i» ...» Tn (ver ej. 3 más abajo). 

Pongamos r = ufo, siendo u/v irreducible, f será una raíz de (2) si y sólo 


si existe un valor q tal que 
f(a)=0, — Bu(a) — ula) =0. 


Luego se obtendrá la transformada de f(x) =0 por r eliminando x entre 
las dos ecuaciones 
[()=0, — yv(x)—ux)=0 


es decir, gy) es el resultante de los dos polinomios en x: f(x) e Yv(x) — u(x). 
Observemos que dos fracciones distintas r y s pueden dar la misma trans- 
formada para la ecuación f(x) =0: es suficiente para esto que se tenga 
G= ll, mM) s(a;) = ra) 
esta observación puede tener un gran interés práctico (ver ej. 2 más abajo). 
La transformación de las ecuaciones es principalmente útil para la resolución 
de las ecuaciones. Si f(x) =0 es de grado n, g(y) = 0 es también de grado n. 
Pero ciertas propiedades de f(x) = 0 pueden llevar consigo la elección de r de 
manera que g(y) = 0 tenga raíces múltiples; en este caso la ecuación g(y) =0 
de grado estrictamente inferior a n llamada “resolvente” de 1() =0 para la 
transformación y =>r(x) (ver ej. 4 y 5 más abajo y ej. 425 y 426 final del 
capítulo). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. La trensformada de f(x) =0 por y = (ax + b)/(cx + d) es 


dy—b 
g(y) = (a—cyyf ( ) 


en particular: 


540 ECUACIONES ALGEBRAICAS [Cap. 13 


a) y=x+h (traslación de las raíces) da g(y) = f(y—h), ecuación que se puede 
obtener mediante la fórmula de TAYLOR. 

b) y = kx (k % 0, homotecia de las raíces) da g(y) = f(y/k). En particular la ecuación 
H=x) =0 se llama «ecuación en las opuestas» de las raíces de f(x) =0. 

c) y=1/x para f(x) =a4" +... +4,=0 (aa, 0) da g(x) =4,x" +... +4=0, 
llamada «ecuación en las inversas» de las raíces de f(x) = 0. 

2. a) Demostrar que para obtener la transformada de f(x)=0 para y = u(x)/v(x) 
se puede reemplazar u y v por dos polinomios u, y v, de grado estrictamente inferior 
al de f (u, y v, son los restos respectivos en las divisiones euclídeas de u y v por P. 

b) Demostrar que se puede reemplazar y = u(x)/v(x) por y = w(x), siendo w un 
polinomio de grado estrictamente inferior al de f (observar que v y f son extraños). 

3. Si q, a), a, son las raíces de f(x) =x%+px+q=0 (p+q+10) se pone 
B,= (a, + 1)/(x, —1), calcular en función de p y 4, 


B, +B2+ By B28, + BB, + BiBr — BiBz Bs 


(transformar f(x) =0 por y =(x + 1)/(x—1)). 

4. Ecuaciones bicuadradas generalizadas. Sea f(x) =0 una ecuación tal que f(a) =0 
implica f(—a)= 0; se supone, además, f(0) * 0. 

a) Demostrar que f es de grado n=2m y que f(x) = h(x?). Deducir de ello que 
la resolución de f(x) =0 se reduce a la de h(y)=0, que es de grado m=n/2 y al 
cálculo de m raíces cuadradas. 

b) hy) =0, llamada «resolvente de f(x)= 0», no es la transformada de f(x) =0 
por y=x?, Formar esta transformada que es de grado n=2m. ¿Se podría prever el 
resultado obtenido? (utilizar $ 212, ej. 3). 

5. Ecuaciones recíprocas. Sea f(x)=0 una ecuación tal que f(0)-0 y tal que 
[(0) =0 implica f(1/a) =0. Se supone, además, que f(1)f(—1) 4 O. 

a) Demostrar que f es de grado n= 2m y que para k=0, ..., n se tiene 4, =4,_ y 


b) Demostrar que la transformada de f(x) = 0 por y = x + 1/x, sea g(y) =0, sólo tiene 
raíces dobles. Deducir la existencia de una «resolvente» h(y) = 0 de grado m (se obser- 
vará que si se pone para k>0, y, =x* + 1/xk, se tiene para K>2: Y. = Yy_p Y — Yi 2) 
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Ejercicios 


N. B.—Salvo mención contraria se supone que todas las ecuaciones consideradas son con 
coeficientes complejos. 


395. 


396. 


397. 


398. 


399. 


400. 


401. 


402. 


403. 


¿Qué relaciones deben verificar los coeficientes reales de la ecuación apx" +... + 4, =0 
para que sus raíces «, sean tales que 


(4=0, .... 1) 2 =0( ot ) (0eR). 
Terminar los cálculos para n= 3. 


Determinar y resolver las ecuaciones de tercer grado cuyas raíces están en progre- 
sión geométrica. 


Determinar a para que dos de las raíces de la ecuación 
31 + ax + 2x2 4 12x—8=0 


tenga un producto igual a 4. Resolver entonces la ecuación (utilizar $ 209, ej. 3). 
Determinar a para que las cuatro raíces 0%, %, dy, a, de 
x4— 6x3 + 8x? + ax 4+25=0, 
verifiquen e, + %, = 0% + %,. Resolver entonces la ecuación (utilizar $ 209, ej. 3). 
Determinar a para que la ecuación 
(a + 3)3—ax—(a + 2)x+a=0 
tenga una raíz de módulo 1. 


Formar las ecuaciones de tercer grado cuyas raíces son los afijos de los vertices: 
a) de un triángulo isósceles, 

b) de un triángulo rectángulo; 

e) de un triángulo rectángulo isósceles. 


Formar las ecuaciones de cuarto grado cuyos afijos sean los vértices de un rectán- 
gulo. 


Demostrar que las raíces %, %, %,, «%, de la ecuación 


apt + 4ax3 + Gaye? + 4ax + a,=0 


son tales que (%, %, %, %)=—1 (V. $ 124, d) si y sólo si 
% 4 0 
a a a|=0 
[2 4% 4%| 


(Se observará que (%, + %) 2(09/%, + (% + %) = 00%) y se utilizará ej. 3, $ 209). 


Demostrar que la condición encontrada en el ejercicio precedente es la misma para 
la cual existe «, B, a, beC, tales que 

aX! + 4a,X3 + 6a,X2 + 4a,X + a, = aX —a)! + b(X— BN. 
(Observar que la función homográfica conserva la razón doble de cuatro números, 
V. $ 124, d). 


542 


405. 


406. 


407. 


408*. 
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Siendo «, B, y las raíces de x3+px+q=0 (q 0) demostrar que cuando se 

permuta de todas las maneras posibles las raíces rada sólo toman dos 
Y e 

valores a y b. Calcular a + b y ab en función de p y q. 


Si a, B, y son las raíces de x3 + px? + qx +r=0, calcular en función de p, q, r, 
cuando están definidas, las expresiones 


A». » o o» 
(8 +2) (Y +2) p (a— BP 
Siendo («,) (1 <h < 6) las raíes de *—x-—1=0. Calcular 
(+1 
e (a, — Ma, —2) * 
Si «, B, y, 5 son las raíces de x*—3x24+x—1=0, calcular Yo3df?y?, 


a) Aplicando el método general. 
b) Observando, previamente, que 038%? = a*2y25(0/8?). 


Demostración del teorema de D'ALEMBERT-GAUSS ($ 193, b). 

Sea feC[X], grd f=n>1. Se suponen admitidos los resultados siguientes: 

1. Todo número real >0 tiene dos raíces cuadradas reales; 

2, Todo polinomio de R[X] y de grado impar tiene al menos una raíz real 
(ver curso de Análisis); 

3. Para todo polinomio f de C[X] existe un .subcuerpo conmutativo A de C en 
el que f tiene todas sus raíces %, %, ..., %, (V. ej, 348, cap. 11). 

a) Demostrar que el hecho que todo polinomio de R[X] tenga una raíz en C 
implica que debe suceder lo mismo para todo polinomio de C[X] (si fe C[X], 
observar que ff e R[X]); 

b) Sea feR[X], grd f=n>1. Colocándose en Á se pone 


Brk = % + % + a(0% 2%) (h<k, aeR). 


Demostrar que el polinomio f, que tiene por raíces (B,y)(1<h<k=< n) pertenece 

R[X] y es de grado n(n—1)/2. 

€) Demostrar que todo entero natural n > 1 puede escribirse n =2"q, p y q enteros 

naturales, q impar y que 
n(n—1) 


> =2P-1g"  (q” impar). 


d) Sea feR[X] grd n= 2"g (q impar), demostrar por recurrencia sobre p que 
f tiene al menos una raíz en C. 

(El resultado es verdadero para p= 0; hipótesis de recurrencia; es verdadero para 
p—1 luego f, tiene una raíz en C para todo a. Dando a a estrictamente más 
de n(n—1)/2 valores y utilizando el principio de los «cajones» ($ 35, ejercicio) se 
demostrará que existe a y a” números reales y distintos y un par (h, k) de enteros 
naturales tales que 

Briz = % + 0 + EC, Bj = 0% + 0 + 00 € C). 


e) Concluir para feC[X]. 
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409*. Siendo K un cuerpo conmutativo completamente ordenado, demostrar que las pro- 
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413, 


414. 


415. 
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417, 


piedades siguientes son equivalentes: 

a) K(1) (24 1=0) es algebraicamente cerrado. 

b) Todo elemento de K es cuadrado de un elemento K y todo polinomio de 
grado impar de K[X] tiene una raíz en K. 

(Utilizar capítulo 6, ej. 122; cap. 11, ej. 348 y el ejercicio precedente.) 


Sea f un polinomio de grado n de C[X], se designa por f¿, el polinomio que 
tiene por raíces simples todas las raíces de orden h de f, es decir 


UR UA > k grd lo 


Si f no tiene raíces de orden k se pondrá /,= 1. 

Se designa por £p £j »-=» £p los polinomios definidos de la manera siguiente: gy =f 
y para 1<k<p, g, es el m.c.d. de g, , y de 81 

Se pone finalmente: h, = 8, 1/8; (1 <k< p). 

a) Calcular g,, 8 --<» 8p5 

b) Calcular h,, hy, ..., h,, deducir de ello fh, fz, ..., fp. 


Calcular los polinomios f; (V. ej. anterior) para los polinomios 
a) X5—8X3 + 16X? + 36X — 32 
b) X14X6 4 2X142X34X +1 


Determinar las ecuaciones 
x4axd4bxi4ex+d=0 
que tienen dos raíces dobles. 


Determinar a, b, c, para que la ecuación 
at bx+0=0 


tenga una raíz triple. 


Determinar a y b para que la ecuación 
44028 ax +b=0 
sólo tenga dos raíces distintas. 


Si A, B, C son dos polinomios de C[X], demostrar que todo polinomio P de 
C[X] verificando AP” + BP” + PC =0 no puede tener raíces múltiples, salvo 
eventualmente las raíces de A. 


Eliminar x entre las dos ecuaciones. 
4x5 — 25x3 + 10x2 + 21x—10=0, 233 4 524 x—2=0. 


Siendo u, v, w tres polinomios de R[X] primos en su conjunto y t€T, con Tel 
conjunto de los números reales menos las raíces de w se considera la aplicación 
q de T en R? definido por 

ult) vW) 
00) n=  y>S.— 

w() w() 
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ECUACIONES ALGEBRAICAS [Cap. 13 


Si t describe T, (x, y) describe una curva P' de la que las ecuaciones (1) constituyen 
una representación paramétrica. 

a) Demostrar que la ecuación cartesiana de I', es decir, la condición necesaria y 
suficiente para que (x, y)eT' se obtiene eliminando t entre las ecuaciones 


(2) u(t)—xw(1)=0, — v(t)—yw() =0, 


b) Demostrar que los puntos múltiples de (I') se obtienen al escribir que las ecua- 
ciones (2) tienen al menos dos soluciones comunes en t. 
€) Hallar las ecuaciones cartesianas y los puntos múltiples de dos curvas 


2=—1 2 
a) fa == =— 

B—1 t—1 

142 t 


pr Fey 


Resolver los sistemas 


x3—3xyY =1 419 3—21—yY—1=0 
3x%y — y =y3. : X243xy +9+1=0, 


Formar la ecuación g(y)= 0 que tienen por raíces los cuadrados de las raíces de 
la ecuación f(x) = 0: 
a) Eliminando x entre f(x) = fp(2) + xf/(x) =0 y 2—y=0. 
b) Demostrando que g(y) = 0 es equivalente a la ecuación que se obtiene reempla- 
zando x? por y en f(x)f(—x) =0. 
Formar la ecuación que tiene por raíces las potencias m-ésimas de las raíces de 
f(x) =0. (Escribir [(x)= f(x) + xf (0) +... + xamo1f,, (7), V. ej. 322, cap. 11 
y Observar que 

opa ... NW), 11) = 200), 
siendo g un polinomio y w, (0<h<m-—1) las raíces m-ésimas de 1.) 


Si R(u, v) es una fracción racional para la cual toda pareja (a,, a,) de raíces de 
la ecuación f(x) = 0 es sustituible en R, demostrar que la ecuación que tiene por 
raíces R(%,, a) (h q) se obtiene eliminando u y v entre 


f(4)=0,  f()=0, —R(u v)—y=0. 
Efectuar los cálculos para f(x) =x3+px+q y R=u—v. 
Si f(x) =0 tiene por raíces 0%, %, ..., %, se propone formar las ecuaciones que tie- 
nen por raíces: 
a) las diferencias de las raíces (%,) dos a dos; b) las sumas de las raíces «%,, dos 


a dos. 
Demostrar que estas ecuaciones se obtienen eliminando, respectivamente, y y g entre 


las ecuaciones 
y<+2z z e 
(E) (3) 


Efectuar todos los cálculos para f(x) = x3 + px + q. 


EJERCICIOS 545 


424. 


425*, 


426*. 


Sea f(x) = x3 + px + q=0 y R(u, v) una fracción racional simétrica, demostrar que 
el hallar la ecuación que tiene por raíces R(%,, o)(donde a, a, son las raíces de 
1(x) =0 y h % k) se reduce a encontrar la transformada de f(x) =0 por y= R¡60, 
siendo R, una fracción racional. (Observar que existe una fracción racional S tal que 
R(u, v) = S(u + v, uv).) 

Formar las ecuaciones que tienen por raíces: 

A) %L+ 0%, 0% +, %, +1% (compararlo a un resultado del ejercicio 423). 

b) (a, —2uy)?, (a, —a?, (a —2)?, ¿se podía prever la forma del término 
constante de la ecuación obtenida? (V. $ 210, ej. 2 y $ 214, ej. 2.) 


Se considera la ecuación 
(E) xb— 8x6 4 20x1— 16 —x4+2=0 
y se pone 
R(x) = 2—2, Ry) =x y R,(x)=R[R,_¡(0)] para n>l. 


1.2 Demostrar que para todo n= 1 las ecuaciones R,(x) = Ry(x) tienen dos raíces 
comunes independientes de n, « y B. 

2. a) Formar la transformada de (E) para y = R(x). Demostrar que (E) admite 
a y B por raíces. Se designa por (F) la ecuación que tiene por raíces las raíces de E 
distintas de « y f. Demostrar que (F) es de grado seis. 

b) Demostrar que las raíces de (F) se dividen en dos ciclos de tres valores, las 
raíces de cada ciclo se permutan por la transformación y = R(x). 

e) Siendo a una raíz de (F), demostrar que Ry(a) + R,(a) + Ry(a) sólo toma dos 
valores, Deducir que (F) se descompone en dos ecuaciones (Ej) y (F,) de grado 
tres que se formará. 

3. Se pone 2 cos 0=x y f(x) = 2 cos 80, demostrar que la ecuación f(x) — 
es equivalente a (E). Hallar de nuevo los resultados de la pregunta segunda. 


0 


Se considera la función homográfica propia con puntos invariantes « y B distintos 
(V. $ 124). 
a+ e 


x+b 


y=Rx)=— 


y se llama ecuación E toda ecuación f(x) =0 de grado n, invariante para y = R(x) 
tal que f(a)f(B) 0. 
a) Escribir la relación homográfica en la forma 


y—B 
calcular k + 1/k en función de a, b, c (V. $ 124, ej. 10). 

b) Demostrar que si existen ecuaciones E, a, b, c verifican una condición que se 
supondrá en todo lo que sigue. 

ce) Demostrar que 


bx+c 
col ) =sf(x) 
x+a 


calcular s. 

d) Demostrar que la transformación z=(x—a)/(x— ff) reduce, en general, la 
resolución de E a la resolución de una ecuación de menor grado y a la extracción 
de un cierto número de raíces m-ésimas. 
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ECUACIONES ALGEBRAICAS [Cap. 13 


Estudiar el caso de n primo. 

€) Hallar todas las ecuaciones de grado 4 invariantes por y =x/(x— 1). Resolver 
ad 30 4 14 4x—2=0, 

f) Hallar todas las ecuaciones de grado 3 invariantes por y = 1/(x—1). 


Sea f(x) =0 una ecuación con coeficientes reales, demostrar utilizando el teorema 
de RoLLE (ver curso de Análisis) y la descomposición de f en R[X] (V. $ 193, e) 
los resultados siguientes: 

a) Entre dos raíces reales consecutivas de f(x) = 0, hay un número impar de raíces 
reales de f'(x) =0. 

b) Entre dos raíces reales consecutivas de f'(x) = 0, existe a lo sumo una raíz real 
de la ecuación f(x) =0. 

f(x) =0 tiene a lo sumo una raíz real menor (resp. mayor) que la menor (resp. 
mayor) raíz real de f'(x) =0. 

e) Si a<B son dos raíces reales consecutivas de la ecuación f'(x) =0: 

Si f(a)f(8) <0 hay una y sola una raíz real de f(x) =0 en Ju, B[. 

Si f(a)1(8) > 0 no hay ninguna raíz real de f(x) =0 en Ja, BL. 


Sea f(x) = ayx" + ... + 4, = 0 una ecuación con coeficientes reales, se designan por 
a <a<... < 0, las raíces reales de f(x) =0 y se llama «sucesión de ROLLE» de 
F(x) =0 la sucesión de números reales 

(—=D"%Y Fa), Haz, ..., Hem), y 
Demostrar que todas las raíces de f(x) = 0 son reales y distintas si y sólo si f'(x) = 0 
tiene sus n— 1 raíces reales y distintas y si la sucesión de RoLLE de f(x) presenta 
n cambios de signo. 
Aplicar este resultado a x3 + px+q=0, 
Demostrar que la ecuación 

e 


x - 
A 
n 2 ml 


tiene una sola raíz real para n impar y ninguna para n par. (Razonar por inducción 
utilizando el ejercicio 427.) 

Se designa por P, y Q,, polinomios con coeficientes reales verificando las condiciones 
=*XP ri —Pn»  (Po=1 P,=2X) 

2X0,.1—O,z  (Qq=4a  Q=bX+c) 


(a, b, ceR). 

a) Demostrar que P,(x)= 0 tiene todas sus raíces reales distintas y separadas por 
las de P,,_¡(x) =0. 

b) En qué se transforma P,(x) cuando se hace el cambio de variable x= cos 0, 
Hallar de nuevo así el resultado de la pregunta anterior. 

€) Demostrar que Q, se expresa linealmente en función de P,, P,_;, P,_7 Cómo 
se debe escoger a, b, c para que Q,(x) =0 tenga todas sus raíces reales y separadas 
por las de Q,,_¡(x) = 0. (Ingreso en l'École Polytechnique). 


Se consideran los polinomios f,(X) = D"(X2— 1)" (donde Dr es el operador de deri- 
vación n-ésima). 
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a) Demostrar que g,(X) = (X?— 1)" verifica 


(X2— Dg; (%) —2n — 1)Xg/(X) — 218, (X) = 0 
deducir 
(2 DIO) + 2XF/(X) —n(n + 1)f, (X) =0. 


b) Deducir que f,(x) =0 tiene n raíces reales distintas y que estas raíces pertene- 
cen a ]J—1, 1[. 


Sea f un polinomio con coeficientes reales de grado 3, demostrar que la ecuación 
[60 P—21600f"(x) = 0 
tiene dos raíces reales y dos raíces complejas conjugadas. 


Siendo f un polinomio de grado n con coeficientes reales y teniendo todas sus raíces 
reales y distintas demostrar que la ecuación f(x)f"(x) —[f'(0)P? =0 no tiene 
raíces reales. Utilizar la relación 


Mo x—% 


Se designa por P, (resp. N;) el conjunto de las raíces estrictamente positivas (resp. 
negativas) de fe R[X] demostrar que si para todo f se sabe hallar una cota supe- 
rior de P,, se sabrá también hallar una cota inferior >0 de P,, una cota inferior de 
N;, y una cota superior < 0 de N,. 


Todos los polinomios tratados son con coeficientes reales. 
a) Se considera 


1%) =p +... + 00D (0), ¡x0 +41 4... + 0,) =0 


con a, >0 (0<h<n) y ay, 0. 
Demostrar que si para 4>0 se tiene f(%) > 0; « es una cota superior del conjunto de 
las raíces positivas de f(x) = 0 (se pondrá en f¿(x), x"-” en factor). 


b) Escribiendo fe R[X] en la forma 

100 = 4/0 + 140 +... + Ím(%) 
donde los coeficientes de f,, f,. ..., f,n tienen las propiedades de los coeficientes del 
polinomio fp(x) de la pregunta anterior, hallar una cota superior del conjunto de las 
raíces positivas de f(x) = 0. 
€) Hallar las cotas superior e inferior >0 de P, (resp. <0 de Ny) (V. ej. 432) para 


1(x) = 3—10X7 + 3x6 + x5— 4x4 + 13 4 212 7x1 =0. 


Sea [(X) = aX" + aX-1 +... +4, €R[X] con ay>0. 

Se designa por A el mayor valor absoluto de los coeficientes negativos. 

a) Demostrar que 1 + A/a, es una cota superior del conjunto de las raíces >0 de 
1(x) = 0. Se escribirá 


16) = [ayer — Ae 4 124... 4 19] + [(a, + AJxr1 4... +4, +A]. 
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b) Sea n—r el grado del término de mayor grado de f afectado de un coeficiente 


<O0 demostrar que 1 + AJA, es una cota superior del conjunto de las raíces >0 
de f(x) = 0. Se escribirá 


10%) = [aper — Aqua" 4 0er 4... + 1)] 
+ [at 44, 0141] 4 [(a, + AJx=7 4... + 0, +A)]. 


Sea f un polinomio con coeficientes reales de grado n, demostrar que si para a real, 
fía), f'(a), ..., fr(a) son reales positivos, x> a implica f(x) > 0. Deducir de lo ante- 
rior un método para determinar una cota superior del conjunto de las raíces >0 


de f(x) = 0. 


Hallar las cotas superiores del conjunto de las raíces >0 de las ecuaciones siguien- 
tes, sirviéndose de los ejercicios 435, 436, 437. 

a) f(x) =0 dado en el ejercicio 435. 

bD) +x3—244x— 10=0. 

e) 5 +x5—2x* + x— 1000 =0. 


Sea a una raíz de f =,X" + ... + 4, € Z[X] si 4), ..., 4, son primos en su conjunto. 
a) Se supone «eZ. Demostrar que « divide a, Si además f(1) 0 [resp. 
11) 0] demostrar que «—1 divide /(1) [resp. a +1 divide [(—1)]. 
b) Se supone « =p/geQ con la fracción p/q irreducible, Demostrar que p divide 
a a, y que q divide a a, 
£) Calcular las raíces enteras o racionales de las ecuaciones 

2x3 — 122 + 13x—15=0 

43— 8x2 4 15x— 3=0 

6x4 + 19x3— 712— 26x4+ 12=0 

x5—34x3 + 29x2— 212x — 300 =0. 


Resolver la ecuación 
20 4 686050 —2x 4x4 1=0 


sabiendo que tiene una raíz racional y dos raíces dobles. 


Resolución de la ecuación de tercer grado. 

a) Demostrar que un cambio de variable simple permite reducir la resolución de la 
ecuación general de tercer grado a la resolución de 

(0) X+px+g=0  (p qeC) 


que se tratará en todo el problema (V. $ 209, ej. 5). 
b) Demostrar que existen a, b, «, f tales que 


X3 4 pX 4 p=a(X—a)3 + b(X— B) 


deducir de ello un método de resolución de (1). 

e) En (1) se pone x=u+v con Juv+p=0. Demostrar que u3 y vi son las 
raíces y,, y, de una ecuación de segundo grado que se formará. ¿Cómo hay que aso- 
ciar las raíces cúbicas de y, e y, para que su suma sea una raíz de (1)? (Fórmulas 
de CARDANO.) 
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Efectuar todos los cálculos cuando p y q son reales (distinguir los casos 4p3 + 27q2>0 
y 4p3 + 2792<0). Resolver las ecuaciones 


x—2x—12=0,  x—15—4=0. 


d) Si «, B, y son las raíces de (1) demostrar que z = (a + Bj + Y 2Y, ($ = 1) sólo 
toma dos valores z, y z, cuando se permuta a, $, y de todas las maneras posibles. 
Formar la ecuación de segundo grado admitiendo z, y zz como raíces. Deducir de 
lo anterior un método de resolución de la ecuación (1). Efectuar todos los cálculos 
cuando p y q son reales. Resolver las dos ecuaciones de la pregunta c). 

e) Se supone p y q reales y 4p* + 2792 <0. Demostrar que existe A y au reales 
tales que las raíces de (1) sean 


2n 4m 
A cos e 00 «+ E), 00 («+ G-). 


Calcular A y cos 3w en función de p y q. 
Resolver con ayuda de una tabla x3—4x +4 1= 


Resolución de la ecuación de cuarto grado. 


a) Demostrar que un cambio de variable simple permite convertir la resolución de 
la ecuación general de cuarto grado a la resolución de la 


0) M+pxi4+qx4+r=0  (p, q,reC) 


que se considerará en todo el problema (V. $ 209, ej. 5). 
b) Se escribe 
XI 4 px 4 gX 415 = (244 (X). 


Calcular ) para que g sea el cuadrado de un binomio. Deducir que la resolución 
de una ecuación de cuarto grado se reduce a la resolución de una ecuación de ter- 
cer grado y de dos ecuaciones de segundo grado. 

Resolver xt + 3x12—2x + 2=0. 


e) Sea %;, 0%, %, % las raíces de (1), demostrar que, siendo g una permutación 
cualquiera de (1, 2, 3, 4), 


Ye = Lera) + aa) 


sólo toma tres valores. Formar la ecuación de tercer grado g(y) = 0 que tiene estos 
tres valores como raíces. Si $ es una raíz de esta ecuación, demostrar que las rela- 
ciones entre los coeficientes y las raíces de (1) junto con la relación 0% + 00, = B 
permiten de resolver (1) (V. $ 209, ej. 3). Resolver la ecuación dada en la pre- 
gunta b). 
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VALORES Y VECTORES PROPIOS 
DE UN ENDOMORFISMO 


REDUCCION DE MATRICES 


En todo este capítulo K representa un cuerpo conmutativo, E un espacio vectorial 
sobre K. Para simplificar la escritura pondremos id = e, indicando el contexto de que 
en el espacio e es la aplicación idéntica. 


216. Introducción 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre el 
cuerpo conmutativo K. Vamos a buscar una base de E tal que la matriz de f 
con relación a esta base sea lo más “simple” posible. Observemos que si existe 
un subespacio propio F estable para f y si se toma una base (a) (l<i<m) 
tal que (4; ..., ai) (0<k<n) sea una base de F, A tomará la forma 


A=M(, (a) = ( 04”) 


en donde el bloque A” = M(g, (a;)), siendo g la aplicación lineal“? inducida 
por f en F. 
De lo que resulta que si existe una familia de subespacios (F,) (l <j<m) 
estables por f tal que 
E=F60.. OFn 


y si se toma por base (a) (1 <i<m) la reunión de las bases de F,, . 
en el orden: base de F;,, base de F,, ..., base de F,,, A toma la forma 


, En 


As O) 5: 0 
O Az... 00 
A =Míf, (a;)) = : 
00... An 


Es decir, A es una matriz, tabla cuadrado diagonal de matrices cuadradas. 


(37) Se recuerda que si /(E) CF, la aplicación g de F en sí mismo que coincide con f sobre F 
se llama aplicación inducida por f sobre F. Algunos autores la llaman la restricción de f en F; es un 
abuso de lenguaje, pues g aplica F en F y la restricción fr aplica F en E. 
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Estamos, pues, obligados a “simplificar” las matrices A; de orden estricta- 
mente inferior al de M(f). 

Las matrices escalares (que comprenden la matriz unidad y la matriz cua- 
drada cero) se consideran como las más “simples” de todas las matrices de 
su orden, nos vemos encaminados a buscar si no se podría encontrar sub- 
espacios F; estables para f, cuya suma directa sea E y tales que la aplicación 
gy inducida sobre cada uno de ellos por f sea una homotecia, es decir, tales 
que 

xeF¡3f()=d%x  (yeK) 
en este caso, en efecto, si h,= dim F; 

A,= M(8) = ME, 

y finalmente A, matriz de f relativamente a la base, reunión de las bases de 
los F;, sería un cuadro diagonal de matrices escalares, es decir, una matriz 
diagonal, Vamos a ver que no es siempre posible y daremos las condiciones 
para que sea así: se dice entonces que f es diagonalizable. En el caso general 
indicaremos en parte en la teoría, en parte en los ejercicios al final del 
capítulo, cómo se puede encontrar unas bases tales que, respecto a ellas, M(f) 
sea relativamente “simple”. 3 

Sin embargo, prestaremos más interés al caso de los vectores x 0 tales 
que haya un ) de K que verifique f(x) = Ax. 


217. Vectores propios y valores propios de un endomorfismo 


a) DeriNICcIÓN 1.—Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E sobre K, 
se llama vector propio de f todo vector x tal que existe un elemento %h de K verificando 
(1) 1%) = Ax. 


Si x=0, la relación (1) se verifica cualquiera que sea A; supongamos 
x 0 verificando (1), el escalar A es entonces único, pues 


(xx0 y 1lx=2%Xx>0-1)x=0>1—2'=0 
de donde la definición: 


DerInIcIÓN 2.—Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E sobre K, se llama 
valor propio de f todo elemento % de K tal que existe un vector x + 0 de E que verifica 
(1) 1) =Ax 
Si l es un valor propio, por definición el conjunto de los vectores x de E 
que verifican (1) sea VO) es distinto de (0). Sea x, y x,z pertenecientes a 
VO), f(x) = Ax y f(x) = hxz implican 
fa + x) = [(0) + f(x) = Ax + da = Moa + x) 


y para todo q de K 4 
f(x) = af(x) = ax) = Maxi) 


552 ENDOMORFISMO. REDUCCION DE MATRICES [Cap. 14 


luego 
La € VO), x2 € VOY] > Lx + 12€ VA), ax € VO)] 


en consecuencia, V(A) es un subespacio vectorial de E. 
Resulta de lo anterior que si xeV(), f(x) =2Axe VO), luego V() es 
estable por f. 


TEOREMA 1.— Dado un endomorfismo f de un espacio vectorial E sobre el cuerpo 
conmutativo K: 

1, A todo vector propio x * 0 de f corresponde un valor propio único %, llamado 
valor propio asociado a x. 

2. A todo valor propio h de f corresponde un subespacio vectorial V(X) de E, que 
está descrito por los vectores x de E que verifican f(x) =%x, se le llama el subespacio 
propio asociado a A; V(A) es distinto de [0) y es estable por f. 


OBSERVACIONES 


1. En la definición de un vector propio x no hemos introducido la condición x + 0; 
esto nos ha podido sorprender, puesto que x= 0 verifica siempre f(0) =2A0 cualquiera 
que sea A; si se hubiera obrado así V(A) no contendría el cero y no sería un subespacio 
vectorial de E. 

2. Silk =0 es un valor propio, existe x + O tal que f(x) = 0, luego V(0) = Ker f x (0). 

3. Si se designa por V(u) el conjunto de los vectores x verificando f(x) = yx, la 
condición V() = (0) significa que jp no es un valor propio de f. 


b) Propiedades de los valores propios y de los vectores propios de un 
endomorfismo 


Si 2 es valor propio de f existe x + 0 de E tal que 
Í() = dx > (f— he) (x) = 0 


entonces Ker (f—le) « (0), es decir, f—he, no es inyectiva; en conse- 
cuencia, tampoco inversible. Si se supone E de dimensión finita, si f—he 
no es inversible, tampoco es inyectiva (ver $ 141, corolario 2 del teorema 7), 
de donde: 


TEoREMA 2.—Si f es un endomorfismo de E, espacio vectorial de dimensión finita 
sobre K, para %eK, las propiedades siguientes son equivalentes: 

1. 2% es un valor propio de f. 

2. f—he no es inversible. 


Consideremos dos valores propios distintos %1 >* Az busquemos x perte- 
neciendo a VA) N VA») 
Í(x) =dux = dx => Qu — lx =0>x =0, 


TEoREMA 3.— Los subespacios vectoriales VO) y VQ) asociados a dos valores propios 
distintos de un endomorfismo f, sólo tienen de común el vector nulo. 


Sea ki la ..«» Am Mm valores propios distintos dos a dos; asociemos a 
%, un x; no nulo de VO.) (1 <i< mm), entonces decimos que x;, ..., Xm SOn 
independientes. 
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El resultado es verdadero para m = 1, supongámosle verdadero para m—1. 
De la relación 


0x1 +... + Ox = 0 
se deduce 


[0x1 +... + Xin) = 01d4xX1 +... + mdmXm = 0 
pero se tiene también, multiplicando la relación ax; +... + QmXm = 0 por As 
duaX1 +... + hittnXm = 0 
de donde por sustracción 
ar — did + +. + ondo — Ma) X m = 0 
siendo las A; distancias dos a dos, la hipótesis de inducción da 


2 MM) aMu—A)=0>0=0 


sustituyendo en la primera relación se obtiene a, = 0, de donde: 


TEOREMA 4.— Siendo f un endomorfismo de E, espacio vectorial sobre K que admite 
m valores propios distintos dos a dos, %;, ..., km» la familia (x) (1 <i<m), donde x; 
es un vector propio no nulo asociado a »;, es libre. 


CoroLario 1.—Si dim E=n todo endomorfismo de E tiene al menos n valores 
propios distintos dos a dos. 


COROLARIO 2.—Si Ay, ..., A, son dos a dos distintos el subespacio V(Ay) + ... + VO.) 
es suma directa de VO), ..., VOwm): 
En efecto, si x,€ V(A) (1 <i<m), y si 
aA+x+.. +xm=0 


cada x, es nulo, sino x, ..., x, (l <m) no nulos formarían una familia ligada, 
lo que es imposible según el teorema 4. 
Se deduce por sustracción que para todo x de VQu) +... + VQ) 


A A A 
x, y xí pertenecientes a VO.) implica x,=xí para todo i, luego ($ 132, b) 
VO) +... + VO) = VAN) O -.. O VOwm). 


EJERCICIO 


Si A es valor propio de f, demostrar que A* es valor propio de f* cualquiera que sea 
el entero natural k; si, además, f es inversible A* es valor propio de f* cualquiera que 
sea el entero racional K. 
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218. Polinomio característico de un endomorfismo de E, de dimensión n 
sobre K 


En el párrafo precedente hemos definido y estudiado valores propios y vectores propios 
de un endomorfismo; pero no sabemos si existe. Vamos a estudiar este problema de la 
existencia de valores propios de f limitándonos al caso en que E es de dimensión finita 
sobre K, por mediación de A = M(f). 


a) Valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada 


Escogida una base en E de dimensión n sobre K, la biyección f > A = M(f) 
nos permite extender las nociones definidas para f a toda matriz de M,(K): 
los valores propios, los vectores propios de A= M(f) son por definición los 
valores propios y los vectores propios de f. 

Si A y x son un valor propio y un vector propio asociados de f —por lo 
tanto, de A = M£f, (a¡))— si se pone X = (x, (a;)) se tendrá 

AX=1X 


el teorema 2 puede ser completado así (pues M(e) = 1,): 


TEOREMA 2'.—Siendo A' una matriz de M,(K), para todo hh de K las propiedades 
siguientes son equivalentes: 

1. A es valor propio de A. 

2. A—MI, no es inversible. 

3. det (A—AI,)=0. 


OBSERVACION 


A es una matriz cuadrada de orden n, por definición todas las matrices B = P-1AP 
(P matriz cuadrada de orden n, inversible) tienen los mismos valores propios y los mismos 
vectores propios que A: éstos son los de f asociada a A en una base particular. 


b) Polinomio característico de una matriz o de un endomorfismo 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K y A = M£f, (a;)) = (a!). 
Según la tercera condición del teorema 2”, 2 será un valor propio si y sólo si 


AA A inicanors al, 
1ól 0—h o... a, | 

det (AL) =|: : 2 =0, 
a Pu 0—). | 


Sea X una indeterminada, a, X son los elementos de K[X], luego del 
cuerpo conmutativo K(X) (ver $ 171); podemos, pues, considerar el deter- 
minante 


a—X al 
a a— 


PAX) = det (A — XI,) = 
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Este determinante det (A—XI,) es un elemento del cuerpo K(X); de 
hecho, es un elemento de K[X], ordenémosle en X; cada término contiene 
un elemento y uno sólo de cada columna; es, pues, de grado a lo sumo igual 
a n en X. Podemos, además, observar que todo término distinto del término 
diagonal, es decir, producto de los elementos diagonales de la matriz A — XI, 
es a lo sumo de grado m—2. En efecto, si el término considerado como 
factor al (i  j), no contiene como factor ni a¿—X, ni a —X, teniendo cada 
término como factor un elemento y uno sólo de cada línea y de cada columna. 
Por lo tanto, los términos del polinomio px(X) de grado n o n—1 provienen 
del término principal 


(a —X) (3 —X) ... (a —X) =(—I'X" + (Dal +... + am)X0=1 
¿bala 0 00% 
Por otra parte, el término constante del polinomio p(X) si es p(0) se tiene 


pa(X) = det (A —XI,) = (2 D"X" + (—=D)"Ual +... + 00)X"1 +... + det A 


px(X) es, pues, de grado n, se llama polinomio característico de la matriz A. 

Sea B una matriz semejante'a A, es decir, tal que B= P-!AP, siendo P 
una matriz inversible de orden n con elementos en K, tenemos en el anillo 
de las matrices con coeficientes en el cuerpo K(X) 

B— XI, = P-"AP— X(P-"1,P) = P-"AP— P-(XI,)P = P-((A — XI,)P 
pues 
I, = P-1,P, 

de donde 


Pa(X) = det (B—XI,) = (det P-!) det (A—XI,)(det P) = det (A—XI,) = px(X). 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K, si A = Mff,(a;)) 
toda matriz asociada a f en una base cualquiera es B= P-!AP, de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN 5.—Si f es un endomorfismo del espacio vectorial E de 
dimensión n sobre K, A una matriz asociada a f, el polinomio 


pxX) = det (A—XI,) 
es invariante cuando se reemplaza A por una matriz semejante, se dice que px(X) es el 


polinomio característico de A€M,(K) o el polinomio característico de fe £(E), se le de- 
signa también p(X). 


De lo cual resulta que si se escribe 


A = (a) = M(f), PAX) = pAX) =a,X" + 9, X"1 4... +0. 


Los coeficientes d,, ..., dy elementos de K se expresan por medio de poli- 
nomios en aj hemos visto que 


a=ED. 4 =ED(q+..+a%) a =det A. 
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Según lo que acabamos de ver los coeficientes son invariantes cuando se 
reemplaza A por una matriz semejante cualquiera, sólo dependen del endo- 
morfismo f; (— 1)%a,_, se llama la traza de f, o de A, y se escribe tr (f) 
o tr (A); por lo tanto, 


A=M() = (a) => tr (f)=tr (A)=a1 +... +a% 
se tiene, pues, 


PX) = (EIPX" + (ED tr (f)X"1 +... + det (f). 


c) Investigación de los valores y vectores propios 


Si f es un endomorfismo de E de dimensión n sobre K, los resultados pre- 
cedentes nos permiten enunciar: 


TEOREMA 6.—Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n 
sobre el cuerpo conmutativo K, los valores propios de f son las raíces de su polinomio 
característico. Existen n a lo sumo. 

Si K es algebraicamente cerrado, f posee n valores propios distintos o confundidos. 


Habiendo escogido una base (a) de E si se pone 
A = MÍf, (a,)) = (a). 


Debemos resolver la ecuación algebraica de grado n, pa(W =0. 
Esta última puede que no tenga ninguna raíz en K. Tomemos, por ejemplo, 


K=R y 
_fab 
a=(2 4) 
a—k b 


AN=|. q» =P (0H d+ ad bo =0, 


Si (a + d? —4(ad — bc) = (a — d? + 4bc<O0, la matriz A y el endomor- 
fismo asociado A (endomorfismo de E de dimensión 2 sobre R) no tiene valor 
propio en R; luego no hay vectores propios no nulos. 

Hemos dicho que todo polinomio p£K[X], de grado n, tenía n raíces en 
su cuerpo de las raíces A (ver $ 193, a) y ej. 348, capítulo 11); nos tomare- 
mos la libertad de hablar de las n raíces de p, especificando si están o no 
en K; por ejemplo, en el ejemplo precedente las dos raíces de p, están en 
C y no en R. 


” 
Supongamos que existe 1€K, pa(A)=0, un vector propio ¿=D va, 
asociado a ) estará determinado por la ecuación i=l 


[() = Ax. 


Cap. 14] ENDOMORFISMO. REDUCCION DE MATRICES 557 


Es decir, en la base (a;) sus coordenadas serán soluciones del sistema 


(A—DVx + ale +. + olx =0 
alx! +(d—Ni+..+ dx" =0 
alo + ao + +(ar— Ae =0 


Ahora bien, el determinante de este sistema homogéneo de n ecuaciones 
con na incógnitas es pa(A) = 0, luego existen otras soluciones, además de la 
solución trivial (ver $ 180). Este sistema es de rango r< nm, encontraremos solu- 
ciones x = (xi, ..., x") que describen un subespacio vectorial de E, que no es 
otro si no el VO.) y que es de dimensión n—r. En particular r puede ser nulo, 
VO, entonces es de dimensión n. Como siempre hay x « 0 en VO) vemos que 
1 < dim VO) < n. Si h es una raíz en K de orden k de p, podemos precisar 
más la dimensión de V(), supongamos dim V(A) = h, sea (a,, ..., 4,) una base 
de VO), completémosla por (dj, ..., a,) para obtener una base de E; a; 
(l <i<h) es un vector propio no nulo asociado a ) tendremos, pues, con 
los vectores columnas de A las imágenes por f de los vectores de la base 


Ma | 
A=M(, (a) = : 
0 A” 


el bloque A” que es una matriz cuadrada de orden n-—h. Obtenemos 
(ver 8 170, b) 


PAX) =(— Xy" det (A — XI, 1) = (0 — XY'g(X) 


q que es un polinomio de de K[X], luego es imposible que h > k, puesto que 
% es de orden k, luego 


TeorEMA 7.—Siendo f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K y si su 
polinomio característico p, admite en K una raíz múltiple h de orden k, se tiene 


1 < dim VO) < k. 


219. Diagonalización 


a) DEFINICIÓN. —Se dice que un endomorfismo f del espacio vectorial E de di- 
mensión n sobre K es diagonalizable si existe una base de E tal que la matriz asociada 
a f relativamente a esta base sea diagonal. 

Se dice que A de M,(K) es diagonalizable si existe una matriz cuadrada inversible P 
de orden n tal que P-1AP sea diagonal. 


Se ve que las condiciones: 
1. f de £4E) es diagonalizable. 
2. A=Mff, (a;)) es diagonalizable 
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son las mismas: P es la matriz de cambio de la base (a;) a la base (b;) de E tal 
que M£f, (b;)) sea diagonal. 


b) Condición necesaria y suficiente de diagonalización 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K tal que en la base (a) 
la matriz A asociada a f sea diagonal. 


Ha 


A= pr 


tenemos 


PAX) = (pu —X) -.- (1 —X) .-. (un — X) 


luego pu» ..-» E Son los valores propios de A (o de f). Por lo tanto, las raíces 
de pa(X) están todas en K. Por otra parte, para todo i de [1, n] 


f(a) = yaa, 


luego tenemos que la base de E está formada de vectores propios no nulos.. 

Recíprocamente supongamos que se pueda hallar una base (aj) de vectores 
propios, es evidente que respecto a esta base la matriz asociada a f es diagonal 
de donde: 


“TEorEMA 8.—Un endomorfismo f de E, espacio vectorial de dimensión n sobre K, 
es diagonalizable si y sólo si es posible hallar una base de E formada de vectores propios. 


Acabamos de ver que si f es diagonalizable, sus n valores propios (distintos 
o confundidos) están en K, vamos a ver que se puede dar al teorema 8 una 
forma más precisa haciendo intervenir el orden de multiplicidad de las raíces 
de p,; supongamos que ); sea de orden Kk,, tendremos en K[X] 


PX) = (DAX — Y... (X— Am)" 
k+..+kn=2 QíeK, i=1, ..., m). 


Supongamos f diagonizable, una base donde M(f) es diagonal está formada 
de vectores propios, ordenemos los elementos de esta base de manera de obtener 
primero los vectores propios relativos a %h, a continuación los relativos a % 
y, en último lugar, los relativos a y 


Cap. 14] ENDOMORFISMO. REDUCCION DE MATRICES 559 


En esta base 
da 


A=M()= de ; 


e 
por lo tanto, E=V(A)O ... O VO); de donde 
dim E= dim VQ) +... + dim VO.) =n1 


según el teorema 7: dim VO.) < k,(¿= 1, ..., m); la relación k, +... + km =n 
nos da 
(00) (i=1,2,...,m) dim VO.) =K; 


Recíprocamente las n raíces de p, estando en K, supongamos que la condi- 
ción (1) anterior esté satisfecha, la relación k, +... + km = 1 implica 


dim [VOY O ... O VQm)] = 21 


luego VO) O ... O VQ) incluido en E, y teniendo la misma dimensión E, es 
igual a E; la reunión de las bases de (V(A;)) (1 < i < m) es una base de E for- 
mada de vectores propios y f es diagonizable, de donde: 


Teorema 8'.—Un endomorfismo f de E, espacio vectorial de dimensión n sobre K, 
es diagonalizable si y sólo si: 

1. El polinomio característico p, tiene sus n raíces (distintas o confundidas) en K. 

2. Para cada raíz h, de p;, de orden Kk, 


dim VQ) = Kk;. 
Todas las raíces de p, están en K; se ve entonces que la segunda condición 


equivale a decir: cada V(1;) tiene la mayor dimensión posible. El isomorfismo 
f=> M(f) nos permite enunciar: 


COROLARIO. — Una matriz A de M,(K) es semejahte a una matriz diagonal si y sólo si: 
1. El polinomio característico p, tiene sus n raíces en K. 
2. Para cada raíz A, de pa, de orden Kk,, 


dim VA) = Kk; 
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c) Condición suficiente de diagonalización 


Supongamos que todas las raíces de p(X) son elementos de K, du, ..., A, y 
que sean dos a dos distintas, existe una familia de vectores (x;) 


( =1,.2, ..., 1) Íx) = AXi xi 0 


luego (x) (1 <i<m) es una familia libre de vectores propios (ver $ 217, t. 4), 
tiene n elementos, es, pues, una base de E formada de vectores propios, de 
donde: 


TEOREMA 9.—Si f, endomorfismo de E, de dimensión n sobre K, o A elemento de 
M,(K) posee n valores propios todos distintos en K, | y A son diagonalizables. 


En particular si K es algebraicamente cerrado, por ejemplo, si K = C, todas 
las raíces del polinomio característico están en K, son dos a dos distintas y si 
son simples, de donde: 


COROLARIO. — Siendo | un endomorfismo de E, de dimensión n sobre K y A un ele- 
mento de M,(K), si K es algebraicamente cerrado, para que f y A sean diagonalizables 
es suficiente que todas las raíces de su polinomio característico sean simples. 


OBSERVACION 

El teorema 9 o el corolario dan sólo una condición suficiente de diagonalización: 
todos los valores propios de f estando en K, f puede ser muy bien diagonalizable incluso 
si p, tiene raíces múltiples. Es suficiente considerar el ejemplo trivial A=I,, cuyo 
polinomio característico es (1—X)" (ver igualmente ejemplo 3 más abajo). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Determinar los valores propios y los vectores propios de la matriz 


2.04 
A=|3 —4 12 |eM¿R) (M.G.P.) 
1-2 5 
2=X 0 4 | 
pA00 =|3 =4=X 12 | =—X(X— 1) (X—2). 
1 2 5X 


Los tres valores propios pertenecen a R, los tres son simples, la matriz A es diagona- 
lizable. Busquemos los vectores propios: 
a) M=0 las coordenadas (x, x,, xy) de un vector propio en relación a la base (a¡) 
tal que A=Mf(f, (a) verifican 
2x, +4x=0 
3x, —4x, + 12x, =0 
=. 


x—2x,+ 5x,=0 
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b) A,=1 tendremos 


x,+4x%=0 
3x, —5x, + 12x,=0 


x1—2x%+ 41, =0 


c) A=2 tendremos 


x +4x=0 
3x,—6x, + 12x,=0 x, 
>= 


2 


x—2x,+ 3x,=0 
Los vectores propios relativos a los vectores propios 0, 1, 2 son, pues, respectiva- 
mente (a, d, a reales no nulos cualesquiera), 


a (— 4a, + 3a, + 2a,) 
al—4a, + a) 
: ay(2a, + a) 


Cada uno de ellos describe un subespacio vectorial de 1 dimensión; estos tres vec- 
tores son independientes y forman una base de E. Designemos por (b,) la base obtenida 
tomando, por ejemplo, a, = a, = a, = 1, la matriz de paso de la base (a) a la base (b,) 


será (ver $ 160) 
—4 —4 2 
P= a 01]. 
2 1.0 


Sabemos que B= M(f, (b;)) es diagonal y tiene por elementos diagonales en este 
orden 0, 1, 2. Se podrá a manera de ejercicio calcular P-1 y verificar que 


1[-1 2 4/2 0 41/—4 —4 2 000 
B=P-AP==| 2 —4 —10)[3 —4 12 3 01J=f0 1 0). 
2 3-4 121 —2 5 2 10 0.02 


2. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


—1 1 0 
A. 0 —1 1]. 
1 0 —1 


a) Considerando AeM,(R), b) considerando AeMj,€(C); se obtiene A =0, 
Ah =j—1, M=P—1 (P =1), luego A es diagonalizable en M,(C) y no en M,(R). 
3. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


—1 1 1 
A=| 1 —1 1 ]eMR). 
fi di 


Se obtiene pa(X) = —(X— 1) (X + 2); buscando los vectores propios se halla que 
dim V(—2)= 2; por tanto, A es diagonalizable. Veremos en el capítulo 15 que este 
resultado no es casual: toda matriz cuadrada simétrica real tiene todos sus. valores 
propios reales y es siempre diagonalizable. 
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Por otra parte, este ejemplo muestra que todos los valores propios estando en K, 
el hecho de-que estas raíces sean simples es una condición suficiente, pero no necesaria, 
para que A sea diagonalizable. 

4. Determinar los valores propios y los vectores propios de 


4 0 —2 
A=| 01  0)]eM¿R). 
51 3 


Se obtiene p,(X) = —10(X — 1UX + 2) y dim V(1) = dim V(—2)= 1, luego A no 
es diagonalizable. 


220. Reducción a la forma triangular 


Sea f un endomorfismo de E de dimensión n sobre K, A= M(f, (a;)); si f 
y A no son diagonalizables, pero si f tiene todos sus valores propios en K (y en 
particular si K es algebraicamente cerrado), podemos hallar una base (b,) de E 
tal que 
B=P-"AP = M£f, (b;)) 


sea triangular, es decir, vamos a demostrar el resultados siguiente: 


a) Teorema 10.— Para todo endomorfismo f de E de dimensión n sobre K, tal que 
el polinomio característico de f tenga todas sus raíces en K, existe una base de E para 
la cual la matriz B asociada a f en esta base sea triangular, los elementos diagonales 
de B son los valores propios de f. 


Observemos primero que si en la base (€, ..., €,), M(/) =(a/) en la base 
(8. .0» e) se tendrá: M(f) = (0;-/); en efecto, la nueva base (ef) es tal que 
e = e, , para todo i de [1, a], luego 


(e) =He,.)=D 05.4 = > 


k=l k=1 
” " 

= z are = Fale. 
j=l i=1 


Ahora bien (a) = (a1-i) se deduce de (a!) por una “simetría respecto al 
centro” de la matriz (a!) Luego si M(f) es triangular superior relativamente a 
la base (€, ..., €), M(f) es triangular inferior relativamente a la base (€, ..., €): 
No es, pues, restrictivo el buscar una matriz B triangular superior. 

El teorema es trivial para n= 1; supongámoslo demostrado para n—1; 
el polinomio característico de f teniendo todas sus raíces en K, sea A; una de 
ellas y b, un vector propio no nulo asociado a A; 


f(b)) = db, b 0. 


Cap. 14] ENDOMORFISMO. REDUCCION DE MATRICES 563 


Designemos por Kb, el subespacio vectorial de dimensión uno, engendrado 
por b,, y sea (b')(1 <i< n) una base cualquiera de un suplemento cualquiera 
E' de Kb, (b,, b3, ..., b;) es una base de E y relativamente a esta base la ma- 


triz de f es 
sí [BA da 
zo BR 


0 B= 0 


0 Bl... Br 
Intentemos interpretar el bloque C' que es un elemento de M,,_,(K), tenemos 
((=2 2 f0)=B0b, + P203 +... + BI"D; 


en general los n— 1 escalares f%, ..., Bf no son todos nulos, E' no es estable 
por f. Pero consideremos la proyección q: de E sobre E” paralelamente a Kb, 
y el endomorfismo g= of de E, tendremos 

(=2 ...,m gb) =8B2b+... + Bib! 


luego E es estable por g, designemos por g' la aplicación inducida por g sobre 
E”, tendremos (2<i<m) 
Mg”, (b')) =C* 


para aplicar la hipótesis de recurrencia nos hace falta demostrar que g' (o C') 
tiene todos sus valores propios en K; ahora bien, la fórmula (1) muestra des- 
arrollando det (B” — XI,) respecto a su primera columna que 

PX) = Pa(X) = Qu —X) det (C'—XI,_1) = Qu —X)p,(%) 


luego el conjunto de los valores propios de g' (o C”) es el conjunto de los valo- 
res propios de f menos una vez el de ),: todos los valores propios de g' están 
en K la hipótesis de recurrencia puede serle aplicada, existe, pues, una base 
b,(2<i<m) de E' tal que C= Míg”, (b;)) sea triangular superior, es decir, 


C = MIg, (b;)) = 


0 0 eos gr 
Si la relación (1) es válida cualquiera que sea la base escogida en E', rela- 


tivamente a la base (b) (1 < i < n) de E, tendremos designado por B(2<j <m) 
la coordenada de f(b;) sobre b, 


MB. Br d Br. 

e of. 

B=Mff, (b))=| 0 =|00 
AS e ld 


o. DIO. Br 
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luego B es triangular superior. Se ve inmediatamente que (ver 8 170, b) 
PX) = p400) = (A, — 2) (83—X) ... (8; —X) 


los valores propios de f son, pues, los elementos diagonales de B. 


CoroLARIO. —Siendo A un elemento de M,(K) cuyo polinomio característico tiene 
todas sus raíces en K, existe una matriz B triangular semejante a A. 


El teorema 10 y su corolario son evidentemente aplicables si K es algebraica- 
mente cerrado, y, en particular, sí K = C. 


b) Teorema de Cayley-Hamilton 
Siendo q un polinomio de K[X] representado por 
AX) =40+4X +... +04X* 
se puede definir q(x) para todo elemento x de un superanillo L de K no forzosa- 
mente conmutativo a condición de que x permute con todo elemento de K. Es 


el caso de f, elemento de £4E), E espacio vectorial de dimensión n sobre K, o 
de A elemento de M,((K) (ver $ 185, b, observación y ejemplo 5), se tiene 


q) = ae + af +... + ajfk e £x(E) 
con 
e=id=P, fi=f fr=flof (para h>1) 


y 
g(A) = al, + GA +... + 014 € M,(K) 


a(b) y a(A) son llamados, respectivamente, polinomio de endomorfismo y poli- 
nomio de matriz. El hecho de que f permute con todo elemento de K y la 
relación f+m = flo f” (l, m€ N) implican (q, r, s, elementos de K[X]) 


q=rs=qf) =r(fos(h,  4(A) =rk(AJS(A) 
si K es algebraicamente cerrado, tenemos en K[X] 
PAX) = (— DAM) + (X=) (í6€K,¿=1,2, ..., 1) 


por lo que 
PAN) = DE M8) -.. o (f— Ane) = (— D'(gro ... 0.81) = (— D"8 
poniendo g, =f —he(i= 1, 2, ..., 1). Luego 8= 810...0 8, es un endomorfis- 


mo de E de dimensión n sobre K. 


Diremos que un endomorfismo pg anula un vector x (resp. un subespacio V 
de E) si p(x) =0 (resp. p(V) = (0)).. Nos proponemos demostrar que si K es 
algebraicamente cerrado g, luego pAf), anula E; basta demostrar que g anula 
todo vector de una base de E. Existe una base (b;) tal que M(f, (b;)) sea tri- 
angular (t. 10), los elementos diagonales son los valores propios de f 
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B=Mf, (b)))= ES 
0 0... 


Observemos primero que en el anillo £(E) 


g.08,= (f—2M8) o(f— 8) =P — Qu + AN + dhje 
= (f— he) o (f— die) = go gr 


Demostremos que G¿= g,0...o g; anula b,, b,, ..., b,, el resultado es trivial 
para ¿= 1, pues según la forma de B 


gr(by) = (f— de) (by) = f(b1) — br = 0 
supongamos, hipótesis de recurrencia, que este resultado sea cierto para 


G; = 8108» ...08/=G¡_,08= 80 G;_, 


puesto que G;_, anula b,, .. 
por la forma de B 


E (0) = (— ke) (b) = (0) —Mb, = Bib, + ... + Bib, 


en consecuencia, 


¡1 ocurrirá lo mismo para G;. Por otro lado, 


0] 


i-1 
6/6) =G, .[g(69] =D $/S, (0) =0 
j=l 
según la hipótesis de recurrencia. 


El teorema es, pues, verdadero de l a n y píf) =(— DG, = — Dg anula 
bi, ..., b,; por lo tanto, E, es decir, 


Pf) =0. 
TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON. — Para todo endomorfismo f de un espacio vectorial 


de dimensión n sobre K y todo elemento A de M,(K), tales que sus polinomios carac- 
terísticos tengan todas sus raíces en K se tiene 


PAN =0,  pxA)=0. 


Este teorema es cierto para todo endomorfismo de £,(E) y toda matriz de 
MIX) si K es algebraicamente cerrado; se aplica, en particular, a K = C, igual- 
mente también se aplica a R, basta observar que 


A € M,(R) c M,(C) 


por lo tanto si A = M(f), p(A) =0 y esta igualdad implica p(f) = 0; el poli- 
nomio pa =p, puede tener raíces complejas no reales, pertenece, sin embargo, 
a R[X]. 

De hecho el teorema de Cayley- Hamilton se aplica a todo cuerpo conmu- 
tativo K, basta aplicar a K y a A, cuerpo de las raíces de pa (ver $ 193, a, y 
ej. 348, capítulo 11), el razonamiento que acabamos de hacer sobre R y C. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 443 al 457 se hallará los valores propios y los vectores propios de cada 
matriz A suponiendo que represente un endomorismo f de C" expresado en su base canó- 
nica. Hallar eventualmente una base de vectores propios o una base en que la matriz 
asociada a f sea trianular. Calcular P, P-1 y P-1AP. Como ejercicio de cálculo, constatar 
que cada matriz verifica su polinomio característico. Cuando A es diagonalizable sobre 
C hallar si también lo es sobre R o sobre Q. 


43, /p 0.4 444. 3 1 0 445. /1 4 2 
3 —4 12]. —=4 —1 0]. 0 —-3 —2]. 
1-2 5 4 -8 —2 o 4 3 


446. =2 >) 447. 3 —1 72) 448. 


532 450. 
1141]. 
Ss 34 


452. 2 0 0 453. /1 -3 4 454, /4 1 1 
=3 —1 3]. 4 —7 8]. 1 4 1]. 
3 3 —1 6 —7 7 114 


455. 0 456. 


I 

> 

| 
=noo 
o-oo 


457. [12 3 12 
( 12 0.1 
0.01 0.0 

0.0 


Generalizar a una matriz de esta forma y de orden n. 


O-=nvu 


En los ejercicios siguientes, 458 al 460, se hallará los valores propios y los vectores pro- 
pios en C después en R y se determinará los casos en que la matriz es diagonalizable 
(a, b, c eR, ax0 en el ejercicio 458). 


458. 0 a a 459. fl a 1 460. /c 2a 0 
l/a 0 aj. 0 1 b]. bo al. 
1/a? 1/a O 00c 
461. A es la matriz dada en el ejercicio 3, $ 156, hallar su polinomio característico uti- 


lizando el ejercicio 224, capítulo 8. Determinar los casos en que A es diagonalizable 
en C. 
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462. Si a, b, c, d son números reales, hallar el polinomio característico de la matriz. 


a —b —c —d 
b a d —=c 
c—d a b 
d c —b a 


¿Es diagonalizable en C? Si no lo es reducirla a la forma triangular. 


46). 1.0 
as las :) 


a) Calcular 'AA, A'A =B. 

b) Demostrar que existe P inversible tal que B= PCP-1, siendo C diagonal. Cal- 
cular C y P. 

e) Probar que existe D tal que D?=C; calcular -D. 

d) Probar que existe H simétrica tal que H?=B; calcular H. 

e) Probar que existe U ortogonal (es decir tal que U=! = "U) verificando A = HU; 
calcular U. 


464 Sia y b son números complejos, A es la matriz de tipo (1, n) cuyos elementos son 
todos iguales a a y B la matriz de tipo (1, 1) cuyos elementos son todos iguales a 
b hallar los valores propios de AB. 


465. Si f es un endomorfismo nilpotente de índice p de un espacio vectorial E de di- 
mensión n sobre K, ¿cuáles son los valores propios de f? (V. cap. 8 ej. 192). 


466. Si f es un endomorfismo de E de dimensión n sobre C tal que f2= f, ¿cuáles son 
los valores propios de /? Hallar todas las matrices de MA(R) tales que A?=A. 


467. Si f es un endomorfismo de E de dimensión n sobre C tal que existe un entero 
natural k verificando /*=e, f*-1 e, ¿cuáles son los valores propios de f? Caso 
particular: k=2 (V. cap. 8 ej. 196). 


468. Siendo f un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre K 
se considera el endomorfismo *f de E*. 


a) Demostrar que f y “f tienen el mismo polinomio característico. 


b) Sea V(A) el subespacio de E asociado a 2, valor propio de f y VA) el 
subespacio de E* asociado A, valor propio de *f, demostrar que VO) y VA) tienen 
la misma dimensión. 


469. A eM,(C), B es su matriz adjunta, demostrar que si x es un vector propio de A 
asociado al valor propio A» de A, existe un valor propio de B tal que x sea 
vector propio de B asociado a p. Se estudiará sucesivamente los casos siguientes: 
a) A es inversible, 

b) A es no inversible y 1 0, 
<) 2=0 es raíz simple del polinomio característico de A, 
d) 1=0 es raíz múltiple de este polinomio (École Polytechnique) 
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470. 


471. 


472. 


473, 


474, 


475, 
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Se considera la matriz A de M,(C) 


4] 4z...0p 
y la matriz P =p; de orden n (k índice de línea y ! índice de columna) defi- 


nida por La 
dd 


Py=e" 


a) Calcular PP. Deducir que P es inversible. Determinar P-!, 

b) Siendo ww una raíz n-ésima de 1, demostrar que el vector de coordenadas 
1, 0, ..., w"-1 es un vector propio de A. ¿Cuál es el valor propio correspondiente? 
€) Calcular P-! AP. (M.G.P., extractado) 


Determinar los valores propios y los vectores propios de la matriz dada en el 
ejercicio 223 del capítulo 8 (se podrá utilizar el resultado de la pregunta c) de este 
ejercicio). 

Se considera el endomorfismo estudiado en el ejercicio 341 del capítulo 11, hallar 
los valores propios y los vectores propios de f. 


Las mismas preguntas que en el ejercicio precedente para el endomorfismo estu- 
diado en el ejercicio 342 del capítulo 11. 


Si E designa el espacio de los polinomios con coeficientes complejos de grado < 2n 
se considera la aplicación f de E en C[X] definida por 


P=> Q=f(P) = (X— a) (X— b)P"— [2nX —n(a + b) + c]P 


donde a, b, c son números complejos tales que c/(a—b) no sea un entero racional. 
a) Demostrar que f es un endomorfismo de E. 

b) Hallar valores propios y los vectores propios de f. Deducir que f es automor- 
fismo de E. 

c) Hallar el polinomio P tal que f(P) = 1. (Se utilizará una base de E formada por 
vectores propios.) 


Se considera un espacio vectorial E complejo de dimensión finita n + 1 y tres endo- 
morfismos u, v, h de E satisfaciendo las relaciones siguientes 


(D hou—uoh= 2u, hov—voh=-—2v, uov—vou=—h, 
1. Sea «a un valor propio de h; se considera un vector xeE tal que h(x) = ax; 
demostrar que los vectores y = u(x) y z = v(x) verifican las relaciones 
h(y) = (a + 2)y, h(z) = (a — 2)z 
deducir que se tiene h[u*(x)] = (% + 2k)ux(x) para todo entero k positivo. Demos- 


trar que existe un k= 0 tal que se tiene u*(x) = 0. 
2. Demostrar que existe un número complejo « y un vector xe E no nulo tales que 


ho) = «ax, u(x) =0. 
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476. 


477. 


478. 


479*, 


3. Si x y a son los mismos que en la pregunta 2, se pone 
x=vkK0/kl  (k=0,1,2,...). 
Establecer las relaciones 
h(xy) = (26—2K)X  V(x) = (+ DXpyp UA) = (k— 1 — 0) 0 


4. Se supone que fuera de E y de (0) no hay en E ningún subespacio vectorial F 
tal que u, v, h apliquen F en F mismo. Demostrar que los vectores x, de la pre- 
gunta 3 engendran E, a continuación que los x, no nulos forman una base de E. 
Demostrar que de hecho los vectores 


Kg Apo 000 Y 


forman una base de E, y calcular « en función de n. 

5. Se toma por E el espacio vectorial formado por los polinomios de grado n a lo 
sumo de una variable f, con coeficientes complejos. Se considera los endomorfismos 
u, v, h de E definidos como sigue: 


u aplica el polinomio f(t) sobre el polinomio — ntf(t) + Pf(t); 
v aplica el polinomio f(t) sobre el polinomio  f“(t); 
h aplica el polinomio f(t) sobre el polinomio — nf(t) + 2tf'(1). 


Demostrar que u, v, h satisfacen las relaciones (1) y a la condición enunciada al 
principio de la pregunta 4. Calcular en este caso los elementos x, de la pregunta 3. 
(M.G.P.) 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial sobre K, (A) (1<h<m) una 
familia de valores propios todos distintos de f. Se supone que existe una familia 
(k,) (1 <h <m) de enteros positivos no nulos y una familia (x,)(1<h<m) de 
vectores no nulos de E tales que 


(h=1,2,....m)  ((—dyeYux,) =0. 
Demostrar que Xj, ..., X,, son independientes. 


Si f y g son dos endomorfismos del espacio vectorial E de dimensión n sobre K, 
teniendo cada uno n valores propios distintos 2 a 2 en K, demostrar que las pro- 
piedades son equivalentes: 

a) fog=gof, 

b) f y g tienen los mismos vectores propios. 


Sean f y g dos endomorfismos permutables de un espacio vectorial E de dimen- 
sión finita. 

a) Demostrar que todo subespacio de f es estable por g. 

b) Demostrar por inducción sobre n= dim. E, que hay un vector propio x 0 
común a f y g. 


Sean f y g dos endomorfismos permutables de un espacio vectorial E de dimen- 
sión finita sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado. 

a) Demostrar que si f y g son diagonalizables existe una misma base (a) tal que 
M(f, (a) y M(g, (a;)) son diagonales. 

b) Demostrar que si f y g son reducibles a la forma triangular, existe una misma 
base (a,) tal que M(f, (a;)) y M(g, (a;)) son triangulares (utilizar el ejercicio precedente). 
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481. 


482. 
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Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo K, (€, €, ..., €,) una 
base de E, f una aplicación lineal de E en sí mismo. 
Sea x, un vector de E, se pone: 


X= Hs + X= Mx ) = PA), eto. 


a) Demostrar que el subespacio F engendrado por los vectores x, para k=1, 2, ... 
es estable por la aplicación f. 
b) Sea p el mayor entero tal que x,, xy ..., x, sean linealmente independientes. 
Demostrar que X;, X ..., *, forman una base de F. Si F coincide con todo E, 
se dirá en lo que sigue que x, «engendra» E. ¿Cuál es entonces el valor de p? 
e) Se supone que la matriz A de f respecto a la base (e, €, ..., e,) es diagonal. 
Demostrar que, para que exista un vector x, «engendrando» E, es necesario y 
suficiente que los valores propios de f sean dos a dos distintos (se pondrá 
x, = XE,e, y se buscará la condición para que los vectores Xx, ..., x, sean inde- 
pendientes). 
Dar un ejemplo (para n= 2) de aplicación f (de matriz no reducible a la forma 
diagonal), teniendo dos valores propios iguales y tal que, sin embargo, existe un 
vector x, «engendrando» E. 
d) Se supone que el vector x, «engendra» E; ¿cuál es la forma de la matriz A” 
de f respecto a la base (x,, ..., x,)? Se designará por a, el elemento situado en ¡-ésima 
fila y la última columna de esta matriz. Demostrar que el polinomio característico 
de A” es 

PQ) = det (f—de) = (—1[M—a,W-1— q, M2... —a,] 


si e designa la aplicación idéntica de E en E. Demostrar que la matriz obtenida 
reemplazando en P(A) la variable 2 por la matriz A” de f es nula. (Se podrá demos- 
trar que la aplicación lineal f*—a,f"-1—...—af —aje anula cada uno de los 
vectores de la base (X,, ..., X,). 

(M.G.P.) 
Se considera el espacio vectorial E de dimensión finita n sobre el cuerpo C y los 
operadores lineales sobre E, f y g. Se designa por e la aplicación idéntica de E. 
a) Se supone que gof tiene un valor propio nulo; demostrar que fog tiene tam- 
bién un valor propio nulo. 
b) Dar la condición necesaria y suficiente referente al espectro de un operador 
lineal para que e—f sea inversible. 
€) Sea (k, Ay ..., A,) el espectro del operador f. ¿Se puede elegir el número « 
complejo de modo tal que e—«f sea no inversible? 
d) Si f y g son dos operadores lineales, se supone que e— (fo g) es inversible. 
Demostrar que 


[e— (go o[e+gole—fog)10f] =e 


deducir que e—(g0f) es inversible. 
e) De lo precedente demostrar que, cualesquiera que sean los operadores lineales 
fyg fog y gof tienen los mismos valores propios. (M.G.P.) 


Se consideran dos sucesiones (u,) y (v,) de números complejos tales que para todo 


entero natural n 
EJ) 
( Ya Vai 
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483. 


484, 


485. 


Si A es una matriz de M(C) independiente de n, scan s¡ y sz los valores propios 
de A. Calcular u, y v, en función de uy, v, n y los elementos de A: 
a) cuando ss,  b) cuando s¡=s,=ss (se deducirá primero el caso en que A 
€s triangular inferior, buscando v? verificando v, = Ss"), 

'n ” 


Se considera k sucesiones complejas (u, ,), ..., (4, ,) tales que todo entero natural 1 
Una Un 
Ut Un 
Uens1 Mo 


Si A es una matriz de M;(C) independiente de n. 
Calcular, para h=1, 2, ..., K, uy, , en función de U; y ..., 4; y de n y de los ele- 
mentos de A cuando los valores propios de A son todos distintos. 


Se consideran las sucesiones complejas u, verificando para todo entero natural n 
(k, entero natural > 1, fijo) 


59) Umgk = gli AU y A na 


donde ap, ..., 4_, son números complejos dados. 

a) Demostrar que estas sucesiones describen un subespacio vectorial de S(N, C), 
espacio vectorial sobre C (V. cap. 7, ej. 149). ¿Cuál es su dimensión? (Se conside- 
rará las sucesiones (€,, y) que verifican (1) y tales que es, ; = 3), para 0 < hs<k—1). 
b) Demostrar que el cálculo de u, se reduce a hallar las k sucesiones definidas en 
el ejercicio 483. Se pondrá 4; y = Uy Uy = Uygyo 009 Uy Us ¿cuál es la 
matriz A correspondiente? 

€) Calcular u, para las sucesiones definidas en el ejercicio 149 del capítulo 7. 


Si f es un endomorfismo de un espacio vectorial E de dimensión n sobre un cuer- 
po K algebraicamente cerrado. Se supone que el polinomio característico p, es tal 
que p,= Pp, con p, y p, dos polinomios distintos de K[X]. Se pone 


f=P0  fa=PAN, N,=Ker fi  N,= Ker f,. 


a) Demostrar que N, y N, son estables para f. 

b) Demostrar que f/(E) C N,, f(E) CN, (utilizar el teorema de CAYLEY-HAMILTON). 
e) Demostrar que E=N, + N, (se observará que existe q, y q, de K[X] tal que 
Pi9 + P47= 1, se demostrará que todo x de E puede escribirse 


x= 4 [90 69] + fL90 69] 


y se aplicará el resultado de la pregunta b). 

Demostrar en fin que N, N N,= (0); luego que E=N,O N,. 

d) Si g, es la aplicación inducida por f en Ni = 1, 2), demostrar que la matriz 
de f respecto a una base de E reunión de bases de N, y N, es de la forma 


m=[(M 9], 
O M, 
Deducir que P=PP,=P¿Po, (utilizar el ejercicio 262 del cap. 9). 
Demostrar que existe k +0 de K tal que p,,=K,p, (efectuar la división euclídea 
de p¡(X) por X—2. siendo % un valor propio de g,). 
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Sea f un endomorfismo de espacio vectorial E de dimensión n sobre K algebraica- 
mente cerrado. Si el valor propio 2, (1 <h <m) es de orden Kk,, 
(k, + K24 + Ko = 11) 
se pone 
(h=1,...,m)  N,=Ker (— ke). 


a) Demostrar que 
E=N,ONO... ON: 


b) ¿Cuál es la forma de la matriz de f respecto a una base de E que sea reunión 
de bases de N,? Deducir que dim N, = Ky, 

e) Demostrar que existen unas bases de E tales que M(/) sea un cuadro diagonal 
de matrices cuadradas M¿(1 <h < m), siendo M, triangular de orden k, y con sus 
elementos diagonales todos iguales a A,. (Utilizar el ejercicio anterior). 


Sea la matriz de Ms(C) 

L —i 2 —1 
0 1 —4 —1 
al 1 1 1 
1 2 0 1 
o —3 3 =1 


> 
Ú" 
ocoon- 


a) Calcular el polinomio característico de A. ¿Cuáles son sus raíces? 


b) Hallar una matriz B semejante a A, cuadro diagonal de dos matrices triangulares 
(utilizar el ejercicio precedente). 


Si f es un endomorfismo del espacio vectorial E sobre el cuerpo K. 

a) Demostrar que e, f, f?, ..., [0 son linealmente dependientes. Deducir de ello 
la existencia de un polinomio unitario único (ye K[X] de grado mínimo k tal que 
w/f) =0: se dirá que w, es el polinomio minimal de f. 

b) Si A=M(f, (a) demostrar que w, es también el polinomio unitario único de 
grado mínimo tal que w(A) =0: se dirá también que (w, es el polinomio minimal 
de A. Demostrar que dos matrices semejantes tienen igual polinomio minimal, 

e) Volver a hallar la noción de polinomio minimal de f demostrando que el con- 
junto de los polinomios p de K[X] tales que p(f) = 0 es un ideal de K[X]. 
(Utilizar $ 186, ej. 5,) 

d) Siendo % un valor propio de f, demostrar que para todo entero h > 2, M! es 
valor propio de f. Deducir que todo valor propio de f es raíz del polinomio mi- 
nimal de f. 

e) Utilizando el teorema de CayLeY-HAMILTON demostrar que el polinomio carac- 
terístico de f es un múltiplo de su polinomio minimal. 


Se toma las mismas notaciones que en el ejercicio anterior, se supone que K es 
algebraicamente cerrado y se pone 

O A 
siendo »y, ...» A, distintos dos a dos, k¡ + K2+ ... + K,p =2. 


a) Demostrar que 
O O 


con 1<h,< k, para i¡=1, 2, ..., m. 
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490*. 


491. 


492, 


493,* 


b) Demostrar que si f es diagonalizable, su polinomio minimal sólo tiene raíces 
simples. 

ce) Sea M= (ui) una matriz cuadrada tal que: 

1. ¡>i implica 
2. para todo i, i 
3. existe ¡ y j tales que ¡<iy 10; 

demostrar que A no puede ser raíz simple del polinomio minimal de M. 

Deducir que si el polinomio minimal de f sólo tiene raíces simples f es diagonalizable. 


Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial de dimensión finita sobre K. Se 
considera el subanillo K[f] del anillo £(E). Se recuerda que K[f] está engendrado 
por K U (f). Sea finalmente «, el polinomio minimal de f. 

a) Demostrar que los divisores de cero del anillo K[f] son los endomorfismos 
p(f) donde p es un polinomio de K[X] no primo con w, y de grado estrictamente 
inferior al de y. 

b) Suponiendo que p sea primo con tw, demostrar que p(/) es un automorfismo 
de E. 


Siendo f un endomorfismo de E espacio vectorial de dimensión finita sobre K se 
designa por «p el homomorfismo de K[X] en K[f] (ver ej. 490) definido por 


o(p) = pl. 
Demostrar que el núcleo de p es el ideal (t,) engendrado por el polinomio minimal 


de f. Deducir de lo anterior que K[f] es isomorfo a K[X]/(0). 
Si f es el endomorfismo de R3 tal que en relación a la base canónica de R3 
0.01 
M(M=|1 0 0 
01.0 


hallar los divisores de cero del anillo R[f] (V. ej. 490). Precisar los rangos de 
los endomorfismos hallados. (Se observará que f3= e.) 


Sea f un endomorfismo del espacio vectorial E de dimensión finita sobre K 
algebraicamente cerrado. Sea w, el polinomio minimal de f que se supone de gra- 
do k. Se designa por Q(X, Y) el polinomio de K[X, Y] definido por 
AX) = (X— VQ(X, Y) + (Y) 

a) Demostrar que el polinomio Q es simétrico y de grado k—1 a lo sumo 
b) Demostrar que si ¡pe K no es valor propio de f, 

Q, 1) 

o 
e) Siendo h, el orden de multiplicidad de A, en el polinomio minimal de f, de- 
mostrar que existen los polinomios Q;¡€K[X] tales que 


Une) == 


h hi 
cs QM 
(—ue) :-» Ga 


i=l j=l 


siendo h el número de raíces distintas de to. 


574 
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Sea E un espacio vectorial de dimensión » sobre K, se considera un endomorfismo 
nilpotente de E, es decir f tal que existe p= 1 tal que /?-10, f2=0. 
Se pone 
(k =0,1,...,p) N¿ = Ker (/*). 
a) Demostrar que la sucesión de subespacios vectoriales de E 
10) = Ny Ny -.. 
es estrictamente creciente. Deducir que p=n (V. cap. 7, ej. 160). 


b) Demostrar que, para todo k>0, K(N;,¡) C Ny. 


e) Sea F un subespacio de E tal que FM N¿=(0) para 1<k<p—1; demos- 
trar que /(F) N N¿_,=(0) y que la restricción de f a F es inyectiva. 

d) Demostrar que hay una sucesión F,,F,,...,F, de subespacios de E tales que, 
para 1<k<p,N¿=F,O N;_¡ donde f aplica F, inyectivamente en F¿_, (k => 2). 
(Tomar como E, un suplemento de Nor en E= No a continuación Foz un su- 
plementario de N,_, en N,_¡, €tc.). Demostrar que F,=N, y que E es suma 
directa de F,, Ej, ..., F 


€) Sea Ap y gras 0» Apo m, Una base de F,, demostrar que 


E A 


es una base de F,_,. Formar igualmente bases de 
Fp-p «0» F,¡=N, =Ker (f). 


La reunión de estas bases es una base de E descrita por aj,¡; se ordena estos 
elementos de mañera que a;,, sea anterior a aj» si y solamente si 


k<k o k<Kk', I<'' sea (b) (1<i<n) 


la base de E así obtenida. Demostrar que para todo ¡ de [1,n] f(b)=0 o bien 
Hb) =b;_¡. 

De ello deducir que (Bi) = M(f, (b,)) tiene todos sus elementos nulos excepto ciertos 
elementos Bi-1 iguales a 1, 


Se llama matriz de Jordan de orden m, relativa a heK, toda matriz de Mp (E), 
representada U,,, , = (0) tal que 


(i=1,2,...,m) a=%: (=2,3, .... m) al=1 


siendo nulos todos los demás elementos. 

a) Demostrar que toda matriz de un endomorfismo nilpotente de un espacio vec- 
torial de dimensión finita es semejante a un cuadro diagonal de matriz de JORDAN 
relativo a 1 =0, (Utilizar el ejercicio anterior y observar que U, y = (0)). 

b) Demostrar que toda matriz A de un endomorfismo f de un espacio vectorial 
de dimensión finita sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado es semeiante a un 
cuadro diagonal de matrices de JorDAN relativas a Mp «0» Ap valores propios de f. 
Este cuadro diagonal se llama reducida de JorbAN de A (utilizar el ejercicio 486). 
Con las notaciones de este ejercicio si f, es la restricción de f a N, se demostrará 
que f, =2A,e + 8, para 1<h=<m, siendo g, un endomorfismo de N, nilpotente 
de índice k, orden de multiplicidad de ), en el polinomio característico de f. 
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496*, a) ¿Cuál es el polinomio minimal de la matriz de JorDAN U,,, ? 


b) Demostrar que si A es semejante a un cuadro diagonal de matrices de JORDAN 


De «» €l polinomio minimal de A es el m.c.m. de los polinomios (X — au, 


e) Demostrar que un endomorfismo f de un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es diagonalizable si y solamente si su 
polinomio minimal tiene solamente raíces simples. (Utilizar una reducida de Jor- 
DAN de /.) 


Hallar las reducidas de Jordan de las matrices siguientes (se observará que el polinomio 
característico de cada una de ellas tiene raíces múltiples). 


497. 498. 
0.3 003 3023 
11.8 56) 4 10 —12 

2 —14 —10 3061 


499. Matriz del ejercicio 462 tomando a=b=c=d=1. 


500. Matriz del ejercicio 487. 
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FORMAS BILINEALES SIMETRICAS 
Y FORMAS HERMITIANAS 


l.. Definición y primeras propiedades de las formas bilineales y de las formas 
cuadráticas. 
MN. Formas degeneradas y no degeneradas. Ortogonalidad. Elementos isótropos. 
II. Endomorfismo adjunto. Aplicaciones. 
IV. Formas bilineales simétricas reales. Espacio euclídeo de dimensión n. 
V. Formas hermitianas. Espacio hermitiano de dimensión n. 


En las tres primeras secciones estudiaremos las formas bilineales y las formas cuadrá- 
ticas sobre E, espacio vectorial sobre K, siendo K un cuerpo de característica 2. En la 
sección 1V estudiaremos las propiedades particulares de las formas reales, y, en particular, 
el espacio vectorial euclídeo real de dimensión n. 

Finalmente en la sección V estudiaremos las formas sesquilineales y hermitianas(*) so- 
bre E, espacio vectorial sobre C, y, en particular, el espacio vectorial hermitiano complejo 
de dimensión n. 


Il. Definición y primeras propiedades de las formas bilineales 
y de las formas cuadráticas 


221. Formas bilineales definidas sobre E Xx F 


a) Espacio vectorial £(E, F; K) 


Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K, hemos definido en el $ 164 las 
formas bilineales sobre E X F (def. 2), y hemos visto que el conjunto de estas 
formas, £(E, F; K) provisto de la adición y de la multiplicación para un escalar, 
tiene una estructura de espacio vectorial sobre K (t. 1). 


(*) N. del T.— Aunque algunos autores denominan a estas formas «hermíticas», hemos preferido 
—por considerarlo más castellano— la denominación «hermitia: si bien convendría para castellanizarla 
completamente denominaria «hermiciana»; por razones fonéticas no lo hemos hecho. 
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Supongamos ahora que E y F son de dimensión finita, y designemos por 
(a) (l <i<m) y (b)(l <j < nm) una base de E y una base de F. Pongamos 


” 


SA 
i=1 


j=1 


Wb; 


Ú 


para toda familia bilineal f definida sobre E x F tendremos, gracias a las 
dos propiedades de bilinealidad 


Wo=(Zo Ev) Eco 
de donde poniendo a; = f(a;, b;) 
0 (6 9 =D cur! 
i=l j=l 


f permite, pues, determinar mn escalares a, verificando (1). Recíprocamente 
dado mn escalares a; siendo escogidas unas bases en E y F; la fórmula (1) 
define una aplicación de E X F en K, que es manifiestamente bilineal. Consi- 
deremos, en particular, las mn formas bilineales q definidas por 


=L mi j=lL.,1m ea, b,)=88), 
donde 8:. y 8, son los símbolos de KRONECKER, tenemos, pues, 
ox y) = y 
luego para toda forma bilineal f de £XE, F; K) 
Vx WyEP) (19=D Do Y 


i=l j=l 


¡Fun 


i=l j=t 


luego las mn formas q' engendran £(E, F; K); estas formas son visiblemente 


independientes; en efecto, 
SA 


i=l j=1 


implica para todo i' de [1, m] y todo j' de [1, a], l(as, by) = My = 0, luego: 


es decir, 


Teorema 1.—Si E y F son dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas m y n 
sobre K, £,(E, F; K) es un espacio vectorial de dimensión mn sobre K. 
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b) Matrices asociadas a una forma bilineal 


Elegidas unas bases en E y F de dimensión finita, podemos hacer corres- 
ponder a todo elemento f de £X(E, F; K) la matriz A = (a;;) (í, índice de colum- 
na; j, índice de fila) que es un elemento de Mx(m, 12). Las fórmulas f(a;, bj) = Qt; 
muestran que, escogidas las bases, la aplicación de £XE, F; K) en Mx(m, n) 
definida por f>A, es una biyección; se ve inmediatamente que esta aplica- 
ción es un isomorfismo de los espacios vectoriales £(E, F; K) y Mx(m, n). Se 
dice que A es la matriz asociada a la forma bilineal f relativamente a las bases 
(a) de E y (b;) de F. 

Según (1) tenemos (siendo K conmutativo) 


fu y = y ajayi= > yla al +... + Qnjc”) 
i=1 


i=l j=1 
es decir, 
11 >>> Ot x 
(3 y=W..y)|: : : 
Olim >>> Om A 
o, también, poniendo X = M(x, (a;)), Y = M(y, (b;)) (ver $ 154, ejemplo 1). 
Q) f(x, y) ='YAX 
la matriz "YAX siendo una matriz (1, 1) es igual a su transpuesta, luego 
Q) f(x, y) ='X'AY 


fórmula que se podría demostrar directamente a partir de (1), de donde: 


Teorema 2. — Elegidas unas bases (a) (1 <i<m), (9) (1 <j<mn), respectivamente, en 
E y F, a toda forma bilineal f definida sobre E Xx F, se puede asociar la matriz A = (aj) 
(i índice de columna, ¡j índice de fila) de tipo (m, n) definida por 0 = aj, b). 

La aplicación definida por f>A es un isomorfismo de £(E, F, K) sobre Mgím, n). 

Si X e Y representan las matrices unicolumnas de las coordenadas de x e y relativa- 
mente a las bases (a) y (b;), respectivamente, se tiene 


f(x, y) = 'YAX ='"X'AY. 


Supongamos que cambiamos de base en E y en F, sea P la matriz de paso 
de la base (a) a la base (a/) de E y Q, la matriz de pasaje de la base (b) a la 
(b') de F. Poniendo X' = M(x, (a;)), Y” = M(y, (b;)), tendremos, gracias a la re- 


lación (2), a las relaciones X = PX”, Y = QY' (ver $ 160) y a las propiedades 
de la multiplicación de matrices 

f(x, y) = "YAX = (QY)A(PX”) = 'Y(('QAP)X" 
vemos entonces que relativamente a las nuevas bases, a f está asociada la matriz 


6) A' ='QAP. 
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Se observará la analogía y la diferencia entre la fórmula (3) anterior y la 
fórmula A' = QAP del 8 161, correspondiente a las matrices asociadas a una 
aplicación lineal de E en F. 


EJERCICIOS 


1 E=F=Kr, E está expresado en su base canónica, cuál es la matriz asociada a 
la forma bilineal definida sobre E X E por 


He y) =xiyl+..+ aya 


2. Demostrar que en Mx(m, n) la relación: «existe P de GL, 


(K) y Q de GL,(K), tales 
que A” ='QAP» es una relación de equivalencia. 


D 


222. Formas bilineales definidas sobre E x E 


a) Espacio vectorial £.(E; K) 


Si E=F definimos una forma bilincal f sobre E X E, su conjunto describe 
un espacio vectorial representado £((E; K) (ver $ 164). Para simplificar diremos 
que f es una forma bilineal sobre E. 

Si E es de dimensión n, £((E; K) es de dimensión »?; si (a) es una base de 
E (¡e[1, 1] =D) a toda forma bilineal f sobre E, podemos asociar una matriz 
cuadrada A = (a) ((i, j) €l X 1); existe un isomorfismo entre los espacios vec- 
toriales £(E; K) y M,(K). Si (a!) es otra base de E, relativamente a esta nueva 
base la matriz asociada a f es 

6) A' ='PAP. 


Siendo F igual a E, podemos definir en £XE; K) las formas bilineales simé- 
tricas, que están definidas por 


Wa yeE) fx, y=/(W x). 


Las fórmulas a; = f(a,, aj) muestran que en este caso la matriz asociada a f 
relativamente a cualquier base de E, supuesta de dimensión finita, es simé- 
trica si y solamente si f es simétrica. 

Podemos igualmente definir en £(E; K) las formas bilineales antisimétricas, 
que están definidas por 

(Wa yeE) fly, x)=—f(x, y) 


siendo K de característica diferente de 2, se demuestra fácilmente (ver $ 165, 
ejercicio) que f, forma bilineal sobre E es antisimétrica si y sólo si es alternada, 
es decir, si 

(VxeE) f(x x)=0. 


Hemos visto en el $ 165 que el conjunto de las formas bilineales alternadas 
sobre E es un subespacio vectorial (E; K) de £XE; K) (hacer n=2 en el 
teorema 3 del $ 165). Está igualmente claro que el conjunto de las formas bili- 
neales simétricas sobre E es un subespacio SE; K) de £(E; K). Estos dos 
subespacios son suplementarios (ver ejercicio 3, más abajo). 
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. El ejercicio 1 del $ 221, da un ejemplo de forma bilineal simétrica. Si n=3 y 
K=R, f(x, y) no es otro que el producto escalar clásico de los vectores x e y. 

2. Siendo E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a, 8], la apli- 
cación f de E? en R definida por 


(x, Y >/(x, y) =f x(0 yde 
a 


es una forma bilineal simétrica sobre (t>x(1) y t= y(t) son los elementos de E). 

3. S (resp. A) designa el conjunto de las formas bilineales sobre E simétricas (resp. 
antisimétricas), demostrar que £(E, K)=SOA (se recuerda que K es de característica 
» 2); este resultado, ¿también se verifica si K es de característica 2? 

4. Se supone dim E = n, ¿cuáles son las dimensiones de S y de A? (ver $ 156, ej. 1). 


b) Isomorfismo entre £(E; K) y £(E, E*) 


A toda forma bilineal f sobre E, podemos asociar, perteneciendo x a E, la 
aplicación parcial f(x, *) que representaremos f,; por definición de la bilinealidad 
(ver 8 164) f, es una aplicación lineal de E en K, luego un elemento del dual 
E* de E. Además, según la definición de la forma bilineal canónica definida 
sobre E X E* (ver 8 149), para todo par (x, y) de E X E y todo elemento f de 
£(E; K), tenemos 


(Y fe) =1f49) =1(%, y). 
Designemos por «( la aplicación de E en E* definida por 
q: ESE, x>AD0=f: 
es lineal; en efecto, cualesquiera que sean xi, x2, y de E y A de K 
bara Y) = Í%1 + Xp Y) = Ñp Y) + Y) =D) +1) 
hy) =f0.x, Y) = Mix, Y) = MY) 
luego 


1 ld tira qe + x)= 9(0) + o(x) 
Q.x) = holx). 


Entonces a todo elemento f de £XE; K), asociamos un elemento y de £(E, E*); 

designemos por q la aplicación así definida 
0: £XE; K)>LE, E),  f>%)=09 

vamos a demostrar que 0 es un isomorfismo de espacios vectoriales. 

Primero 8 es lineal; cualquiera que sean f' y f” de £XE; K), pongamos 
=P+Pf y 2 , ” 

UN=Y, W)=p9, W=pe 

para todo x y todo y de E, tenemos 


[907 0) = 10) =1(% Y =P +) Y =F( Y +1" y) 
=f£0 +£0 = [90] W + [90] Y) 
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de donde, para todo x de E 

px) = 9 (x) + 9”(x) 

P=9 +92 +” =01) + 06) 
se demostrará igualmente que para todo f de £XE; K) y todo 1 de K 
90) = A0(). 
Seguidamente 9 es inyectiva: Pongamos q =M(f), y” = 0(f') y supongamos 

$ = q”; para todo x de E 

)=e02f,=f 
luego para todo x y todo y de E 

9) =£Y) SÍ, y =fF(x, y) 


es decir, 


es decir, f=f". 

Demostremos, en fin, que 0 es suprayectiva. Sea, en efecto, y una aplicación 
lineal cualquiera de E en E*, luego para todo x de E, es una forma lineal defi- 
nida sobre E; consideremos la aplicación f de E X E en K definida por 


(y Y > Y) = [01 


f es bilineal: es lineal en x, pues q es lineal y lineal en y puesto que p(x) es 
lineal. Entonces cualquiera que sea p de £(E, E*) existe f de £(E; K) tal que 
0(f) = oy. Por lo tanto: 


Teorema 3.—Siendo f una aplicación bilineal sobre E, definida por (x, y) =>f(x, y), 
la aplicación de E en E*, definida por p(x) = f,, es lineal, y la aplicación 0 de £,(E, K) en 
£(E, E*), definida por 0(f) = p, es un isomorfismo de espacios vectoriales. 


Se definiría igualmente f,, que es también un elemento del dual E* de E, 
designado por y la aplicación de E en E* definida por y(y) = f,, se obtendrá 
para todo par (x, y) de elementos de E 


(xo f,)=(x% UY) = f(x, y). 
De donde 
(Y 00)) =(% Y) = f(x Y 


en particular si f es simétrica, tendremos para todo x y para todo y 


(Y, 900) = (Y, Yo) 
es decir, y =V. 


COROLARIO. — Si f es una forma bilineal simétrica sobre E, las dos aplicaciones lineales 
o y Y de E en E*, definidas por 


x>00=f. J>WW=Í, 


si f, y f, son las aplicaciones parciales asociadas a f, son idénticas. 
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OBSERVACION 


El teorema 3 es válido en casos mucho más generales (ver $ 164, ej. 1). 


Cc) Caso en que E es de dimensión finita 


Sea (a*i) (1 < i < n) una base de E, designemos por (a) la matriz cuadrada 
de orden n asociada a la forma bilineal f definida sobre E X E, tenemos 


Gj=l 1  0=/(a, a). 
Sea (a*') (l < ¡ < n) la base de E* dual de (a;) (ver 8 150), y designemos por 
(Bi) la matriz 
(Bi) = Mío, (a), (a*!)) 
es decir, 
=> qa=f, =D bae” 
k=1 
tendremos 


a, =fa, a) =1,(a)= Bara) = Y Bata, att) =D B,8t =P, 
k=1 k=1 


k=1 


Teorema 4.—E de dimensión finita viene referido a una base (a) y E* en la base 
dual (a*i), la matriz asociada a la forma bilineal f, relativamente a la base (aj) es igual a 
la matriz asociada a q relativamente a las bases (aj) y (a*i). 


Al determinante de la matriz (a) se le llama el “discriminante” de la forma 
bilineal f relativamente a la base (a'). Este determinante depende de la base 
escogida; en efecto, det A y det (PAP) son, en general, distintos; pero P 
al ser inversible 

det A < 0 det ('PAP) x 0. 


EJERCICIOS 


5. Siendo E de dimensión finita, se puede identificar E** y E, una vez hecha esta 
identificación, demostrar que las dos aplicaciones p y Y consideradas anteriormente en el 
párrafo b) son transpuestas una de otra. 


6. Siendo E de dimensión finita, utilizar el teorema 4 para demostrar en este caso 
que L,(E, K) y £(E, E*) son isomorfos. 

7. Demostrar, utilizando el teorema 4, que si P es la matriz de cambio de (a) a (a), 
*P cs la matriz de cambio de (ati) a (a*i). 


223. Formas bilineales simétricas y formas cuadráticas 


DerinicióN 1.—Siendo f una forma bilineal cualquiera sobre E, se llama forma cua- 
drática asociada a [ la aplicación q de E en K definida por 


(vxeE) q) = f(x, x). 
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Supongamos E de dimensión finita referido a una base (a), tendremos ($ 221, fórmula 1) 


q(x) = 5 $ apprixi 


i=1 j=1 


es decir, si consideramos q como una aplicación de Kn en K, q es una función polinomia 
homogénea de grado 2: La palabra «forma» al ser sinónima de «polinomio homogéneo», q 
se llama naturalmente forma cuadrática, la definición dada anteriormente generaliza esta 
definición a E de cualquiera dimensión. 


Se ve inmediatamentae que el conjunto Q(E) de las formas cuadráticas defi- 
nidas sobre E, espacio vectorial sobre K, provisto de la adición y de la multi- 
plicación por un escalar es un espacio vectorial sobre K. Está igualmente claro 
que la aplicación de £(E; K) en Q(E) definida por f > q es un homomorfismo 
de espacios vectoriales. Pero este homomorfismo suprayectivo por definición 
no es inyectivo, en efecto, si a es una forma bilineal alternada no nula (ver 
$ 165), se tendrá, por tanto, para todo x 

[(%=90) (+0 x= x) +a(x% x)= q(x) 
por tanto a las dos formas bilineales distintas f y f + a está asociada la misma 
forma cuadrática q. 

Pero supongamos f simétrica, siendo q la forma cuadrática asociada a f, 
tendremos, gracias a la bilinealidad y la simetría de f, con la característica de K 
distinta de 2 
VW NyeEXE) qr+y=/[X+4x+90=1Í( x)+1( y) 

+ 0 +1 Y = 0) + ay) + 2f(x, y) 
es decir, 


1 
f(x, y) = 3 (a(x + y) —qlx) —aly)) 


fórmula que muestra que si la misma forma cuadrática q está asociada a dos 
formas bilineales simétricas f y g, se tiene f = g, de donde: 


Teorema 5.— La aplicación que, a toda forma bilineal simétrica f sobre E, asocia la 
forma cuadrática q definida por 

(1) (vxeE) q(x) = f(x, x) 
es biyectiva. 

La forma bilineal simétrica f, así asociada, a q es tal que 

1 

(2) (V(x, y) eE x E) xy = ns + y) — q(x) — q(y)) 
se dice que f es la forma polar de q. 

Las fórmulas (1) y (2) anteriores permiten enunciar los dos resultados 
siguientes: 


CoroLarro 1.—Si q es la forma cuadrática asociada a f forma bilineal simétrica so- 
bre E, las relaciones q =0 y f=0 son equivalentes. 
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COROLARIO 2.—Si q es la forma cuadrática asociada a la forma bilineal simétrica f, 
para todo endomorfismo u de E, se tiene 


[WxeE)  qlu(o)] = q(x)] > [V(x, y) El fu(o, u0)] = 16, 9] 


se dice entonces que u conserva f (o q) (ver $ 228). 


Si E es de dimensión finita, la matriz (o!) = A asociada a la forma bilineal 
simétrica f relativamente a una base (a') de E es aún llamada matriz asociada 
a q (relativamente a (a')), a su determinante se le llama también discriminante 
de q. La matriz (o;;), siendo simétrica, y el cuerpo K (de característica , 2) 
conmutativo, tendremos 


alx) 33 ayxix = » a, (ad? +2 > a xixi. 
i=l 


i=l j=1 Isi<isn 


Se dice que a(x'? es un término “cuadrado” y 2a'¡xix! un término “rectan- 
gular”. La palabra “cuadrado” es un abuso de lenguaje, pues olx? no es un 
cuadrado en K más si a; lo es: esto será siempre el caso en C, pero no en R. 

Finalmente, se tiene igualmente con las notaciones del $ 221, b) 


q(x) ='XAX. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 
1. Si E =Kr, q definido por 
q) =P +... + (0 


está asociada a la forma f definida por 
fx, y) =xlyl +... + 0yn 


(ver $ 221, ej. 1 y $ 222, ej. 1). 
2. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a, B1, q definido 
por 


B 
a(x) -f [x(0) Pat 


a 


es una forma cuadrática definida sobre E (ver $ 222, ej. 2). 
3. Siendo u el homomorfismo de £,(E, K) en Q(E) definido por u(f) = q, determinar 
el núcleo de u. n 
4. Tenemos E de dimensión n sobre K, referido a una base (a) se pone x= > xa, 
i=1 


demostrar que si la aplicación q de E en K definido por x= g(xl, ..., x") es tal que q sea 
un polinomio homogéneo de grado 2 en x!, ..., x", lo mismo se verifica para cualquier 
otra base de E. Deducir que q es una forma cuadrática sobre E, y que toda forma cua- 
drática sobre E puede estar definida de esta forma. 
5. Se toman las notaciones del ejercicio anterior, demostrar que la forma polar de q, 
expresada 
(la 0 Jl ARO, 2 Y 9) 
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está dada por la fórmula 


¿7 
IA Y) aro 
i=1 


q; es la función derivada de q relativamente a x,. 
Demostrar en particular que 


q) = (9 = f(x, y) = xy! 
g(x) = 2xiyi= f(x, y) = xiy! + xiyi 


estas dos reglas son conocidas con el nombre «regla del desdoblamiento de variables». 

6. Tomando las mismas notaciones que en los dos ejercicios anteriores, demostrar que 
el discriminante de q relativo a una base (a,), es el determinante de las n1 formas lineales 
definidas por 


1 
a , 
m1, 11) — 5 a 


Il. Formas degeneradas y no degeneradas. Ortogonalidad. 
Elementos isótropos 


224. Formas bilineales simétricas degeneradas y no degeneradas 


a) Núcleo de una forma bilineal simétrica 


Sea f una forma bilineal simétrica sobre E, q la forma cuadrática asociada; 
designemos siempre por q la aplicación lineal de E en E* definida por p(x) = f.. 
Se llama núcleo de f (o de q) el núcleo de q, está constituido por los x, tales que 


ox) =f.=0=>[(VyeE)  fy) =Ñx, y) = 0] 
siendo f simétrico está igualmente descrito por y, tal que 

e =f,=0S[(WxeE) f(x) =f_, y) = 0]. 
OBSERVACION 


Se observará que el núcleo de f no es la parte A de E Xx E descrita por (x, y) tal 
que f(x, y) =0; se verificará a manera de ejercicio que A no es en general un subespacio 
vectorial de E X E: esto se debe a que f es bilineal y no lineal. 


DerFINIcIÓN 2.—Se dirá que la forma bilineal simétrica f (o la forma cuadrática aso- 
ciada q) es no degenerada si y solamente si p es inyectiva, es decir, si y solamente sí 
Ker f = Ker y =(0). 

Si Ker f=Ker q * [0) se dirá que f y q son degeneradas. 


Si E es de dimensión n, se llamará rango de f (o de q) el rango de q, es decir, 
la dimensión de Im py = p(E). 
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. En este caso (E de dimensión finita) q es inyectiva si y solamente si p es 
biyectiva, pues dim E* = dim E =n (ver $ 143, cor. 2, del t. 7). De donde 


TEOREMA 6. —Sea f una forma bilineal simétrica sobre E, espacio vectorial de dimen- 
sión n y (0) la matriz asociada a f relativamente a una base de E, las propiedades siguien- 
tes son equivalentes: 


f es no degenerada sobre E. 

Kx, y) =0, para todo x de E, implica y =0. 

Hx, y) =0, para todo y de E, implica x =0. 

La aplicación y de E en E*, asociada a f, es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
det (a) »* 0. 


Sau 


En particular si f es no degenerada sobre E, de dimensión finita, cualquiera 
que sea la forma lineal /* de E* existe x único de E, tal que 1* = p(x) = f,, es 
decir, existe x único tal que 


(VyeE) 1) =fáy) = f(x, y). 


b) Identificación de E y de E* (E de dimensión finita) con la ayuda 
de una forma bilineal simétrica no degenerada 


Se ha escogido una forma bilineal simétrica f no degenerada sobre E, entre 
todos los isomorfismos de E sobre E*, y tiene un papel particular: podemos 
calificarle de canónico relativamente a la forma f no degenerada escogida. En- 
tonces nos es posible gracias a gp identificar E y su dual E* poniendo 
f.= p(x) =x para todo x de E. 

« siendo biyectiva tendremos para todo x, todo y de E y todo y* de E* 
(ver $ 222, b) 


(69) (00) = [901 6) =1,() = f(x, y) 
(1 (6 y) =1f 0 y) 
y merced a la identificación (y) = y 
(2) (o Y) =1(% Y. 
OBSERVACION 


En la observación del $ 150, a) y el ejercicio 171, fin del capítulo 7, hemos dicho que 
no había en general isomorfismos pg de E sobre E* tal que para todo automorfismo u de 
E se tenga para todo x y todo y 


(% 0(9)) = (uo, (90100)) 


Se ve que la igualdad anterior tiene lugar cuando p es el isomorfismo asociado a la 
forma bilineal simétrica no degenerada f, para todos los automorfismos u de E que verifican 
para todo x y todo y 

1(x, y) = f(uto, ub)). 


Veremos en el párrafo 228 que estos automorfismos describen un grupo, el grupo orto- 
gonal de f: no hay, por tanto, contradicción entre la observación del párrafo 150 y los 
resultados obtenidos aquí, p no es canónico relativamente al grupo GL(E), sino solamente 
relativo al grupo ortogonal de f, que es un subgrupo de GL(E). 
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225. Elementos ortogonales, elementos isótropos relativos a una forma bilineal 
simétrica 


E es un espacio vectorial sobre K, cuerpo conmutativo de característica dis- 
tinta de 2, se designa por f una forma bilineal simétrica sobre E y por q la 
forma cuadrática asociada. 


a) Ortogonalidad en E relativamente a f (o a q) 


DerinIcIÓN 3, —Se dice que x e y de E son ortogonales respecto a f (o a q) si 
1%, y) =0. 

Se dice que dos partes A y B de E, son ortogonales respecto a [ (o a q), si cada ele- 
mento de A es ortogonal a cada elemento de B respecto a f lo a q). 


OBSERVACION 


Algunos autores emplean el término «elementos conjugados respecto a f (o a q)» en 
lugar de «elementos ortogonales relativamente a f (o a q)», nosotros no lo haremos debido 
a una razón que se aclarará en el subpárrafo c), más abajo. 


Habiéndose escogido la forma f, diremos para simplificar “x e y son ortogo- 
nales” sobrentendiendo “respecto a f (o a q)”. Podremos definir dos subespacios 
de E, sean F y G ortogonales: gracias a la bilinealidad de f, está claro que F y G 
son ortogonales si y solamente si una base de F y una base de G son ortogonales. 

Siendo F un subespacio vectorial de E, el conjunto descrito por x, tal que 


(VyeF) fl, y=0 


es evidentemente un subespacio de E, en el que todos los elementos son orto- 
gonales a F; se le llama el subespacio vectorial E ortogonal a F respecto a f 
(o a q), y se le designa F!. 

Si F = Kxa(xo + 0), es decir, si F está engendrado por xo > 0, diremos que 
F! es el subespacio ortogonal a xo. 

Se observará la analogía de esta ortogonalidad en E respecto a f (o a q) con 
la ortogonalidad definida en el $ 151, entre elementos de E y de E*: veremos 
la causa a continuación en c); notemos ahora que no hay que temer confusión 
alguna: en el $ 151 F es un subespacio de E, F* es un subespacio de E*, y 
aquí F* es un subespacio de E. 

Este hecho F* c E, nos lleva a una noción que no existe en el estudio de 
la ortogonalidad entre elementos de E y de E* la de elementos isótropos. 


b) Elementos y subespacios isótropos respecto a f (o a q) 


DerinicióN 4.—Se dice que x, elemento de E, es isótropo respecto a f (o a q) si 


1%, x)=q() =0. 
Se dice que un subespacio, F de E, es isótropo respecto a f (o a q) si existe x 0 de 
F, ortogonal a todo F. 


Escogida la forma bilineal simétrica f, diremos “x es isótropo” o “F es isó- 
tropo” sobrentendido respecto a f (o a q). 
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Naturalmente el vector 0 es siempre isótropo, puede suceder que sea el 
único (ver ej. 1, a continuación). Mas generalmente si todo elemento del núcleo 
de f es isótropo, la recíproca no es cierta en general (ver ej. 2 último y $ 230, 
cor, 2 del t. 14). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E =R” referido a su base canónica, y provisto de la forma cuadrática q defi- 
nida por 
qa) =P. + (e 


q(x) = 0 implica xl =... =x"=0, luego x =0. 
2. Sea E =R? referido a su base canónica y provisto de la forma cuadrática q defi- 
nida por 
ax) = (1? + (29 + (892— (+2 


a=(1, 0, 0, 1) 0 es isótropo. Dar las coordenadas de todos los vectores isótropos en 
función de tres parámetros reales. Buscar el núcleo de q y verificar que a no pertenece a 
este núcleo. 
3. Sea E= Cr" referido a su base canónica y provisto de la forma cuadrática q defi- 
nida por 
ax) =P 4 + (0 


Para n=2 a=(1, i) 0 es isótropo. 

Para n = 3 dar las coordenadas de todos los vectores isótropos en función de dos pará- 
metros complejos. 

4. Sea E un espacio vectorial sobre K, xy un elemento no nulo de E, busquemos en 
qué condición F = Kx, subespacio engendrado por xy, es isótropo. “Todos los elementos de 
F son de la forma Axp(% € K), luego F será isótropo si existe ¡> 0, tal que, cualquiera 
que sea 2, f(Axp 11Xp) = Muf( xo, Xp) = 0, esto deberá verificarse, en particular, para d=1, 
luego x, es isótropo, de donde: 

El subespacio Kx,(x, »* 0) es isótropo si y solamente si xy es isótropo. Se dice entonces 
que Kx, es una recta isótropa (que pasa por 0, ver $ 137). 


5. Demostrar que toda familia de vectores no isótropos ortogonales dos a dos, es libre. 


La noción de subespacio isótropo nos llevará a resultados interesantes rela- 
tivos a F y a F!. Sea F un subespacio de E, espacio vectorial de dimensión 
finita provista de una forma bilineal simétrica f, podemos considerar la restric- 
ción fp de fa F XF (y la restricción qp de q a F), esta restricción ff es una 
forma bilineal simétrica sobre F, para todo x de F (fr), es un elemento del 
dual F* de F, designemos por y” la aplicación lineal de F en F* definida por 


92) = (fre 


Busquemos el núcleo de q”: está constituido por los elementos * de F, 
verificando 


(WyeF) [0010 = (04y) =fdx, y) = f(x, y) =0 
luego según la definición de F* dada más arriba 
Ker y =FNF!. 
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Por lo tanto, F N F* =(0) es equivalente a y” inyectivo y, por tanto, a fp 
no degenerado: se dice que f es no degenerada sobre F. Esto significa también 
que el único vector de F ortogonal a todo F es 0; por lo tanto, que F no es 
isótropo. 

Supongamos una de estas condiciones equivalentes realizada para todo x 
de E, la forma lineal f, definida sobre E, puede ser considerada como una 
forma lineal definida sobre F, la designaremos también f,; como ff no es 
degenerada sobre F existe x, de F (ver $ 224, a), consecuencia de la cuarta 
parte del teorema 6), tal que 


(WyeF)  ((0= (9, 
es decir, para todo y de F 
fo Y) = fx y) > f(x—x1 y) =0 


dicho de otro modo x»=x—x, es ortogonal a F, luego para todo x de E 
existe x, de F y x, de F*, tales que 


x=xX1+*x 

luego E=F+F?, la hipótesis hecha: F N F* = (0) implica 
E=FOF! 

esta última relación implicando F N F* = (0) podemos enunciar: 


TEOREMA 7.—Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita, para toda forma f 
bilineal simétrica sobre E y todo subespacio vectorial F de E, las propiedades son equi- 
valentes; 

1. La restricción de f a F es no degenerada. 

2. FNF! =(0). 

3. F no es isótropo. 

4. E=FOF!. 


Se deduce inmediatamente: 


CoroLario 1.—Si F es un subespacio vectorial no isótropo de E, de dimensión finita, 
se tiene 
dim F2 = dim E— dim F. 


CoroLarIo 2.—Siendo E de dimensión finita, y xy un vector isótropo de E, el sub- 
espacio ortogonal a x, es un hiperplano de E que no contiene a Xy. 


EJERCICIO 


6. Siendo (a) (1 <i<m) una base de E, tal que, f(a,, a) 0, hallar la ecuación 
cartesiana del subespacio ortogonal F* a F=Ka,, deducir que E = FOF! sin utilizar 
el teorema 7. 
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c) Caso en el que f es no degenerada sobre E de dimensión finita. Relación 
entre la ortogonalidad en E respecto a f y la ortogonalidad entre elementos 
de E y elementos de E* 


La identificación de E y de E* gracias a la biyección q (ver $ 224, b) nos 
permite identificar las dos nociones de ortogonalidad : 
l. Ortogonalidad entre x de E e y= g(y) de E* 


(o Yy)= (2% 0) = (a f,) =1,0) =Í(% y) =0 
2. Ortogonalidad entre x e y de E relativamente a f 


f( y =0. 


El ortogonal de F en E* y el ortogonal de F (en E) relativamente a f están 
confundidos y se designan por el mismo símbolo F*, esto si f es no degene- 
rada sobre E. Si f es degenerada sobre E no se puede hacer la identificación, 
hemos dicho que no hay ningún inconveniente en designar las dos ortogo- 
nales de F (en el sentido 1 y en el sentido 2) por el mismo símbolo: siendo 
uno subespacio de E*, el otro de E. Finalmente el isomorfismo p nos permite 
extender a la ortogonalidad en el sentido 2 los resultados del $ 151 relativos 
a la ortogonalidad en el sentido 1: 


TEOREMA 8. — Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, de dimen- 
sión finita, y F* el ortogonal de F relativamente a f, para todo subespacio F de E, se 
tiene 

dim Fi = dim E —dim F, (EL) =P, 

Se tiene, pues, 

FENF:=(0)>(E) N F*=FNF'=(0) 
es decir, utilizando el teorema 7 . 

CoroLario 1.—Si f es no degenerada sobre E, F* es no isótropo si y sólo si F es no 

isótropo. 


Finalmente el isomorfismo q nos permitirá definir bases duales en E. A 
toda base (a) (l <i<m) de E se puede asociar una base única (a*) de E*, 
tal que para todo par (i, j) (ver $ 150) 


(a, av) =8| 
existe, pues, una base única (a?) de E asociada a la base (a) por las fórmulas 
G=1+-% A) plat) =a*, 

Para todo par (i, j), se tiene 
Ña, aj) = (4, plaj)) =(a, a) =8,. 


Siendo simétrica la relación entre (a*) y (a*'), también lo es la relación en- 
tre (a) y (a?) lo que justifica la definición siguiente: 
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DEFINICIÓN 5. —Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, espa- 
cio vectorial de dimensión finita, la base única (at) de E, asociada a la base (a,) de E, 
por las fórmulas > 


(ij 


Tes 111) HA; ar) 


se la llama base dual de la base (a). 
Se dice lambién que las bases (a) y (as) son duales una de otra. 


OBSERVACION 


El lector debe percatarse de la diferencia entre los dos teoremas 7 y 8. 

Por un lado f puede perfectamente ser no degenerada sobre E y degencrada sobre un 
subespacio vectorial F de E (ver ej. 7 más abajo). 

Por otra parte, si f es no degencrada sobre E, la ortogonalidad en el sentido 1 no da 
ninguna información sobre F NM F* (en el sentido 2): así la condición F no isótropo es 
siempre necesaria y suficiente para que E =FOF!, f sea degenerada o no. 


EJERCICIOS 


7. a) E=R? referida a su base canónica, f(x, y) = xly! —x2y?, estudiar la restric- 
ción de f a F= Rx, x= (1, 1). 

b) La misma pregunta con E=C?, f(x, y) = xly! + x2y?, F =Cxy x= (1, 0). 

8. Demostrar que en todos los casos F C (F*)*. 

9, Determinar F*, (F*)* en los casos siguientes (las bases son siempre las bases 
canónicas). 


E=R) f(x, y) =xlyl +2, F = Rx, xy = (1, 0) 
E=R? f(x, y) =xy!, 
E=R) f(x, y) = xy, 
E=C2 f(x, y) =xlyl + My, 


Comprobar que los resultados obtenidos están conformes con los teoremas 7 y 8. 


226. Bases ortogonales y ortonormales. Formas canónicas 


Siendo E un espacio vectorial de dimensión n sobre K de característica 2, 
f es una forma bilineal simétrica sobre E, q la forma cuadrática asociada. 


a) Derinición 6.—Una base (a) (1<i<n) de E es ortogonal relativamente a f 
(o a q) si 
i2j=>f(a, a) =0. 


Una base (a) de E es ortonormal relativamente a f (o a q) si es ortogonal y si 
(i=1,..,”m fa, a)=1. 


Algunos autores dicen “ortonormada” por “ortonormal”. Una base ortonormal 
es, pues, tal que para todo par (i, j) f(a,, aj) = 5; resulta de lo anterior que 
una base ortonormal es dual de ella misma (8 225, def. 5). 
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EJEMPLO 


La base canónica de K” es ortonormal relativamente a f definida por 


i=1 


b) Existencia de bases ortogonales. Forma canónica de f(x, y) y q(x) 
en una base ortogonal 


Si para x, q(x) = f(x, x) =0, f=0 (V. $ 223, cor. 1 del t. 5) y todo par 
de vectores de E es un par de vectores ortogonales, luego toda base de E es 
ortogonal relativamente a f=0. 

Supongamos pues f 0. Para n= 1, el problema de la existencia de una 
base ortogonal no se plantea. Si n= 2, existe a, tal que f(a,, ay) = q(a1) 0. 
Luego F = Ka, no es isótropo (V. $ 225, ex. 4), por tanto E=FOF* y F es 
de dimensión 1 ($ 225, t. 7) todo vector a, 0 de F* forma con a, una base 
ortogonal de E. Si n > 2, supongamos (hipótesis de recurrencia) que existe una 
base ortogonal relativamente a f para todo espacio de dimensión 1n— 1. Como 
f 0, existe a, tal que fía, a) = q(a) 0 por tanto F = Ka, no es isotropo, 
luego E=F (O F* (igual que más arriba) y F* es de dimensión n— 1, según 


la hipótesis de recurrencia existe una base (4), ..., 4,) de F* ortogonal. Ahora 
bien a; (2 <i<m) es ortogonal a a, luego (a) (l <i<m) es una base orto- 
gonal de E. 


Relativamente a una base tal tendremos 


f(x, y = > ary,  q)= 5 ak ? 


i=1 


pues ij implica a; = f(a;, aj) = 0. 

Si todos los coeficientes a, son nulos f = 0; si s (1 <s<m) los coeficien- 
tes son no nulos cambiando si es necesario la numeración de los vectores de 
la base ortogonal tendremos 


fx, y =D atv (i=1,..,5 060). 
i=l 
El núcleo de f estará descrito por x= xa, +... + x"a, tal que 
(VyeE) f(x y=0 
es decir, por x tal que 
(anx! ==... = ax =0)=>(=..=x =0), 
El núcleo de f está, pues, descrito por x verificando 
A A 
donde x*t!, ..., x” son n—s escalares arbitrarios, pues dim (Ker f) =n—s 
y, en consecuencia, si r es el rango de f, s=r. Podemos, pues, enunciar: 
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TEOREMA 9.— Para todo espacio vectorial E de dimensión finita n, existen bases orto- 
gonales relativamente a toda forma bilineal simétrica f sobre E. 


De un modo más preciso, si f es de rango r + 0 existen unas bases, tales que 
imj= fa, a)=0 
1<isr=fla, a) +0 
r+1=<is<n=f(a, a) =0. 


Con relación a una base, se tienen las formas canónicas 


r r 


1% y = > apiy, qa = > a (xi. 


i=1 i=1 
EJERCICIO 


Demostrar el teorema 9 sin utilizar el teorema 7 ($ 225), pero utilizando el ejercicio 6 
del párrafo 225. 


OBSERVACIONES 


1. Si relativamente a una base cualquiera (a) a f está asociada una matriz cuadrada 
A, relativamente a una base ortogonal (a;), la matriz A” asociada a f es diagonal. Pero no 
se trata de la diagonalización definida en el capítulo 11, en efecto, siendo P la matriz de 
paso de (a,) a (a;) se tiene A” = PAP. 

Por otra parte si se considera A como asociada a la aplicación lineal p, se tiene 


A =M(9, (a), (a*i)), A” = M(9, (a/), (a'*1)) 


luego A ha sido diagonalizada mediante un cambio de base en el espacio inicial E, de (a) 
a (a;), y de un cambio de base correlativo en el espacio de llegada E*; de (a*i) a (a'*i), 
2. Si en una base cualquiera (a;) se tiene (ver $ 223) 


q(x) = > aj (xi? +2 y Qjpeixi 
i=1 Isi<isn 


en una base ortogonal se tendrá 
” 


. 
60 = 2/09 = D (o? 
i=1 i=1 


poniendo 
" 


=b 1 vi=1G) Dd 
i=l 
las n formas lí son independientes. Se tendrá, por tanto, si f es de rango r y si se supone 
a td AL AO 2 += Af =0 


ax) = > A 


i=1 
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se dice por abuso de lenguaje, que q está descompuesto en cuadrados de r formas lineal- 
mente independientes. El resultado del teorema 9, para que pueda ser un método de cálculo 
efectivo de la forma canónica necesita un cambio de base: daremos en el ejercicio 504 
(fin del capítulo) un método directo de descomposición de una forma cuadrática en 
cuadrados linealmente independientes dada por Gauss. 


c) Existencia de bases ortonormales cuando f es no degenerada y cuando 
K =C. Formas canónicas correspondientes 


Si existe una base ortonormal relativamente a f, se tiene para todo par (i, j), 
fía, aj) = 8; luego para todo i, a =1 y por consecuencia r=n y f es no 
degenerada. 


Sea, pues, f una forma no degenerada sobre E, E es un espacio vectorial de 
dimensión n sobre C. Existen las bases ortogonales (b;) y se tiene 
¡4j=>f(b, b)=0 
l1<is<n=f(b, b)= Bu x 0. 


Al ser todo elemento un cuadrado en C pongamos 


li=1, ..., 1) 0) = Bis q= ca 
tendremos 
ixj=>fla, a)=0 
l1<is<n=> fa, y LA =1 


donde Bj; 0 implica A; + 0, de donde: 


Teorema 10.—Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre C y f una forma 
bilineal simétrica no degenerada sobre E, existen bases de E ortonormales relativamente a f. 
En relación a una base tal se tienen las formas canónicas 


” 


16%, y =D «v. ax) = > (y, 
i=1 


i=1 


OBSERVACIONES 


1. Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E, espacio vectorial 
sobre K, existirán bases ortonormales si en K todo elemento es un cuadrado; por ejem- 
plo, si K es algebraicamente cerrado. Existirá igualmente bases ortonormales relativamente a f, 
si existen bases ortogonales (a), tales que para ¡= 1, ..., n, f(a, a;) sea un cuadrado en K 
(ver $ 230). 

2. Siendo E de dimensión n sobre C hay, pues, una sola forma canónica para toda 
forma bilineal simétrica no degenerada sobre E. 
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MI. Endomorfismo adjunto. Aplicaciones 
227. Endomorfismo adjunto 


a) Introducción 


En toda esta sección, f será una forma bilineal simétrica no degenerada 
sobre E, espacio vectorial de dimensión finita sobre K, cuerpo conmutativo de 
característica 2; q designará la forma cuadrática asociada a f y q el isomor- 
fismo de E sobre E* asociado a f. 

Designaremos por u un endomorfismo de E, es decir, un elemento de £(E) 
y por 'u la transpuesta de la aplicación lineal u, es decir, el elemento único 
de £(E*) definido por (ver $ 152 tomando F = E) 


(VxeE)  (Vy*EE%) — (Ux), y*)=(x uy”). 
Por otra parte, si u y v son endomorfismos de E, consideraremos a menudo 
las relaciones de la forma 
(Was NE) flux), y =f((, y) 
Por tanto, para todo y 
fu) = fu 


es decir, f,(, = f para todo x; ahora bien, fico = 9LUD] Y fu = elo), 
entonces siendo y biyectiva 
u(x) = v(x) 


y esto para todo x; en consecuencia, la relación dada implica u=v. 


b) Adjunto de un endomorfismo relativamente a f (o bien a q) 


Si q es el isomorfismo de E y E* definido por p(x)= f. tendremos 
(ver $ 224, b, fórmulas (1) y (1%) 
fu, y = (1), 9) = (e “Lom, 

= (x, (uo (y) = fx, (po "Lo p) (y) 
y esto cualesquiera que sean x e Y. Al endomorfismo u, f permite, por tanto, 
asociar el endomorfismo único p”!o'uo«; el diagrama 
o tu -1 
E>E*> E*>E 

demuestra que y"!o'4ow es un endomorfismo de E, se le llama el adjunto 
de u relativamente a f y se le designa u*. (ATENCIÓN: A pesar de esta 
notación, es un elemento de £(E) y no de E*.) El adjunto de u está, por tanto, 
definido por 

(1 (Va NeE) fu, y =10, (y). 
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Si se identifica E y E* gracias al isomorfismo q poniendo p(x) = x(8 224, b) 
las propiedades de 'u se extienden inmediatamente a u*. Se tiene, pues (ver 
$ 152), cualquiera que sean u y v de £(E) y h de K 

(u + 0) =u*+0*, Qu =lu*t, (uov)* =v*ou* 
rg (ut) =1g (4), (1) =u 
si, además, u es inversible, u* lo es también 
(uy = (u)* 
naturalmente 
(idg)” = idp. 


Todos estos resultados podrían, por otra parte, demostrarse directamente 
mediante la fórmula (1). 
Finalmente el diagrama utilizado anteriormente, completado por la indica- 
ción de las bases empleadas 
9 tu -1 
uv: E>SE'>E*>E 
(ap) (ar) (a%) (at) 
siendo (at) la base de E dual de (a) y (a*!) la base de E* dual de la base (a) 
de E, demuestra que (ver $ 155, b) y fórmula final del $ 225: p(a*) = (a*) 


M(u*, (at) =1,MCu, (a*!))1, ='M(u, (a,)) 
por tanto (ver $ 169, c) 
det (u*) = det (u). 


En particular, si existe para E una base ortonormal, relativamente a f, es 
dual de sí misma; en consecuencia, 


M(u*, (a,)) ='[M(u, (a,))]. 
Resumamos todos estos resultados: 
Teorema 11.—Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, f una forma bilineal 


simétrica no degenerada sobre E y u un endomorfismo cualquiera de E, existe un endo- 
morfismo único u* de E, llamado adjunto de u relativamente a f, tal que 


(1) (W(x, y) eE) — f(u(o), y) = 1(%, u*Q)). 
Cualesquiera que sean u y v de £(E) y A de K 
(u + v)* =ut 4v*, (u)* = dut, (uo v) = vt ou* 
(u*)* =u, rg (u*) =rg (u), det (u*) = det (u). 


Si u es inversible, u* lo es también y (u*)-1= (u-1)*. Las matrices de u relativamente 
a una base de E y de u* respecto a la base dual, relativamente a f, son transpuestas una 
de otra; en particular las matrices de u y de u* respecto a una base ortonormal relativa- 
mente a f, si existe, son transpuestas una de otra. 
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EJERCICIO 


Si existe una base ortonormal (a,), demostrar que en esta base M(u*) = '(M(u)) utili- 
zando la relación (1). 


228. Grupo ortogonal GL(f) o GL(g) 


a) Operadores ortogonales. Matrices ortogonales 


Supongamos que u conserve f (o q lo que es equivalente, $ 223, cor. 2 del 
t. 5), es decir, 


Q) VW yeE)  f(uo, uy) =1(x, y) 


vamos a ver que u es un automorfismo de E y que u”!=u*, Tenemos, en 
efecto, utilizando (1) 
f(x, y = flux), u(y)) = f(x, u*lu(yyd) 
es decir, 
6) (Va yeE) fx, y =f(x, (u*ou) (y). 


Utilizando la equivalencia demostrada al principio del $ 227 vemos que 
(3) implica 


(4) u* ou = id. 


Recíprocamente (4) implica (3); por tanto, (2). La relación (4) implica que 
u es inyectiva (ver nota 38, pie de página) y, en consecuencia, biyectiva, puesto 
que E es de dimensión finita ($ 143, cor. 2 del t. 7), luego u*=u-! y se 
tiene también 

(4) uou* = idk. 


Supongamos que se verifica la relación (4'), u es entonces suprayectiva“o, 
por tanto, biyectiva ($ 143, cor. 2 del t. 7), siendo E de dimensión finita. 
Resumamos los resultados obtenidos: 


TEOREMA 12.— Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y f una forma bilineal 
simétrica no degenerada sobre E, para todo endomorfismo u de E, las cinco propiedades 
siguientes son equivalentes: 

1% (V(% y eE) f[u(x), 409] =1(x, y). 

22 (vxeE) q[u(x)] = q(x). 

3* u*tou=idp. 

42 uou* =idp. 

5.2 u es inversible y u-! =u*. 


Un endomorfismo verificando una de estas cinco propiedades recibe el 
nombre de automorfismo ortogonal de E, relativamente a f (o a q). Se le dice 


(38) Si / y g son dos aplicaciones de un conjunto A en sí mismo, verificando go f = ida, / es inyec- 
tiva, pues f(x) = 1(x") implica x= g[/M(x)] = glf(x)] =x'; g es suprayectiva, pues si no fuera supra- 
yectiva la relación g[f(x)] =x no se verificaría para x perteneciendo a A— g(A) »* O. Estas propiedades 
son casos particulares de las propiedades enunciadas en el ejercicio 1 del $ 15. 
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también endomorfismo u operador ortogonal (pues el hecho de ser ortogonal 
implica el que sea un automorfismo). 

Se dice también que u es un automorfismo de f (o de q). 

La propiedad (1) implica que si la base (a) es ortonormal, y si u es orto- 
gonal, la familia (w(a;)) es una base ortonormal; en efecto, para todo par Ji, 3) 


f[u(a), u(a)] = fa, a) = 85; 


recíprocamente si esta relación es satisfecha u es ortogonal, ya que, en efecto, 
poniendo 


n 


Y xa; 


i=1 


x 


f(uto, 00] = (3 xa), Y ruta) = NY rxítutar, u(a)] 
¡sl ! 


j=l i=1 ¡=1 


= Sy xixif(a;, a) = »A (Y =alx) 
i=1 


i=l j=1 


y según la propiedad (2) u es ortogonal, de donde: (a) es una base ortonormal 
de E, relativamente a f, el operador u es ortogonal si y sólo si la familia (u(a,)) 
es una base ortonormal de E relativamente a f. 

Sea A la matriz asociada a un operador ortogonal respecto a una base 
ortonormal relativamente a f, si las hay se tendrá 


'AA=NA =1, 05 AI ='A. 


De una manera general una matriz de M,(K) verificando una de estas con- 
diciones se la llama matriz ortogonal. Si se pone A = (aj) se tendrá 


" 
ixj> Nata = 
kel 


i= le y A Aur = 1 
k=1 


escribiendo 'AA =1,; se obtendría un sistema equivalente escribiendo A'A=I,,. 
En particular si existe en E bases ortonormales, relativamente a f, toda ma- 
triz de paso de una base ortonormal a una base ortonormal es ortogonal. 
En efecto, pongamos (ver $ 160). 
X = Mí(x, (a),  X'"=M(x, (a),  X=PX 


tenemos con (a) y (a) ortonormales 


fte )=40 =D) P=XX= 49 = XX 


i=1 i=1 
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de donde 


q(x) = (PX) (PX”) = X(PP)X" = XX" 


de donde (ver $ 221, t. 2) 
PP =L,. 


b) Grupo ortogonal (relativamente a f) 


Es fácil ver que los automorfismos ortogonales de E relativamente a f 
(o a q) describen un subgrupo de GL,(K); en efecto, (ver $ 72, c), 


(ul=u*t y v!t=y*e(uov"!)!=(uov-)* 
pues 
(uov-!)! =vou!= (v-1)* out = (uo v"!)* 
de donde: 


CoroLarI0. — El conjunto de los automorfismos ortogonales relativamente a flo a q) 
es un subgrupo de GL,(K), llamado grupo ortogonal relativamente a f (o a q) y represen- 
tado GL(f) o GL(g). 


Si existen bases ortonormales en E (relativamente a f) hemos visto que 
sólo existe una única forma canónica para f(x, y) (o q(x)) 


f(x, y) = » y, qu)= Sor 


i=l i=1 


el grupo ortogonal relativo a esta forma se designa O(n, K). 

Naturalmente las matrices de orden nm ortogonales, con elementos en K, 
describen un subgrupo del grupo de las matrices inversibles de M,(K) que es 
isomorfo a O(n, K). 

Por otra parte, para todo operador ortogonal se tiene 


det (u* o u) = (det u)? = det (ids) = 1 


1 designando el elemento unidad de K. 

Si u-! =u* y det (u) = + 1 se dice que u es una rotación de E (relativa- 
mente a f o q); está claro que las rotaciones de E describen un subgrupo de 
GL(f) llamado grupo de rotaciones de E (relativamente a f o a q) o bien tam- 
bién grupo ortogonal especial. 

El conjunto de las matrices ortogonales A tales que det A = + 1 describen 
un grupo designado O*(n, K) o SO(n, K) naturalmente isomorfo al grupo de 
las rotaciones de E. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el grupo de las rotaciones de E, relativamente a f, es un subgrupo 
distinto de GL(f). (Considerar el homomorfismo u=> det (u)). 

2. Poner de manifiesto las relaciones verificadas por los elementos de las matrices 
O(n, K) y de O+(n, K) para n=2 0 3. 

3. Sid de K, es un valor propio de un operador ortogonal, demostrar que A = 1. 
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229. Operadores simétricos relativamente a f (o a q) 


a) Operadores simétricos 


Busquemos los operadores auto-adjuntos relativamente a f, es decir, tales 
que u =u*. Se tendrá 


6) (VW yeE) — fluto, y] =f[x, uy] 
recíprocamente (5) implica para todo par de E? 
flx uy] =futo, y] =f[x, 4] 


por tanto, utilizando la equivalencia demostrada al principio del $ 227, u=u*. 
Respecto a una base ortonormal (a;) relativamente a f, si las hay, se tendrá 
(ver $ 227, t. 11) 
u=w* + Míu, (a,)) ='[M(u, (a,))] 
de donde: 


TEOREMA 13.— Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y f una forma bilineal 
simétrica no degenerada sobre E, para todo endomorfismo u de E las propiedades siguientes 
son equivalentes (u* es el adjunto de u relativamente a f): 

1% u=ut, 

22 (V( eE) — f[uto, x] = fx un). 

32 Si existen bases ortonormales, relativamente a f, la matriz asociada a u en una tal 
base es simétrica. 


Un endomorfismo de E verificando una de estas propiedades se llama ope- 
rador simétrico relativamente a f. 


b) Estudio de un isomorfismo de espacios vectoriales 


Por otro lado, algunos de los resultados enunciados en el teorema 11 
(8 227) demuestran que el conjunto de los operadores simétricos relativamente 
a f es un subespacio vectorial de £(E); lo designaremos SfE). 

A todo elemento u de SE) la fórmula 


[Vo yeE] fx y =fluto), y 


permite asociar una aplicación de E? en K, se ve inmediatamente que es bilineal 
y simétrica; en consecuencia, f, es un elemento del espacio vectorial SXE, K) 
de las formas bilineales simétricas sobre E. Mediante procedimientos análogos 
a los utilizados en el $ 222, b) se demuestra que 5(E) y SE, K) son isomorfos 
(ver ej. 520 final del capítulo). 

Si existen bases ortonormales respecto a f este isomorfismo es evidente: 
sea (a) una base ortonormal, poniendo X = M(x, (a), Y = M(, (a) 
A = M[u, (a)], (A = A) tendremos 

f(x, y) ='YX, f[u(x), y] = 'Y(AX) = 'YAX 


Por otra parte, sea g un elemento de SXE, K) al que está asociada res- 
pecto a (a) la matriz B('B = B), tendremos 


g(x, y) ='YBX. 
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En consecuencia, en la base (a;) 
g=f.>A=B 
la aplicación u—= f., así definida, gracias a una base ortonormal (a;) es inde- 
pendiente de esta base; en efecto, sea P la matriz de paso de (a) a otra base 


ortonormal (a/), P es una matriz ortogonal (ver $ 228, a), por tanto P-!='P, 
en la nueva base A”, que es asociada a u, y Ba g 


A” =P- "AP, B'='PBP = A” 
Designado por S(n, K) el espacio vectorial de las matrices cuadradas simé- 


tricas de orden n con elementos en K el isomorfismo de S(E) sobre SAE; K) 
es el compuesto de los isomorfismos 


S(E) > Sín, K) > SAE; K). 


IV. Formas bilineales simétricas reales. 
Espacio euclídeo de dimensión n 


Supondremos en toda esta sección que E es un espacio vectorial sobre R; diremos 
que f, forma bilineal simétrica sobre E, y q, forma cuadrática asociada, son reales. 


230. Primeras propiedades 


a) Formas bilineales simétricas positivas. Desigualdad de Schwarz 


DEFINICIÓN 7.— Diremos que una forma f, bilineal simétrica real sobre E, y que la 
forma cuadrática asociada q son positivas si 


(vxeE) f(x, x)=q(x) >0. 


Se definiría igualmente las formas negativas (q(x) < 0), donde f (o q) es 
negativa si y sólo si —f (o —q) es positiva: estudiaremos sólo formas po- 
sitivas. 

Siendo f positiva, para todo par (x, y) de E? y todo número real ) tendremos 


qx+ WM =fx+ WM x+9=Í(x, x) + 22(x, y) + Mily, y) > 0 


en el caso en que f(y, y) 0, q(x +2) es un polinomio de segundo grado en » 
con coeficientes reales; es siempre > 0 y es, por tanto, imposible que tenga 
dos raíces reales distintas, de donde 


(1) Tf YP=fx, Df, y) <0. 
Si y es tal que f(y, y) =0, la desigualdad q(x + 14) > 0 no se puede veri- 


ficar para todo real A más que si f(x, Y)=0, luego (1) se verifica también, 
de donde: 


602 FORMAS BILINEALES Y FORMAS HERMITIANAS [Cap. 15 


TEOREMA 14 (desigualdad de Schwarz). —Si f es una forma bilineal simétrica positiva 
sobre E, se tiene 


(1) (Va, NE) [í NP1H%, D10, y) <0. 
Se deduce de este teorema, para todo par (x, y) de E? 
quyN= fx + Y + Y) = (xx) + 2Í(x, Y) + Í(4, y) 
< qx) + W/4620) + a) = [vato + Vary 
pues (1) implica: f(x, y) < VaG)ay), de donde: 
CoroLarIo 1.— Si q es una forma cuadrática positiva sobre E, se tiene 
(2) (Wa y<E)  yar+y< ya) + v90). 


Se sabe, por otra parte, que el núcleo de f ($ 224, a) está descrito por x 
tal que 


(VysE) f%y=0 


por tanto (ver $ 225, b), todo elemento del núcleo es isótropo. Vamos a demos- 
trar recíprocamente que, cuando f es positiva, todo elemento isótropo, res- 
pecto a f, pertenece al núcleo; en efecto, f(x, x)=0 implica, gracias a la 
desigualdad de ScHwarz, [f(x, y)]? < 0 y, en consecuencia, f(x, y) =0 para 
todo y, de donde: 


CoroLarto 2.—El núcleo de una forma f bilineal simétrica positiva sobre E es el con- 
jurito de los vectores isótropos de E, relativamente a E 


De lo anterior resulta que f, positiva, es no degenerada el núcleo se re- 
duce a (0); por tanto, x=0 es el único vector isótropo relativamente a Ñ 
forma bilineal simétrica positiva no degenerada sobre E. 


OBSERVACION 


Algunos autores llaman formas cuadráticas «definidas positivas» (resp. negativas), las 
formas cuadráticas no degeneradas positivas (resp. negativas), aquí no lo haremos, los 
términos no degenerados positivos (resp. negativas) son suficientes. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E=R” la forma definida (respecto a la base canónica de R") por la fórmula 
” 


1% y) Y xy! 


1 
es no degenerada positiva. 
La forma definida en las mismas condiciones por 
m 


gx, y) = > xy (m<n) 


es positiva, pero es degenerada. 
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2. La forma bilineal simétrica f, definida en el ejercicio 2 del $ 222 es positiva, se 


tiene, pues, (a < B) 
B 2 e E 
[ JS soni | < JS [x(0 Pat f Dx) Par 
“ “ A 


B 112 13 112 B 1/2 
[| bso +0] <= [/ bso] + [| bir | 


Demostrar que f es no degenerada. 
b) Caso en que E es de dimensión finita. Ley de inercia 


Sea f una forma bilineal simétrica real sobre E, existen en E bases 
(b)(l <i<m) ortogonales relativamente a f (8 226, t. 9). ¿xj implica 
f(b,, b)) =0; f(b;, b;) real, no nulo. Si f es no nulo, cambiando si fuera nece- 
sario la numeración de la base (b;), existe, por tanto, enteros s y £ no nulos 
los dos tales que 
iSs [bi bi) = Bu >0 
j<ss+t flby b)=Bjy <0 
k<n F(br, bi) = Bix =0 


naturalmente s +t=r=rg (f); si t=0 (resp. s=0) la forma f es positiva 
(resp. negativa). Volvamos al caso general, pongamos con las notaciones an- 
teriores 


<= 
<= 
= 


PT dE, a = bx 
V Bu “Y —Bn 


la base (a,, ..., a,) es aún ortogonal, además 
fla, a)=1,  flaya)=—1, fla a)=0. 
Tenemos, por tanto, en la base (a) (1 <i<m) 


A 5.1 


fx, Y =» 4 > xiyi 


j=s+ 


i=1 1 
a(x) Ney z (uy. 
¡al jas 


Se dice algunas veces que B(xi?(B,>0) y (xi? son «cuadrados positivos» y que 
Bj/Q0Y (By, <0) y — (11)? son «cuadrados negativos»: en el primer caso esta denominación 


es una trivialidad, en el segundo caso es un abuso de lenguaje. 


Supongamos que existe una segunda base (a/) ortogonal relativamente a f, 
y tal que respecto a ella se tenga 


qu) = > me bd (ur. 


i=1 j=s'41 
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Vamos a demostrar que s'=s y t=1". Consideremos los dos subespacios 
de E siguientes: 


F engendrado por 4, ..., ds (dim F =s) 
G' engendrado por 4%f.,;, ..., 4, (dim G' =n— Ss”). 


Si xeF se tiene q(x) > 0; si, además, x 0 existe al menos un xi 0 
(l <i<s), luego q(x) >0 para todo x 0 de F. 


Si xeG”, q(x) < 0, resulta que 
FNG'=(0) 
la fórmula demostrada en el ejercicio 2 del $ 137 da 


dim F + dim G' = dim (F + G”) < dim E 
de donde 
s+n—sS<neos<s 


permutando el papel de las bases (a) y (aí) se demostraría s' < s, de donde 
s=s'; como, por otro lado, s+t=3S+1'=r=rg (f), se tiene también 
t=t, de donde: 


TEOREMA 15.—Si q es la forma cuadrática asociada a una forma f bilineal simétrica 
real sobre E espacio vectorial de dimensión n sobre R. 

1. Existe una base (a) ortogonal relativamente a f y dos enteros naturales s y t, tales 
que respecto a esta base (a), se tiene 


jes+r 


q(x) = > (— 2 GUY (s+1=r=rg(f). 


i=1 j=s+l 


2. Si existe una segunda base (a) y dos enteros naturales s” y t' tales que respecto a 


(a;), se tiene 
q(x) = > AN— 
id f=1 


* (ley de inercia). 


sr 
Po (MIR (+1 =r=rgf)) 
+1 


j 


entonces s = S”, 


Al par de enteros naturales (s, £) se le llama la signatura de f (o de q). Por 
ejemplo, la forma cuadrática sobre R* definida por 


a) = (49 + (97 + (e — (ey 


tiene por signatura (3, 1). y 
Está claro que f forma bilineal simétrica real es positiva si y sólo si 1=0; 
por tanto, s =r =1g (f), y que f es no degenerada positiva si y solamente si 
s=n, se tiene entonces respecto a la base (a;) 
" 


(6y=D 4 qu= > (e. 
i=1 


i=1 
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CoroLarIo 1.—Si E es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R, existen bases 
de E ortonormales relativas a toda forma bilineal simétrica no degenerada positiva sobre E. 


231. Espacio euclídeo de dimensión n 


a) Noción de espacio vectorial normado 


DEFINICIÓN 8.—Sea E un espacio vectorial sobre K=R o C, toda aplicación p de E 
en R, poseyendo las propiedades siguientes 


N. px)=0>=x=0 
N>. (VW ysE) — p(x+y)< p(x) + Pp0) 
Ny. (WxeE)(vAeK) — p(Ax)=|2| p(x) 


se llama norma sobre E. El espacio vectorial E provisto de una norma se le llama espacio 
vectorial normado. 


Se puede reemplazar R o C en esta definición por todo cuerpo valorado K 
(ver 8 110, def. 2), 1->|2| es entonces el valor absoluto definido sobre K. 

En lugar de p(x) se escribe || x ||, o bien, || x ll |] x lla ... si están definidas 
varias normas sobre E. 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Q,R, Co todo cuerpo valorado, considerado como espacio vectorial sobre sí mis- 
mo es un espacio vectorial normado (demostrar que x—>|x| es una norma). 

2. Demostrar que en E =R” descrito por x= (xi, ..., x") las aplicaciones siguientes 
de E en R, son normas 


" 
> > xi xo sup |xil. 
: Isisn 
i= 


3. Siendo E un espacio vectorial normado, demostrar que la aplicación de E XE en 
R, definida por (x, y) >||x —y | es una distancia sobre E (ver $ 10, def. 3). 

4. Siendo E el espacio vectorial de las funciones reales continuas sobre [a, $] de R, 
demostrar que las aplicaciones siguientes de E en R, son normas 


1] 
a] xo ld, x> sup [xl 
a<xsp 
á 


b) Norma asociada a una forma cuadrática no degenerada positiva 


Sea f una forma bilineal simétrica positiva sobre E y q la forma cuadrá- 
tica asociada, para todo x de E y todo A de R se tiene 


90) = Wa(x) > 900) = /Al V gto 
por otra parte, para todo par (x, y) se tiene (ver $ 230, cor. 1 del t. 14) 


Va: + y) < vato) + vq. 


606 FORMAS BILINEALES Y FORMAS HERMITIANAS [Cap. 15 


Supongamos, además, f no degenerada, como f es positiva el único vector 
isótropo es 0 (ver $ 230, cor. 2, del t. 14), luego 


de donde: qu)=0>:x=0 
TroreMA 16.—Si q es la forma cuadrática asociada a una forma bilineal simétrica no 


degenerada positiva sobre E, espacio vectorial sobre R, la aplicación de E en R,, definida 
por 


es una norma sobre E. x> ya) 


DerinicióN 9.—E espacio vectorial sobre R, provisto de una norma xy ao, siendo 
y una forma cuadrática no degenerada positiva sobre E, se llama espacio prehilbertiano 
real en el caso general y espacio euclídeo si es de dimensión finita. 


OBSERVACION 


Algunos autores reservan el término «espacio euclídeo» al espacio afín (ver Geometría) 
asociado a un espacio vectorial de dimensión finita provisto de la norma anterior; así en 
esta terminología «el espacio ordinario» es el espacio euclídeo de dimensión 3. 

Para evitar confusiones se puede emplear los dos términos «espacio vectorial euclídeo» 
y «espacio afín euclídeo». De acuerdo con la definición que hemos adoptado anteriormente, 
en lo sucesivo «espacio cuclídeo» será sinónimo de «espacio vectorial euclídeo». 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


5. Demostrar que en E =R” descrito por x= (xl, ..., x1), la aplicación de E en R, 


definida por 
xo Ya... + (0? 


es una norma sobre E. (El caso de n =2 ha sido estudiado en el $ 118.) 


6. Demostrar que 
3 1/2 
x >| JS [x0 Y a] 


es una norma sobre E, espacio vectorial de las funciones reales continuas, sobre [a, PB] 
(ver $ 230, ej. 2). 


c) Espacio euclídeo de dimensión n 


Sea E un “espacio euclídeo de dimensión” n, es decir, un espacio vectorial 
de dimensión n sobre R, provisto de una forma bilineal simétrica no degene- 


rada positiva. 
Cualquiera que sea esta forma f, respecto a una base ortonormal relativa- 


mente a f, se tendrá 


n 


(a 9=D 0. 0=/0 0= Dr 


i=1 i=1 
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Esto nos permite decir: Existe una sola estructura de espacio euclídeo de 
dimensión n. Para estudiarlo escogeremos una forma bilineal simétrica no de- 
generada positiva fy que se llamara forma fundamental del espacio euclídeo E. 
Las bases ortonormales de E serán las bases ortonormales relativamente a fo 
(o bien a qy forma cuadrática asociada a fp). 

fo se llama entonces, generalmente, producto escalar sobre E. Según los 
autores las anotaciones siguientes se utilizan para f(x, y) 


x.Y «IN (xY)  (xly) 


utilizaremos la notación x* - y, que generaliza la notación del producto escalar 
utilizado en el espacio ordinario, que es como hemos visto (observación an- 
terior) el espacio afin asociado al espacio vectorial euclídeo de tres dimensio- 
nes. Guardaremos la notación (x|y) para el producto hermitiano (ver $ 237) 
y la notación (x, y) para el caso en que queramos distinguir x€E e y€E*. 

fl, x) =x - x se llama cuadro escalar de x: es el cuadrado de la norma 
Ilx [| (asociada a fo), llamada norma euclídea de x, se dice también que || x |! 
es la longitud de x, y se le designa igualmente | x |. 

Un vector de longitud 1 se llama vector unitario. En una base ortonormal 
cualquiera relativamente a fo, se tiene 


x.Yy=xy +... +x0y xi =VGY +... + GA, 
[(Vy se E) x.y=x -YyY]>x=x. 


Al ser la forma f, no degenerada positiva, el único vector isótropo de un 
espacio euclídeo es 0, y tenemos 

El adjunto u* de un endomorfismo u de E estará entonces definido con 
ayuda del producto escalar por 


[V Gs, y) € E?] uUx) y=x.u y) 
un operador ortogonal por 

[VO yeE] 4) =x.Y 
y un operador simétrico por 

[V( yeE] uo) -y=x.uy) 


todos estos calificativos —adjunto, ortogonal, simétrico— son relativos a la 
forma fundamental escogida. 

El grupo ortogonal O(fo) es isomorío al grupo O(n, R) de las matrices. reales 
ortogonales de orden n, lo designaremos por esta notación O(n, R). Designare- 
mos O*(n, R), SO(n, R) y el grupo de las rotaciones y el grupo de las matrices 
ortogonales de orden n de determinante + 1 (ver $ 228, b). El espacio euclídeo 
de n dimensiones cuando es real podemos orientarlo (ver 8 172). Lo que hemos 
dicho de este $ 172 y del resultado del $ 228 nos permiten enunciar: 

En un espacio euclídeo de dimensión n toda matriz de paso de una base 
ortonormal de igual orientación es una matriz ortogonal de determinante +1. 
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Sea, en. fin, una forma bilineal simétrica f sobre E, degenerada o no, posi- 
tiva o no, en una base ortonormal; tendremos con las notaciones acostum- 
bradas 

f(x, y) ='YAX CA = A). 


Las consideraciones del final del $ 229 permiten asociarle de manera bi- 
yectiva un endomorfismo simétrico u, aquel cuya matriz respecto a una base 
considerada es A, y tenemos 


[VW yeE] fx y) =u(x) -y=x.uy). 


Por lo tanto, estudiar u o f (o bien q forma cuadrática asociada a f) o tam- 
bién A matriz cuadrada real simétrica de orden n, es lo mismo: y es lo que 
vamos hacer en el párrafo siguiente. 


EJERCICIOS 


7. Demostrar que toda familia (x,) de vectores no nulos, ortogonales dos a dos, de un 
espacio euclídeo, es libre. 

8. Si (a) (1<i<mn) es una base cualquiera del espacio euclídeo E, demostrar que 
hay una sola base ortogonal (b), cuyos vectores son de la forma 


b¡=4, 
b,=4,+Mb, 


b,= a+ Mb +... + Mo1b,_, 


b,=4,+Mb, +... + Ab, _, 
(se escribirá b,. b,=...=bj. b,_,=0 para ¡= n, y se utilizará el ejercicio pre- 
cedente). 

9. Deducir del ejercicio anterior que dada una base cualquiera (a;) del espacio euclí- 
deo E, de dimensión n, existe una base ortonormal única (c;) de E, tal que para todo entero 
k de [1, n]: 

a) El subespacio engendrado por aj, ..., a, sea idéntico al subespacio engendrado 
POr Cir e.» Cpo 

b) a, .c,>0. 

Este procedimiento se le conoce con el nombre de ortonormalización de Schmitt. 

10. Si E es un espacio euclídeo orientado, de dimensión n, F es un hiperplano de E, 
y (4, 4), ..., 4, 1) una base ortonormal de F. Demostrar que existe una única base orto- 
normal directa de E de la forma (a,, a), ..., 4, ¡» ,). (Observar que dim F! =1.) 

11. Si (x)(1<¡<m), m<n es una familia de vectores ortogonales, dos a dos, de 
un espacio vectorial de dimensión n. Demostrar que (teorema de PITÁGORAS) 


lx +. + Xi 1P= 11%, 1? +... + 11 %óm 11. 
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232. Complexificación de un espacio vectorial sobre R. Aplicaciones 


a) Complexificado de un espacio vectorial sobre R 


Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre R y (aj) una base de E, 
se tiene 


E=Ra O... O Ra, 


consideremos el espacio vectorial E” sobre C, que tiene igualmente por base 
(a) (1 <i<m), se tendrá 


E'=C4, 0... O Cá,. 


Si se toma otra base (b;j) en E, está claro que E” =Cb, O... O Cb, es 
idéntico a E” cuando las b, son combinaciones lineales con coeficientes reales 
“de” las a, y recíprocamente. El espacio E', espacio vectorial de dimensión n 
sobre C, asociado así a E, espacio vectorial de dimensión n sobre R, se llama 
“complexificado” de E, y se tiene 


EcE', E' 4 E. 


EJERCICIO 
1. Demostrar que E” se puede considerar como un espacio vectorial sobre R, y que 
es entonces de dimensión 2n. (Se demostrará que (a,, ..., 4,» ¡a,, ..., ¡a,) es una base de E”, 


espacio vectorial sobre R.) Deducir de lo anterior que E es un subespacio de E”, espacio 
vectorial sobre R. 


Si se supone E euclídeo, es decir, provisto de una forma bilineal simétrica 
no degenerada positiva fo 


fo: EXE>R 


se tendrá, cuando (a) es una base ortonormal relativamente a fo 
wm [Vu ye] =D Y 
ial 


Se puede entonces dar a E' la forma bilineal f; 
fi: EXE =>C 


definida en la base (a) (base ortonormal de E respecto a fo) por 


n 


m [VG DEE] 19 =D vv 
i=l 


con x= > ra, y= Ava, pero en este último caso xl, ..., Xx", Y, .., Y” 


i=1 i=1 
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son complejos. La fórmula (1') demuestra que f¿ es una forma bilineal simé- 
trica no degenerada sobre E” y que (a) considerada como base de E' es orto- 
normal respecto a f;. Pero en este caso 


fio )= > (uy 


es un número complejo que puede ser nulo x % 0 (ver 225, ej. 3), hay en E” 
vectores isótropos no nulos. No se puede asociar norma a fi, y f¿ no es un 
producto escalar. 


b) Endomorfismos asociados en E y en el complexificado E” de E 


Cuando u es un endomorfismo de E se le puede asociar un endomorfismo u” 
de E”, definido por 
M[v, (a)] = M[u, (a)] = A 


las fórmulas de cambio de bases en E demuestran que la definición de u' es 
independiente de la base (a) común a E y E' escogida. Diremos que u' endo- 
morfismo de E" está asociado al endomorfismo u de E. Los valores propios 
de u (en C) son los mismos que los de vw”, que son los de la matriz real A. 
En particular si se supone u ortogonal (resp. simétrico) respecto a fo, u” será 
ortogonal (resp. simétrico) relativamente a fí, puesto que las matrices de u y 
u', en una base (a) ortonormal relativamente a f, y f;, al ser las mismas, son 
al mismo tiempo ortogonales o simétricas. 
Estudiemos los endomorfismos ortogonales de E” se tendrá 


Q) [Vs YeE?] filo, WM] = fi Y) 


sea % un valor propio de u' (por tanto de A y de u en C) y x un vector pro- 
pio asociado no nulo, se tendrá 


fix, Ax) = Mii x) = filo, x) 


si h es real, x pertenece a E y.al ser no nulo filx, x)= fx, x) 0, luego 
M= 1: los únicos valores propios reales de un operador ortogonal de un es- 
pacio euclídeo. son, por tanto, +1 (ver 8 228, ej. 3). 

Si ) no es real, se tendrá 1? 1 los vectores propios asociados no nulos 
no pertenecen a E, la relación anterior demuestra que fi(x, x) = 0, en conse- 
cuencia: 

Si u es un operador ortogonal del espacio euclídeo E, los vectores propios 
de u', asociado a u, relativos a los valores propios no reales de u' (es decir, no 
reales de u) son vectores isótropos del complexificado E* de E. 


EJERCICIOS 


2. Demostrar que todo valor propio de u”, operador de E”, asociado a u, operador 
ortogonal del espacio euclídeo E, no real, es de módulo 1 (aplicar la fórmula (2) 


" 
xa, 0 asociado ad» ya y=%= A) sa asociado a 2). 
il 


(En el ejercicio 2 del $ 239 hay otra demostración más elegante.) 
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3. Demostrar que si E es un espacio euclídeo de dimensión impar, toda rotación de E 
tiene un número impar de valores propios iguales a +1, por lo tanto, al menos una. 
(Observar que el producto de los valores propios de u en C es det u= 1, ver $ 218, b) 
y $ 209.) 

4. Demostrar que toda matriz de permutación (ver capítulo 8, ej. 204) es ortogonal. 
¿Qué ocurre con las matrices correspondientes a una permutación par? 

Vamos ahora en parte gracias al complexificado del espacio euclídeo E, a estudiar 
los endomorfismos simétricos E. 


233. Diagonalización de un operador simétrico real 


Sea u un operador simétrico del espacio euclídeo E de dimensión n sobre 
R, A su matriz respecto a una base ortonormal de E, nos proponemos demos- 
trar que A, por tanto u, tienen todos sus valores propios reales y que son 
siempre diagonalizables. 


a) Propiedades de los valores y de los vectores propios de un operador 
simétrico real 


Sea E' el complexificado de E y u' el operador de E' asociado al operador 
simétrico u de E con las notaciones del párrafo precedente, tendremos 


[VW YyeE?] filo, y] =filx (1. 


Sea ) un valor propio de u” (por tanto de u y de A) en C. Si ) es com- 
plejo, u' admite el valor propio A, sea x y x dos vectores propios, no nulos, 
asociados, respectivamente, a A y A y teniendo sus coordenadas dos a dos, con- 
jugadas en una base (a/) ortonormal relativamente a f, y f;. La relación an- 


terior nos da 
fiQx, 2) = fix, 1x) 
de donde 


Q—Díls D=0—DD 
á 


” 
x + 0 implicando >: xi? 0,2 =1 por tanto es real. 
i=1 

La demostración anterior es pesada (recurre al complexificado de E); daremos en el 
$ 240, c una demostración idéntica a esta, pero más elegante, utilizando el producto her- 
mitiano 

Los n valores propios de un operador simétrico de E espacio vectorial de 
dimensión n al ser reales, a partir de ahora no tendremos más necesidad del 
complexificado E” de E. . 

Sea x un vector propio no nulo de u, asociado a A, tenemos 


x.y=0>x-4(y) =4u() -y=A-y=0 
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por tanto si y es ortogonal a x vector propio no nulo de u, también lo es de 
u(y), dicho de otra manera el subespacio ortogonal a un vector propio no nulo 
de u es estable por u. 

Sea finalmente dos vectores propios de u, x, y xz asociados, respectivamente, 
a du y 2. supuestos distintos, tendremos 


U(xi) - x2= X1 + Ul(xz) 
es decir, 
dul > 12) = dal + 12) > Qu — Ja + 2) = 0 


por tanto x, y xz son ortogonales, de lo anterior resulta que los subespacios 
propios V(u) y VO.) (ver $ 217) son ortogonales. Resumamos estas propie- 
dades: 


TEOREMA 17.—Si u es un endomorfismo simétrico del espacio euclídeo E de dimen- 
sión n; 

1. Los n valores propios de u, son reales. 

2. El subespacio ortogonal a todo vector propio no nulo de u, es estable por u. 

3. Los subespacios propios asociados a dos valores propios distintos, son ortogonales. 


b) Diagonalización de un endomorfismo simétrico real 


Nos proponemos demostrar que todo endomorfismo simétrico u de un es- 
pacio euclídeo de dimensión n es diagonalizable; de un modo más preciso 
vamos a demostrar que existen bases ortonormales de E, formadas de vec- 
tores propios de u. Vamos a utilizar el mismo método que en el $ 220 (reduc- 
ción a la forma triangular de una matriz cuadrada compleja). Pero aquí la 
estabilidad por u del subespacio ortogonal a un vector propio de u simplifi- 
cará el resultado. 

Sea u un endomorfismo simétrico de E, y A su matriz respecto a una base 
ortonormal (a) de E. 

Si n= 1, u tiene un solo valor propio A, le corresponde x z* 0, vector pro- 


A x , 5 
io, b=—— constituye una base de E, b es un vector propio, y, además, 
pu ] Y 


lll 
1bI]=1 
Sea n> 1, supongamos que para todo endomorfismo simétrico de un espa- 
pacio vectorial euclídeo de dimensión n—1 existe una base ortonormal de 
vectores propios (hipótesis de recurrencia), u endomorfismo simétrico de E 
de dimensión n tiene 1 valores propios reales. A una de ellas ), se puede aso- 
ciar un vector propio b,, tal que || b, || =1. Consideremos el ortogonal F* de 
F=Rb, EF no es isótropo puesto que en E euclídeo el único vector isótropo 
es 0, por tanto 
E=FOF.:. 


La restricción de la forma fundamental f) de E a F* es siempre no dege- 
nerada positiva, existen por tanto bases de F* ortonormales; para cada una 
de ellas (b%, ..., b') es claro que (b,, b;, ..., bf) es una base ortonormal de E, 
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pues F! es estable por u. El bloque C' (matriz cuadrada de orden 1—1) es 
M[w, (56) Q<i<m), al ser u' el endomorfismo inducido por u en F*. u” 
es simétrico, en efecto 


[Vs yeF!]  U4()-y=u4)-y=x - Uy) =x - UY). 
Por otra parte si x es un vector propio de u' existe 1” real, tal que 
U(x) = Vx => ul(x) = u(x) = Nx 


por tanto los vectores propios de u' son los vectores propios de u. Aplicando 
la hipótesis de recurrencia a u” vemos que existe para F* una base ortonor- 
mal (b,, ..., b,) de vectores propios de u” por tanto de u y en consecuencia 
(b,, by, ..., bs) es una base ortonormal de E formada de vectores propios de 11. 
La propiedad al ser cierta para n= 1, también es cierta para todo n: 


TEOREMA 18.—Si u es un endomorfismo simétrico de E, espacio euclídeo de dimen- 
sión n, existen bases ortonormales de E formadas por vectores propios de u. 


Sea B la matriz de u en la base (b,) (1 < i < n), es diagonal y los elemen- 
tos diagonales son los valores propios Ap ..., An de u, asosiados, respectiva- 
mente, a los elementos de la base (b;, ..., b,). Las dos bases (a) y (b;) al ser 
ortonormales, la matriz de paso P es ortogonal (ver $ 228, a), por tanto: 


CoroLarIo 1.— Para toda matriz simétrica real A, de orden n, existe una matriz P 
ortogonal real, de orden n, tal que la matriz B = P-1AP sea diagonal. 
c) Reducción de las formas cuadráticas reales 


Sea finalmente una forma bilineal simétrica cualquiera f sobre E, espacio 
euclídeo de dimensión n; hemos visto al final del $ 231 que se le puede aso- 
ciar de manera biyectiva un endomorfismo simétrico u de E, tal que 


[V (xs, y) € E?] f(x, y) = u(x) - y = (AX)Y = 'XAY 


Si A es la matriz asociada a f, o a u, en una base ortonormal cualquiera. 
En una base ortonormal formada de vectores propios asociados, respectiva- 
mente, a los valores propios %;, ..., An de A, se tendrá: 


(ay =D 0 = 1 0= DAA 
i=l 
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Naturalmente si rg (f) =r, cambiando si fuera preciso la numeración de 
la base, se tendrá 


(a 9= Dx 200 =1 9= Mer 
i=l i=1 


donde los A(1 << r) son no nulos. 

La operación anterior se llama la “reducción de las formas cuadráticas” en 
una base ortonormal (respecto a la forma fundamental f, de E). 

La base (b;) considerada anteriormente es por tanto ortonormal relativa- 
mente a la forma fundamental f) y ortogonal relativamente a la forma f, de 
donde: 


CoroLarIo 2.—Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre R, f, una forma 
bilineal simétrica no degenerada positiva sobre E, y f una forma bilineal simétrica cual- 
quiera sobre E, existen bases de E ortonormales relativamente a f, y ortogonales relativa- 
mente a f. 


EJERCICIOS 
1. Designemos por A, ..., A, los m(m < n) valores propios distintos dos a dos de u 
endomorfismo simétrico de E y por V(»;), ..., V(A,y) los subespacios propios asociados. De- 


mostrar el teorema 18, demostrando que 
E=V0NO..O VA). 


2. En E=R referido a su base canónica se considera la forma bilineal asociada a 
la forma cuadrática definida por 
q(x) = — [12 + (29 + (39) + 2[0 + dl 4 x1x2] 
demostrar que existe una base ortonormal de E, tal que 
q) = (41? —2[(47P + (18] 
(ver $ 219, ejercicio 3). 


234. Producto mixto y producto vectorial en el espacio euclídeo orientado 
de dimensión 3 


En todo este párrafo E designa el espacio vectorial euclídeo orientado de 
dimensión 3. 


a) Producto mixto 


Si (aj) es una base cualquiera del espacio vectorial E, existe una forma 
bilineal alternada única que toma el valor 1 para (a,, a, as) (ver $ 167, a), ésta 
es la aplicación 

(Kio Xy 1x5) => det (o (Xp Xp 3) 


esta aplicación de EXEXE en R no cs intrínseca: depende de la base (a) 
escogida. Pero supongamos que (a;) y (a!) sean bases ortonormales directas. 
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Si xi x2 x son tres vectores cualesquiera de E, consideremos los tres endo- 
morfismos de E, u, f, f', definidos de la manera siguiente (u es un automor- 
fismo) 

(=1,23  u)=a,  faj=x, fa)=x, 
tenemos 

f =fou= det f' = (det f) (det u) 

ahora bien, 

det f = det,,, (Xp Xp Xx, det f' = det, (Xy, Xy x3) 


y det u = 1, pues u es un endomorfismo ortogonal con determinante positivo 
(ver 8 231, c), de donde: 


TEOREMA Y DEFINICIÓN. — La aplicación de Ex EXE en R definida por 


(1) (E, A > det, (Ep, Xy 1) 


es independiente de la base ortonormal directa (a) se le llama producto mixto. 


Por abuso de lenguaje se llama producto mixto igualmente el número real 
det, (Xy Xp x) y se le representa (xi xp xs), el contexto indica si se trata 
de un elemento de Ex E X E o del número real det, (x; xp x,). Las propie- 
dades del producto mixto siguen las propiedades de los determinantes: 

1. El producto mixto es lineal respecto a cada vector, es alternado por 
tanto antisimétrico (la característica de R es 0), por tanto 


(Xy Xa Xx) = (a X M1) = (Xy Xp X2) 
= —(Xp Xp M3) = —(Xp Xp X2) = — (Xy X2 X1) 


pues una permutación circular que opera sobre un conjunto con tres elemen- 
tos es par. 
2. (xp xo xs) 0 si y solamente si la familia (x;) es libre. 
En particular (xj x» x) >0 si y solamente si (x,) es una base directa del 
espacio vectorial E. 
3. Finalmente en toda base ortonormal directa (a) 
40] 
(1 Xa Xx) = % x A 


1 23 


si xj es la coordenada de x, sobre a . 


b) Producto vectorial 


Si x, y x» son dos vectores cualesquiera de E, consideremos la aplicación 
de en R, definida por 
Y > (Xy Xa Y) ER 
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es una forma lineal sobre E, es decir, un elemento z* de E*, por tanto 
Ca, xa Y) = 24) = (Y, 2*) 
si se ha identificado E y E* por el isomorfismo canónico y (asociado a la 
forma fundamental f) de E) tendremos poniendo z*=z€E 
(Xu xa Y) =(Y, 2%) =ÍdY, 2) =Y :2=2 +Y. 

TEOREMA Y DEFINICIÓN. — En E espacio vectorial euclídeo orientado de dimensión 3, 
para todo par (x,, x,) de vectores E existe un vector único z, tal que 

(2) (VvysE) (Xp Xx2Y=2.yY=Y-+2 


este vector se llama producto vectorial de x, y x, y se representa x, A Xy. 


Se tiene, por tanto 
(1 Xa x= (001 A xD) + xs 
que es el origen de la expresión “producto mixto”: es el producto escalar de 
un producto vectorial y de un vector. 
Las propiedades del producto vectorial proceden de la relación (2). 


l. Si x, y xz son dependientes (x, x» Y) = (x1 A x2) - Y =0 para todo y 
por tanto xy Ax2=0. Si xy A x2=0 para todo y, (xi x» Y) =0. En conse- 
cuencia si x, y x» son independientes, existe y, tal que (x1, x» Y) 40 y x1 A x20. 
De donde: x, A x2=0 si y sólo si x, y x, son dependientes. En particular 
para todo x, x A x=0. 

2. La aplicación EXE en E (de hecho en E*) definida por (x1, x)>x1 Ax: 
es bilineal; en efecto, 


(a + xl Xp Y) = (Xp Xy Y) + (xj Xp Y) 
puede escribirse 
[AFA Y RAR YA RARA) Y 
=[(4, Ax) + (A xD] Y 
y esto para todo y de donde cualesquiera que sean x,, Xp xi 
(+A AR (a Ax) (A xp). 
Se demostrará igualmente 
1 A+ =(4 Ax) + (Ax) 
(ax) A x= x1 A (xa) = M0 A 2). 


Hemos visto más arriba que x A x=0, la aplicación (1 Xx) >x1 A x2 es, 
pues, bilineal alternada; por tanto, antisimétrica, pues 


0=(4+x) A (0+x0= (0 A 0) + (a A) + (e Ax) + Ga A 2) 
implica 
Xx Ax =—(ba A xo). 
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3. x1 Ax, es ortogonal a x; y x2 pues 
(a A xp) x= (km X= 0, (21 A x2) + 2 = (Xi xa x2) = 0. 


4. Si x, y xz son independientes los tres vectores (en este orden) xy, xa 1 A X2 
describen una base directa de E; en efecto, 


(4 Xa 1 A x= (0 A) + (0 A) = lx A 2 1P>0. 


En particular si (aj) es una base ortonormal directa: a, A 4,= M;, (AER), 
pues a, A a, es ortogonal a a, y a a,; por otra parte 


1 = (4, a, a) =(a, Aa) -a=2A la |p=2 
por tanto 
a A 4,=4; 
se demostrará igualmente 
4 A 4=A; 4 A 4 = 4, 
5. Sea (aj) una base ortonormal directa de E y dos vectores 
X= XjQ, + xJ0, + xl) x= 00, + 130, + 10d, 
las propiedades precedentes demuestran 
xx Ax = (40 — 00, + (ex) — 100, + (xj — xa, 


las coordenadas del producto vectorial x, A x, en la base (a;), son por tanto 
los adjuntos de Y!, 4?, y, en el determinante 


ay] 
| 
Y 


LR 
me 


OBSERVACION 


Si se cambia la orientación del espacio, el producto mixto y el producto vectorial se 
cambian por sus opuestos. 


EJERCICIOS 
1. Si y y z son independientes, demostrar que existe A y L únicos, tales que 
YJAGAZD=W +pz 
Q=y.zu=-—y). 
2. Demostrar la fórmula del «doble producto vectorial» 
xXAGAz=(x . 2dy—(x . y)z 


(escribir x= «ay + Bz + y(y A z) cuando y y z son independientes, y aplicar el ejercicio 
anterior). 

3. Demostrar la fórmula del doble producto vectorial utilizando las coordenadas de 
los vectores. 
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4. Sia y b son dos vectores ortogonales (a » 0). Demostrar que las soluciones de la 
ecuación 
aAx=b 


son de la forma x=x,+>2%a4 (. número real cualquiera). Demostrar que existe x único, 
tal que a . x= 0. (Comparar este ejercicio con el ejercicio 2 del $ 177). 


235. Angulos de dos vectores en el espacio euclídeo orientado de dimensión 
203 


Representaremos por E, (resp. Ex) el espacio euclídeo orientado de dimen- 
sión 2 (resp. 3). Representamos los vectores por las letras latinas con una fle- 


cha encima. Recordemos que (ver $ 231, ej. 10) dado ps unitario, existe e Ez 
una sola base a, 5) ortonormal directa y que dada una base ortonormal (a, 5 


EEES 


de un plano F de E, existe una sola base (a, b, c) ortonormal directa de Ej. 


a) Isomorfismo entre los grupos O*(2, R) y U 


Busquemos las matrices reales ortogonales de determinante +1. Las re- 
laciones 


a Y 
= , CAA=BP, = 
A ls 5 ) det A=+1 


implican 
a+p=1, ay + B8=0, Yy+858=1l, ab—fPy=1 


donde «a, f no son nulos simultáneamente, la segunda ecuación da 


la cuarta ecuación da A = 1, de donde y =—f, 8=au y la tercera ecuación 
se verifica si y solamente si la primera también se verifica, por tanto 


a= (5 =p) con  «aA+f=1 


pues si u=a +188U (ver 8 116) se puede definir la aplicación u>A que 
es claramente biyectiva. Por otra parte 


de donde: 
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Lema 1.—La aplicación del grupo multiplicativo U de los números complejos de mó: 
dulo 1 en el grupo de las matrices de tipo (2,2) reales ortogonales de determinante + 1 


definido por 
E 
cele) 
es un isomorfismo de grupos. 


El grupo de las matrices (2, 2) reales ortogonales de determinante 1 es por 
tanto conmutativo. 


Sea r una rotación de E,, es decir, un elemento de O+*(2, R). En una base 
ortonormal directa tiene asociada una matriz del tipo anterior, Sean (a, 5 y 


12% 5) dos bases ortonormales directas, tenemos 
MIr, (4, )] =P-1M[r, (a, B)]P =M[r, (a, D)] 


pues si P es la matriz de paso de la primera base a la segunda, las cuatro 
matrices consideradas en la igualdad anterior son ortogonales de determinante 
+1, de donde 


Lema 2.— La aplicación f, del grupo U en el grupo O+*(2, R) de las rotaciones de E, 
definido por 


> >» >» 
u=0+ ¡8eU r= fu) r(a) = ua + Bb 


>> 
es independiente de la base ortonormal directa (a, b) escogida, f, es un isomorfismo de 
grupos. 


Se observará que la relación 1d) =02 + Bb es suficiente para definir 
pues la forma de la matriz A = M(r) demuestra que 
(b) =—8a + ab. 


> >» 
Así ro = idg está asociada a u= 1, r, definida por r,(a) =b está asociada 
a i de donde 
r,=r or, = (1? = — ide, r,=r,0r,= (r? = ¡dy 


b) Angulos de dos vectores unitarios de Ez 


>» 
Sea (u, u») un par de vectores unitarios de E,, según una observación 


>> 
hecha anteriormente, existe una base ortonormal directa única (u,, v,), en esta 
base existe una pareja única de reales tales que 


> + 
4 = qu + Bo, 
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. 77 o. Sa ES 77 

existe por tanto una rotación única de E, tal que r(u,) = uz es la rotación de- 
> > > 

finida por r(u¡)=au, + fo, es decir, la rotación asociada a u=a +1A(]u|=1). 


>> 
Lema 3.—Si (u, uz) son un par de vectores unitarios de E existe una rotación única 


2 
de Ez, tal que r(u) = uz 


Sea Y el conjunto de los vectores unitarios de Ez, consideremos la rota- 
ción KR definida en % x UL por 


0) [3re0*(Q. BR) r(u)=u,  ru)=%u 
esta relación es evidentemente reflexiva y simétrica; es transitiva pues (1) y 
> > > >» 
00) [3SEO2, RI] sp) =4,  s(u)=43 
implican, según el lema 3, s=r en consecuencia 
> ER >» > 
[3re0*Q,R)]]  r(u)=u,  r(u)=u; 
$ es por tanto una equivalencia lo que nos permite establecer la definición 


DerINICIÓN. — En el plano euclídeo orientado se llama ángulo de dos vectores unitarios 


>> > 
u, U, y se representa (Z >) toda clase de equivalencia determinada en U x A por la 
relación R. El conjunto de los ángulos (U x U)/R se representará 4. 


Por tanto a toda rotación r está asociado de manera biyectiva un ángulo 
PS 
0, definido por 


HE 

2 Á Í> 

r(u;) = 4, 0=1u, 

donde el vector a es arbitrario; designemos por f, esta aplicación 
f.: 0*(2, R)> 4 


al ser f, biyectivo podemos transportar a El la estructura de grupo abeliano de 
0+(2, R) (V. 3 55); al expresar aditivamente la ley así definida en A tendremos 


ÍAr) + f4r) = f4ror). 
LL (- -) 
Sea Í= 4, 4) =fAr) y (y =lu, 4 /= qna una observación he- 


a A > 
cha anteriormente existe uz único, tal que 0' = LE 2) se tendrá por tanto 
3> 


ALE 
Ed %/+104)/=14, u 
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pues ror'=r0r y 


(Mor (4) =r[r(4)] =7 (1) =%, 


de lo anterior resulta 


hice ( 
(u, u) =0, Uy Uy Uy la 


se escribirá 0 en lugar de 0 es el ángulo nulo. 
El diagrama 


E 


fi f 
U>0*(, R)>4 


demuestra que f,of, es un isomorfismo del grupo (multiplicativo) U sobre el 
grupo (aditivo) dl. 


Así 0 es el ángulo nulo asociado a u= 1, 
(23) 

sl 3> 

0) = fr) =1 4, b 


es el ángulo recto (a, b forman una base ortonormal directa), está asociado 
au=1, 


AA (- A ) 
0, = 20, = fr) =l a, —a 
es el ángulo llano, está asociado a — 1. Finalmente 
ra = (1)? =id¿= 4%, =20, =0 
El isomorfismo u=a + g>Í permite definir las funciones trigonomé- 
tricas 
A A A 
8>a=c0s 8,  06>f8= sen O. 
Se ve inmediatamente que 
(cos BY + (sen t=1 
cos Ú + 9) = cos Ú cos Y —sen Ú sen Y 
A A A A A A 
sen (8 + 0') = sen Ú cos Y + sen 0” cos O 


gracias al isomorfismo f,of, y a las propiedades del grupo U se podrá encon- 
trar de nuevo todas las fórmulas de la trigonometría. Pero observemos que 
las funciones “coseno” y “seno” que acabamos de definir son unas aplicacio- 
nes de £l en R (de un modo más preciso sobre [— 1, + 11) y no aplicaciones 
de R en R, vamos a definir las funciones trigonométricas que el lector conoce 
(funciones reales de variable real) gracias a lo que se llama la medida de los 
ángulos. 
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OBSERVACION 
Si se cambia la orientación de E,, un ángulo se cambia por su opuesto: sólo el 
ángulo nulo y el llano son independientes de la orientación escogida en Ej. 


c) Medida de los ángulos 


Medir una magnitud X es asociarle de manera biunívoca un número real x 
donde la aplicación X => x posee ciertas propiedades; en particular si el con- 
junto € de magnitudes X está provisto de una adición (X, Y) >X + Y, y 
posee un elemento neutro O para esta adición, x + y deberá ser la medida 
de X + Y y 0 la medida O. Si esto fuera posible para los ángulos, designando 

ES 
por O la medida del ángulo 0, se tendrá en particular 4, =0 lo que implicaría 
A 
0, =0: el ángulo recto no nulo 0,, ¡tendría una medida nula! 

Procedamos en el otro sentido: supongamos que exista un homomorfismo 

fo del grupo aditivo R sobre el grupo multiplicativo U, el diagrama 


f h f 
R5U>0*(2, R)> 4 


demuestra que f = f,o f, o f, será un homomorfismo suprayectivo de R sobre dl. 
Ahora bien, un tal homomorfismo fy existe “admitiremos” los siguientes 


resultados : 
La aplicación R en U definida por 


Io et= > (0) 
Pre n! 
es suprayectiva. 


El conjunto de las raíces estrictamente positivas de la ecuación 
eb=1 


tiene un elemento mínimo, se le representa por 27. 
Se demostrará, en efecto, en Análisis que la serie entera de término general 


z"/n! es convergente en todo el plano y que si e* designa la suma 
elgl = guto 
se tiene, por tanto, 
dER>efef=e?.e-i=]1=>]|et|=1 


en consecuencia f. es un homomorfismo del grupo aditivo R en el grupo U. 
Admitiremos que es suproyectivo. El núcleo de fo, o sea, f(1) es un subgrupo 
de R, hemos admitido que existía un elemento mínimo estrictamente positivo 
27 según los resultados del ejercicio 120 (fin del capítulo 5) 


f0) 272. 
Resulta de lo que hemos demostrado y admitido que f=frofiofo es un 
homomorfismo suprayectivo del grupo aditivo R sobre el grupo aditivo de los 


ángulos A y que su núcleo es 
f-0) = 212; 
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resulta finalmente que 
o: R/27Z>4 


es un isomorfismo del grupo aditivo de los números reales módulo 2m (V. 8 75, 
ej. 2) sobre el grupo 4. 


Por definición O) = 0 es la medida del ángulo 3; por abuso de lenguaje 
diremos que un número real cualquiera O representante de una clase Ó de nú- 
meros reales módulo 21. es una medida del ángulo 3 si 0) es una de ella se tiene 

0 =0 (mod 2) >0=0+2kx  (keZ). 
Así 1/2 es una medida del ángulo recto 3 y tw una medida del ángulo 


A 
llano 0). 
La medida perteneciente a [0, 2x[ es llamada algunas veces medida prin- 
cipal de 0. 
A 
Si representamos por $ una medida del ángulo 0 asociada a u= a +18 
(| u| = 1) definiremos las aplicaciones de R en R (o mejor sobre [—1, + 1]) 
por 
d>a=c0s 0,  0>fsen 0 


resulta de su definición que estas dos funciones son 27 — periódicas. Su defi- 
nición y el homomorfismo f permiten demostrar todas las fórmulas de trigono- 
metría. 


EJERCICIO 


2mx 
1. Demostrar que a cuando es un número real no nulo, f, definido por f,(x) = f (3) 


es un homomorfismo suprayectivo de R sobre dl, todo número real x tal que f,(x) =0 es 


A 
una medida de 0 respecto a la base a. Se puede definir las funciones cos, y sen, corres- 


pondientes. Demostrar que 
Ln 


Cos, XxX + ¡sen x=e 0. 


El ángulo de medida 1 respecto a la base a se llama el ángulo unidad relativo a la 
base a. Los ángulos unidades relativos a las bases 21, 360, 400 se llaman respectivamente 
el radián, el grado sexagesimal y el grado centesimal. 

d) Angulos de dos vectores no nulos o de dos semirrectas de E, 


+ > 
Dados dos vectores no nulos x y x” de un espacio vectorial E sobre R la 
relación 


GER")  Y=hdx 


es evidentemente una relación de equivalencia. Se llama semirrecta abierta (pa- 
sando por 0) dz E toda clase de equivalencia en esta relación. 
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Si E es euclídeo, toda semirrecta abierta (pasando por 0) está asociada de 


manera biyectiva a un vector unitario único Z: Si ES es un elemento de la 
semirrecta abierta D, se tiene 


> 

.- 

u=— 
1121 


IS, 
Por “definición” llamaremos ángulo (D,, D,) de dos semirrectas abiertas 


ESA > 9 
o ángulo Vu, u) de un vector x, de D, y de un vector x, de D, el ángulo 
LZ Sl 
Xw x2) de los dos vectores unitarios respectivamente asociados a D, y a D,. 


200 0 (2) el 
> - lo 
Las medidas de (D,, D;) o 1x,, x,/serán las de lu, uz 


e) Angulo de dos vectores no nulos de E, 


>» >» 

Si x, y xz son independientes engendran un plano F pasando por 0 (V. 8 137, 
b, observación) la estructura del espacio euclídeo de E, induce sobre F una 
estructura de espacio euclídeo de dimensión 2, pero la orientación de F es 
independiente de la de Ej. 


Aunque si 6 >) tiene por valor O para una orientación de F este 
ángulo tendrá por valor —0 para la otra orientación, si O es una de las me- 
didas de este ángulo sólo cos O está definido. 2) 

es el 


> 
Si e y Es no nulos son colineales, es decir, si %= Ao (Z X 
ángulo mulo si ¡A>0 y es el ángulo llano si A<0: para todo plano F con- 


teniendo ES y % estos son los dos únicos ángulos independientes de la orien- 
tación de F; sus medidas son, respectivamente, 0 y m. 
Volvamos al caso general, existe al menos una base ortonormal directa 


(a, B, c) de E, tal que 
> >.» 
x= | xi [la 
y tal que (a, b) sea una base ortonormal de F, existe un par de escalares 
únicos tales que 
> Re 
x2 = | x2 |] (aa + Bb) 


si Q es una medida del ángulo (Z >) se tendrá 


a =cos Q B = sen 0 si a B) es una base directa de F 
=c0s Q B = —sen 8 ” inversa ES 
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En los dos casos 
>> > > 
(1) xi + x2= || x1 11 1] x2 1] cos 0 
> > 
observemos que esta fórmula es válida si x= Ax; 
> 
Por otro lado, si e es igual a + 10 —1 según que la base (a, b) de F sea 
directa o inversa para la orientación escogida en F 


10) YA = 111112 /e sen 00 


> > > >» 
fórmula también válida cuando x,= Ax, pues en este caso xi Ax» =0 y 
sen 0=0, 


EJERCICIOS 
2. Si E, esta orientado, demostrar que el escoger una orientación en un plano F 
> 
(pasando por 0) de E, es equivalente a la elección de un vector unitario n en F!. 
3. Demostrar que 
>> >» >» >». > 
(A lx A 1 = 1 1171] 11 


introduciendo las coordenadas de dos vectores en una base ortonormal de E, se obtiene 
una relación llamada identidad de LAGRANGE. 


4. Sea r una rotación de E,, demostrar que sus valores propios son (con p no con- 
gruente con 0 mod. 1) 


1,1,1 o 1, —1,—1 o 1, elo, e-io, 
> 
Deducir de lo anterior que existe siempre un vector unitario c invariante por r. 
Interpretar geométricamente el segundo caso. 
E 
En el último caso demostrar que el subespacio ortogonal a c es estable por r y que, 
>> >>> 
si se le expresa en una base ortonormal (a, b) tal que (a, b, c) sea directa, en esta base 


cos p —senq 0 
M(r)=| seno  cosp 0 J=A. 
0 0 1 


Si el polinomio característico de r es 
PAX) =p AX) = (X= 1) 00—24X + 1) 
demostrar que cos y =p. 
> > >» >» . 
Si y es un vector no nulo colineal con c y r(v) = v”, demostrar que sen y tiene el 
>>> 
signo del producto mixto (v, v”, c): 9 así determinado es la medida del ángulo de la 


> 
«rotación r alrededor de c» (V. $ 232 ej. 3). 
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V. Formas hermitianas. Espacio hermitiano de dimensión n 
236. Definiciones diversas 


a) Introducción 


Hemos visto que sobre E = C" espacio vectorial de dimensión n sobre C 
la forma bilineal simétrica definida por 


(x, y) E xy 
i=l 


es no degenerada sobre E pero que hay en E vectores isótropos no nulos 


"” 


(8 225, ej. 3); dicho de otra manera (xi? = 0 se puede verificar para x 0, 
i=1 


Consideremos ahora la aplicación f de E? en C definida por 


(9/0 =D 19 


i=1 


fx, 8 = Yi» P>0 
q 1-0 


f(x )=0=>x=0 


tendremos 


y 


pero f no es ya una aplicación bilineal de E Xx E en C, tenemos en efecto 
cualquiera que sean x, x”, y, YY de E y 1h de C 

(0) (+ Y = fe NA NY Ox Y =MO y) 

(1 [o YH YO = fl Y + fs Y) 9) = MO y). 


Este estudio nos induce las definiciones siguientes: 


b) Aplicaciones y formas semilineales 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre C se llama “aplicación semi- 
lineal” de E en F toda aplicación u de E en E verificando para todo x y todo 
x' de E y todo ) de C 


U(x + x) =u(x) + 4Ux),  Qx)= ul). 
Si F=C se dice que u es una “forma semilineal” definida sobre E. 


Sea E un espacio vectorial sobre C, podemos considerar el conjunto so- 
porte del espacio vectorial E (V. $ 68, b), le designaremos con el término 
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“conjunto E” para simplificar la escritura: podemos proporcionar a este con- 
junto E la misma suma que en el espacio vectorial E y de la operación externa 
siguiente (con operadores en C, V. $ 65). 


OQ, > Ax. 


Se verificará fácilmente que el conjunto E provisto de esta suma y de 
esta multiplicación externa tiene una estructura de espacio vectorial sobre C, 
lo designaremos por E; los dos conjuntos E y E son los mismos, los dos 
grupos aditivos E y E son igualmente los mismos, pero los dos espacios vec- 
toriales E y E son distintos. Está claro que las propiedades del automorfismo 
de C definida por 1A>1 (V. 8 115) 


Q+py=1+4  (M)=hLn 0)=1 
1=0>21=0 

implican las propiedades siguientes: 

—Una parte A de E es libre (resp. ligada) en el espacio vectorial E si y sola- 
mente si es libre (resp. ligada) en el espacio vectorial E. 

—Una parte A de E engendra el espacio vectorial E si y solamente si en- 
gendra el espacio vectorial E. 

— Toda base del espacio vectorial E es una base del espacio vectorial E y 
recíprocamente. Los espacios vectoriales E y E son simultáneamente de 
dimensión finita y su dimensión es la misma. 

—A es un subespacio vectorial de E si y solamente si A es un subespacio 
vectorial de E. 

— Finalmente se verifica que toda aplicación semilineal u de E en el espacio 
vectorial F es una aplicación lineal de E en el espacio vectorial F. 


Deducimos de estos resultados que las aplicaciones 
u: ESF, u:E>sF 


tienen las mismas propiedades relativamente a la inyectividad y la suprayec- 
tividad. El núcleo de la aplicación semilineal u (de E en F) es por definición 
el núcleo de la aplicación lineal u (de E en PF). La imagen u(E) de la aplica- 
ción semilineal u (de E en F) es la imagen de la aplicación lineal u (de E en 
F); si u(E) es de dimensión finita r diremos que r es el rango de la aplicación 
semilineal u (de E en EF). 

El dual E* del espacio vectorial E es el espacio vectorial de las formas 
lineales definidas sobre E, el dual E* del espacio vectorial E es el espacio 
vectorial de las formas lineales definidas sobre E, es también el espacio vec- 
torial de las formas semilineales definidas sobre el espacio vectorial E. Si E 
es de dimensión finita se tendrá 


dim E = dim E* = dim E". 
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OBSERVACION 


Está clafo que todo lo que acabamos de decir sobre E, espacio vectorial sobre C, 
puede aplicarse a todo espacio vectorial E sobre el cuerpo conmutativo K, este último 
estando provisto de un automorfismo involutivo de K ($ 16, ej. 6), es decir, teniendo 
las mismas propiedades que la aplicación A>1Í de C en C. 


c) Formas sesquilineales 


Si E y F son dos espacios vectoriales sobre C se dice que una aplicación 
f de EXF en C es una “forma sesquilineal” si verifica las relaciones (1) y 
(1): cualesquiera que sean x, x' de E, y e y de F y A de C 
a) (+ Y= fl +1, Y, fx y =M Y) 
(1 [0 y+y)=f(0 Y + Y) 0 W=M Y. 
Dicho de otra forma f es sesquilineal si y solamente si 
f.=f(x, -) es una forma semilineal sobre F 
f,=f(-, y) es una forma lineal sobre E 
donde 
fe E*, f, E*. 
Si E y F son de dimensión finita, referidos respectivamente a las bases (a;) 
(l<i<m) y (9) ( <j<m) poniendo 


m ” 


> xa, y= > yb; fla, b;) = a € C 


i=1 i=1 


obtendremos como en el párrafo 221 
mon 
fx, y = ZA axis. 
i=l j=l 


La matriz A = (a) matriz compleja de m columnas y n filas se le llama 
asociada a la forma sesquilineal f; con las notaciones habituales X = M(x, 
(a,)), Y = M(y, (b;)) tendremos 


f(x, y) = YAX ='"X'AY. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el conjunto de las formas sesquilineales sobre E x F es un espacio 
vectorial sobre C. ¿Cuál es su dimensión si dim E =m, dim F=n? 
2. Demostrar con las notaciones del $ 221 que 


A' ='¡QAP. 
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d) Formas hermitianas 


Supongamos E =F, se puede entonces considerar simultáneamente f(x, y) 
y fu, x); se dice que la forma sesquilineal f definida sobre E X E es “hermi- 
tiara” (V. observación siguiente) si y solamente si 


Wa NeE) fu x=fí%x y). 


A esta relación se le llama algunas veces “simetria hermitiana” que es un 
abuso de lenguaje, ya que esta relación no es una “simetria”, x e- y tienen 
diferentes papeles. 

Se dirá que f es una “forma hermitiana sobre E”. Resulta inmediatamente 
de esta definición que para todo x, f(x, x) es real. Se llamará forma cuadrática 
hermitiana asociada a la forma hermitiana f la aplicación q de E en R defi- 
nida por 

Q) (VxeE) q) =1Í(% x). 


Utilizando esta definición y las propiedades de la forma hermitiana f se 
verifica inmediatamente que 


(2) (Wa yneE) fa y) 


ax + y) —ax—y), qu + iy) — q(x— iy) 
4 sdN 4 


luego si para todo x, q(x) = f(x, x) = g(x, x), con f y g dos formas hermitianas 
sobre E se tiene f= g; resulta de lo anterior igualmente que f=0 es equi- 
valente a q=0. 

Sea (a) (1 <i<m) una base de E supuesta de dimensión n sobre C, la 
matriz A = (a;)) asociada a la forma hermitiana f relativamente a la base (a,) 
es tal que para todo par (i, j) 


aj = fía, a) = fa, aj) 
dicho de otra manera as 

'A=A 
hemos dicho ya (V. $ 154, c) que tal matriz cuadrada con elementos com- 
plejos se llamaba matriz hermitiana. Se vé inmediatamente que f es hermi- 
tiana si y solamente si la matriz asociada en una base cualquiera de E es 
hermitiana. Con las mismas notaciones se tiene 


3) f(x, y) = "YAX 
6%) ae) = f(x, x) ='XAX. 


OBSERVACION SOBRE LA TERMINOLOGIA(” 


La terminología no está aún completamente fijada. Hemos utilizado para «aplicación 
(o forma) semilineal», «forma sesquilineal», «forma hermitiana», los términos que parece 
se imponen añadiéndole el término de «forma cuadrática hermitiana». Tenemos así el 
cuadro de correspondencias siguiente que se comprende fácilmente: 


(*) N. del T. — Estas consideraciones las hacemos extensivas al idioma español. 
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Conjunto 
de definición 


aplicación (forma) lineal aplicación (forma) semilineal 


forma bilineal forma sesquilineal 
forma bilineal simétrica forma hermitiana 
forma cuadrática forma cuadrática hermitiana 


Naturalmente para las aplicaciones de la última columna K= C. Ciertos autores lla- 
man forma hermitiana a lo que nosotros hemos llamado forma cuadrática hermitiana. 
Los físicos dicen en general «hermítica» en lugar de «hermitiana». 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


3. La forma que ha servido de introducción a este párrafo 
" 


E=C" 1x, y > 


i=1 


es hermitiana, su matriz asociada-en la base canónica de Cr es I,. 
4. Siendo E el espacio vectorial de las funciones complejas de variable real continuas 
sobre [a, f], la aplicación de E x E en C definida por 
E. — 
1 y = JS x(0y(0) de 
a 
es una forma hermitiana sobre E. 
5. Demostrar con la ayuda del ejercicio 2 anterior, que si la matriz asociada a una 


forma sesquilineal definida sobre Ex E es hermitiana en una base, lo es en toda base 
de E. 


237. Estudio de las formas hermitianas sobre E, espacio vectorial de dimensión 
finita sobre C 


a) Introducción 


Todo lo que hemos dicho en los $$ 224 hasta el 231 sobre las formas 
bilineales simétricas se aplica con o sin modificación a las formas hermitianas; 
no tenemos intención de entretener al lector con el detalle de todas las de- 
mostraciones: daremos íntegramente sólo aquellas que están bastante modifi- 
cadas por el paso de la “simetría” (sin más) a la “simetría hermitiana”, con- 
tentándonos en dar algunas indicaciones para las que no son modificadas en 
su principio. Sin embargo, aconsejamos vivamente al lector el redactar com- 
pletamente estas demostraciones como ejercicio, para ver mejor los cambios 
efectuados en el paso del caso “bilineal simétrico” al caso “hermitiano”. 

Hagamos primero algunas observaciones. A = 0 siendo equivalente a 1=0 
tenemos 

[y =0>f, ) =fíx y) =0 
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si una de estas relaciones se verifica diremos que x e y de E son ortogonales 
relativamente a f; de ello se deduce inmediatamente la definición de subes- 
pacios ortogonales y de ortogonal F* de un subespacio F de E (relativamente 
a f). De lo anterior se obtiene igualmente la definición de los elementos x 
de E, isótropos (relativaménte a f) por f(x, x) =0, así como la definición de 
un subespacio isótropo F de E: existe x 0 isótropo ortogonal a f todo 
entero. 

Una base (aj) de E será ortogonal relativamente a f si 

irj=>fla, a)=0 
y ortonormal relativamente a f si es ortogonal y si 
(=1 ..,2 fa a=l 

Por otro lado la forma f.= f(x, - ) es semilineal, por el contrario la forma 
f,=f(-, y) es lineal pues f, pertenece a E*, designaremos aquí por p única- 
mente la aplicación de E en E* definida por 


(vysE) eN=f=1(-.y 


vamos a ver que esta aplicación es semilineal. 
Recordemos en fin que en el caso hermitiano f(x, x) es real cualquiera que 
sea x de E. 


b) Núcleo de una forma hermitiana. Forma hermitiana no degenerada 
Se demostrará como en el $ 222 que, cualesquiera que sean y, e y, de E 
AA A CA 
por otra parte, cualesquiera que sean x e y de E y » de Cc 


00) =f( MM) = Mt y) = My (o) 
hy = My > p0w) = holy) 


en consecuencia «p es una aplicación semilineal de E en E*, es pues una apli- 


cación lineal de E en E* (V. $ 236, b). 

El conjunto de los y tales que p(y) = 0, es decir, el núcleo de la aplicación 
lineal p se le llamará también el núcleo de la forma hermitiana f. 

Si Ker q =Ker f=(0), p(y) = 0 implica y = 0, es decir, 


(1 [(WxeE)  [o(W1() =f,6) = f(x, y =0] >y=0. 

La relación f(y, x) =f(x, y) demuestra que la implicación (1) es equiva- 
lente a la implicación (2) 

1) [WyeE)  f(,y=0]>x=0. 

Seguidamente si Ker y = (0), y aplicación lineal de E en E* es inyectiva, 


luego biyectiva puesto que dim E* =dim E=n, y recíprocamente, « biyec- 
tiva implica (1). Se dice en este caso que f es no degenerada sobre E. 


es decir, 
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En fin, sea A = (a;¡) la matriz asociada a la forma hermitiana f, tendremos 


[y = Y ajiyi =0 


i=l j=l 


la relación (1) es equivalente a la siguiente: el sistema lineal cuyas incógnitas 
son ji, ..., y" 


G=1 1 Day=0 
i=1 
sólo tiene la solución trivial ($! =... =5"= 0) para ello es necesario y sufi- 
ciente que det (a) 0, de donde: 


TEOREMA 6'.— Siendo f una forma hermitiana sobre E, espacio vectorial de dimen- 
sión n sobre C y (a) la matriz asociada a f en una base de E, las propiedades siguientes 
son equivalentes 

1* f no es degenerada sobre E. 

2* f(x, y) =0 para todo x de E implica y = 0. 

2* f(x, y) =0 para todo y de E implica x =0. 

4% La aplicación y de E en E* definida por p(y)=f,=K(.., y) es biyectiva. 

5: det (a) > 0. 


En particular si f es no degenerada, la aplicación semilineal y de E en E* 
es biyectiva, cualquiera que sea 1* de E*, existe y único de E, tal que 
I* = p(y) = f,, es decir, existe y único de E, tal que 


(VWxeE) 1%) =1f,00) = f(x, y). 


La dimensión r de (E), es decir, el rango de y aplicación lineal de E en E* 
se llama también el rango de la forma hermitiana f. El núcleo de f, es decir, 
el núcleo de q es de dimensión n—r. 

Si r<n, es decir, si Ker q = (0) se dice que la forma hermitiana f está 
degenerada sobre E. 

Volvamos al caso en que f es no degenerada sobre E, la biyección y > p(y) 
nos permite identificar E y E* poniendo y = p(y) se tendrá, pues, para todo 
x y para todo y de E 


(x, y) = (x 0) = [o] () = fx) = f(x, Y). 
Esta identificación nos permite como en el $ 225, c, confundir: 


—La ortogonalidad entre x de E e y de E*: (x, y)=0. 
—La ortogonalidad en E relativamente a f: f(x, y) =0. 


Se deduce inmediatamente: 


TEOREMA 8'.—Si f es una forma hermitiana no degenerada sobre E, espacio vectorial 
de dimensión finita y Fl el ortogonal de F relativamente a f, para subespacio F de E 
se tiene 
dim F! = dim E—dim F, — (F1)! =F. 
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EJERCICIO 
Demostrar los resultados siguientes: 


TEOREMA 7”: Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita sobre C, para toda 
forma hermitiana f sobre E y todo subespacio vectorial F de E las propiedades siguientes 
son equivalentes: 

1) La restricción de f a F es no degenerada. 

2) FNF! =(0). 

3) F no es isótropo. 

4 E=FOF!. 


c) Existencia de bases ortogonales 


La demostración de la existencia de bases ortogonales (relativamente a f) 
para toda forma bilineal simétrica es basada en el $ 226, b, en el hecho que si a, 
no es isótropo F = Ka, es tal que E=F (O) F*. La demostración será exacta- 
mente la misma para f hermitiana tomando F = Ca,, el resultado indicado es 
una consecuencia del teorema 7” (ver ejercicio anterior). Para el lector que no 
hubiera demostrado el teorema 7” damos una demostración independiente de 
este teorema: 

Sea a;, tal que f(a,, a1) 0, tomemos F = Ca, y completemos a, Con 4), ..., 4, 
para obtener una base (a) de E, en esta base tendremos 


fte =D DN fla 0) = 01 0 


i=l jul 
el ortogonal de y=a, (Y =1, y? =... =y"= 0), es decir, F* tiene por ecua- 
ción cartesiana (ver $ 151, ej. 1) 

apx +... + am" =0 


donde no todos los coeficientes a; son nulos (a 0), F* es, pues, un hiper- 
plano de E. Por otra parte F* no contiene a,, pues por xi=1, 2=...=x"=0 
se tendría, si F* contuviera a;, 1 = 0 lo que es contrario a la hipótesis, luego 


dim F=1, dim F:=n—1, FNF:=(0) 
es decir, 
E=FOF! 
la demostración se acaba como en el $ 226, b, de donde: 
TeorEMA 9”. — Para todo espacio vectorial E de dimensión n sobre C existen bases 


ortogonales relativamente a toda forma hermitiana f sobre E. De un modo más preciso 
siendo f una forma hermitiana de rango r, existen bases de E tales que 


i4j=fa, a)=0 
1<i<r= fía, a) 0 
r+1=<i<n=>/f(, a) =0. 
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En una tal base 


r r 


lx y = > A q = > a xix, 


i=1 i=l 


Las au(l <i<»r) al ser números reales no nulos, como en el $ 227, se, 
demostrará: 


TrEoREMA 15”, —Si q es la forma cuadrática hermitiana asociada a una forma hermi- 
tiana f sobre E, espacio vectorial de dimensión n sobre C. 

1. Existe una base (a;) ortogonal relativamente a f y dos enteros naturales s y t 
tales que respecto a esta base (a;) se tiene 


, se 
q) = > xii— >». (s+1=r=rg(f). 


j=s+l 


2. Si existe una segunda base (a') y dos enteros naturales s' y Y tales que respecto 
a (a) se tenga 


. sar 


q(x) = > xigi— > xiii (Ss + 1 


i=1 i=s'+1 


= ref) 


entonces s=S', t= 1" (ley de inercia). 


(s, t) es la signatura de la forma hermitiana f. 


238. Formas hermitianas positivas y no degeneradas positivas. Espacio hermi- 
tiano de dimensión n 


a) Formas hermitianas positivas. Desigualdad de Schwarz 


Recordemos que para toda forma hermitiana f sobre E espacio vectorial 
sobre C, f(x, x) es real podemos, pues, enunciar: 


Der1NIcIÓN 7'.— Diremos que una forma hermitiana f y la forma cuadrática hermi- 
tiana q asociada son positivas si 


(VxeE) g(x) = f(x, x) >0. 

Siendo f hermitiano positivo para toda pareja (x, y) de E? y todo A de C, 
tendremos 
ql + 9) =f(x +, x +9) =1(%, x) + Mío Y) + MU, x) + MÍ, y) =0 
de donde, poniendo a = f(x, x), B =f(x, Y) y =f(Y, Y) y teniendo en cuenta 
que a > 0, y > 0, tendremos 

ay + By + Abr +2y=0 
Oy + B) Gr +8) +ar—PB=/|Ar +8P+aY—|8BP=0. 
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Si y 0 haciendo 1 =—P/y se obtiene ay —|BP= 0. 
Si y =0 no se puede tener para todo A 


a+ 1B+1B= a +2R18B> 0 
más que si f es nulo, el segundo término puede ser un número real cualquiera 
si B 0, luego, en particular, estrictamente inferior a —a; se obtiene también 
así ay —|f |? > 0, de donde: 


TrEoREMA 14”. —Si f es una forma hermitiana positiva sobre E, espacio vectorial sobre 


C, se tiene 
(V(x, y eE) |, y9P=</ DÍ, y. 


(Desigualdad de Schwarz). 
Se deduce inmediatamente 


AN E RC) 
= f(x, x) +28 f(x, Y) +[(U y) < [0 0) +21 91 +1 Y 


< qx) + 2/90) + q) = [Vabo + Var. 


CoroLario 1.—Siendo q la forma cuadrática hermitiana asociada a la forma hermi- 
tiana positiva f 


(Vx, eE) Ya +y < ya) + 1/90). 
Como en el 8 230 se deduce igualmente de la desigualdad de ScHwARZ el 
resultado siguiente: 
CoroLArIO 2.—El núcleo de una forma hermitiana f sobre E, espacio vectorial sobre 


C es el conjunto de los vectores isótropos de E relativamente a f. 


Resulta que si la forma hermitiana f positiva es no degenerada, su núcleo 
está reducido a'(0), luego x =0 es el único vector isótropo. Se dice entonces 
que la forma hermitiana f (o la forma cuadrática asociada) es no degenerada 
positiva (ciertos autores emplean el término “definida positiva”, aquí no lo 


haremos). 


EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


1. Sea E=C", la forma hermitiana definida en la base canónica de E por 


YH, y) 


es positiva; es no degenerada positiva si y solamente si m= mn. 
2. La forma hermitiana definida en el ejercicio 4 del $ 236 es no degenerada positiva. 
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b) Formas hermitianas no degeneradas positivas 
Para toda forma hermitiana positiva sobre E la aplicación definida por 
(VxeE) — x>vVq)=vVf x) 
es una aplicación de E en R,. Para todo A de C, se tiene 
VaQx) = Vx, dx) =V AMG, x) =|M Vat) 
y para todo par (x, y) de E? 
Val +) <vq6) + Va). 


Si se supone, además, f no degenerada el corolario 2 anterior muestra que 
q) =f(x, x)=0>x=0 


de donde: 


TeoreMA 16',—Si q es la forma hermitiana asociada a una forma hermitiana no 
degenerada positiva sobre E, espacio vectorial sobre C, la aplicación de E en R, defi- 
nida por 

x> y ql) 
es una norma sobre E. 
DerInIcIiÓN Y.—E espacio vectorial sobre C, provisto de una norma x—=>yag(x), si 


q es una forma cuadrática hermitiana no degenerada positiva sobre E, se llama «espacio 
prehilbertiano complejo» y «espacio hermitiano» si es de dimensión finita, 


Volvamos al teorema 15” (ver $ 237) sobre las bases ortogonales relativa- 
mente a la forma hermitiana sobre E, de dimensión n 
su. 


f(x) = qx) = Sw == bo xx 
ial 


i=s+1 


t=0 si y solamente si la forma f es positiva. En este caso r=rg (f)=sS, 
luego s=m si y sólo si f es no degenerada positiva: en este casu la base ha- 
llada es ortonormal, de donde: 


COROLARIO DEL TEOREMA 15'”.—Siendo E un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre C existen bases de E ortonormales relativamente a toda forma hermitiana no dege- 
nerada positiva. 


c) Espacio hermitiano de dimensión n 


Para toda forma f, hermitiana no degenerada positiva sobre E, en relación 
a toda base de E ortonormal relativamente a f, se tiene 
” 


f(x, y) = > 5 ql) =1(x, x) = Ns = > [al p 
i=1 


i=1 i=1 
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Esto nos permite decir: existe una sola estructura de espacio hermitiano de 
dimensión n. Para estudiar un tal espacio E escogeremos una forma hermi- 
tiana no degenerada positiva f, sobre E que se llama forma fundamental del 
espacio hermitiano E; las bases ortonormales de E serán bases ortonormales 
relativamente a f,. En lugar de fu(x, y) se escribe a menudo 

ly) 


y se dice que (x|y) es el producto hermitiano de x e y. 
Llamaremos norma hermitiana de x el número real positivo 


llxll = VGdo. 


En una base ortonormal cualquier relativamente a fo, se tiene 
Cl =xy +... +0 0 lll =V ++ Dor 


OBSERVACION 


En lugar de «producto hermitiano» algunos autores emplean los términos «producto 
escalar» o bien «producto escalar hermitiano». Los físicos emplean «producto hermítico»; 
observemos igualmente, para que el lector esté prevenido, que en muchos libros de 
Física se escribe 


(x]y)=xiy +... 4x0 
EJEMPLOS Y EJERCICIOS 


3. Demostrar que toda familia (x,) de vectores no nulos ortogonales dos a dos, de 
un espacio hermitiano es libre. 

4. Aplicar al espacio hermitiano los resultados de los ejercicios 8 y 9 del $ 231 
(Ortonormalización de ScHMITT). 

5. Extender al espacio hermitiano el resultado del ejercicio 11 del $ 231 (Teorema 
de PITÁGORAS). 


239. Adjunto de un endomorfismo en un espacio hermitiano. Grupo unitario 


Si u y v son dos operadores de un espacio hermitiano E, se demostrará 
como en el $ 227 
[W( yNeE) (uo ly =(00)|1Y]>u=0v 
[W(% y eE) (xlu(y) =(x] o(y)] >u=». 


a) Adjunto de un endomorfismo 


La forma tundamental f, es no degenerada, la aplicación asociada py de E 


en E* es biyectiva, y es un isomorfismo de E sobre E*, como en el $ 227 
vemos que a un endomorfismo de E se le puede asociar un endomorfismo único 
de E, u* llamado adjunto de u; con la notación fu(x, y) = (x | y), se tiene 


[Vs yeE] (uy =(x]u* (y) 
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es inmediato de verificar que 
(u + 0)* =u* +0*, (uov)* =v*ou*, (ut) =u  rgu*=rgu. 
Se ve igualmente que (ids)* = id y que si u es inversible también lo es 


u* y que (u*)”! = (u-!)*. Por el contrario, tendremos para todo par de E? 
y todo ) de C 


(«1 0Q0*()) =(() (1) y) = Qu(o) [y = Muto) ly) 
= Mx | u*(y) = (x | hu*(y) = (x | (ue) (y) 


de donde 
Qu)? = ut. 


Sea por otra parte una base ortonormal (a) de E; para todo par de enteros 
(í, j) de [1, n]? tenemos (a,| aj) = 8,;; de donde escribiendo 
A=M[u (a,)] = (0)  B=M[u*, (a,)] =(8)) 
es decir, 


i=l 1  u0)=Daa,  ua)= Ba, 
i=2 i=2 
se obtiene para todo i y para todo ¡ de [1, n] 
Bj = (u*(a,) | a) =(a,| u(a,)) = (u(a,) |a)= as 
en consecuencia as 
B='A 
ya hemos dicho en el $ 154, c, que la matriz “A se llamaba la adjunta de A 
(Ae M,(C)) como hemos dicho en aquel párrafo se la designa A*; luego si 
(aj) es ortonormal 
M[u*, (a)] = [Mlu, (a)]* 
se ve, además, que pue 
det u* = det A* = det A = det u 
de donde: 
TEOREMA 11”. —Si E es un espacio hermitiano de dimensión n, a todo endomorfismo 
u de E se puede asociar un endomorfismo único u* de E, llamado «adjunto» de u, tal que 
[v(, yeE?] (uo) |») = (x]u*0)). 
Cualesquiera que sean u y v de £(E) y h de C 


(u + v)* =u* + v*, Qu)* = hu, (uo v)* = v*ou* 
(ut) =u,  rgut=rgu, det u*= det u, 
Si u es inversible, u* lo es también y (u*)-1 = (u-1)*. Las matrices de u y u* res- 
pecto a una misma base ortonormal de E son adjuntas la una de la otra, es decir, 
M(u*) = (M(u). 
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b) Grupo unitario 

Sea u un endomorfismo de E, tal que 

(00) [VW yeE] (Uv uy) = (ly 
se dice que conserva el producto hermitiano, es decir, la forma fundamental fo; 
vemos de lo anterior que conserva la forma cuadrática hermitiana qo asociada 
a fo, es decir, (2) implica (2') 

Q) (VxeE)  lu(0l|=11 xl 
recíprocamente la fórmula (2”) del $ 236, d) demuestra que (2) implica (1). 

Como en el $ 228, a) se demostrarán las propiedades siguientes de un tal 
endomorfismo, de donde: 

TEoREMA 12,—Si E es un espacio hermitiano de dimensión finita, para todo endo- 


morfismo u de E las cinco propiedades siguientes son equivalentes 
1 [Vx y eE] (u(x)] uy») = (x] y. 
2. 


(VvxeE) [lux] =11 xl). 
3. u*ou=idp. 
4. uou* =idp. 
5. u es inversible y u-!=u*. 


Todo endomorfismo del espacio hermitiano E, verificando una de estas 
cinco propiedades, se llama automorfismo unitario de E; se le llama también 
operador unitario (que es un endomorfismo, resulta del hecho de que es uni- 
tario). Se dice también que u es un automorfismo de la forma hermitiana fo 
o de la forma cuadrática q) hermitiana asociada. Sea A la matriz asociada a 
un operador unitario, respecto a una base ortonormal de E, el teorema 12” 
muestra que 

A'A=1,5 AI =A* =7A, 


De una manera general toda matriz de M,(C) verificando una de estas con- 
diciones se llama matriz unitaria de orden n; se verá exactamente como en el 
$ 228 que toda matriz de paso de una base ortonormal a otra base ortonormal 
de un espacio hermitiano es unitaria. 

Se observa también que toda matriz unitaria real es ortogonal, 


c) Grupo unitario 


Como en el $ 228, b), tenemos el resultado siguiente: 


CoroLarI0. — Los operadores unitarios de un espacio hermitiano de dimensión n des- 
criben un subgrupo del grupo GL,(C) llamado «grupo unitario» y representado U(n, C). 


Por otra parte, todo operador unitario o toda matriz unitaria 
det (u* ou) = det u . det u = det (id) = 1 


luego: el determinante de todo operador unitario, o de toda matriz unitaria 
es un número complejo de módulo 1. 
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Está claro que el conjunto de los operadores (o de las matrices) unitarios 
de determinante + 1 es un subgrupo de U(n, C), se le llama el grupo unitario 
especial y se le representa SU(n, C). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que SU(n, C) es un subgrupo distinguido de U(nm, C) (considerar el 
homorfismo u-—> det u). 
2. Demostrar que todo valor propio de un operador unitario es de módulo 1. 


240. Operadores hermitianos 


Se llama operador hermitiano de un espacio hermitiano E todo operador 
autoadjunto, es decir, tal que u =u*, u* siendo el adjunto de u relativamente 
a la forma fundamental f, de E. 


a) Primeras propiedades de los operadores hermitianos 
Como en el $ 229 se verá que u =u* es equivalente a 
(1) [Vx YeE] — (uU(x)|y =(/ uy) 
u será hermitiano si y sólo si en una base ortonormal 
M(u) = [M()]* = 'M(u) 
es decir (ver $ 154, b y 236, d), si y solamente si M(u) es hermitiano. 
Se ve igualmente que para todo x de E 
(x | u(x)) = (u(o) | x) = (x] u(x)) 


luego (x|u(x)) o (u(x)|x) es real. Recíprocamente sea u un endomorfismo 
del espacio hermitiano, tal que (x|u(x)) sea real para todo x de E, considere- 
mos la aplicación f, de E? en C definida por 


(o Y) >fkx y) =(x | u(y) 


se ve inmediatamente que f, es lineal en x y semilineal en y, es, pues, una 
forma sesquilineal, además, al ser f(x, x) real para todo x de E, desarrollando 
flx+Yy x+y) y fix + iy, x + iy) se demostrará que fu(x, y) + fly, x) es 
real y que f(x, y) —fly, x) es complejo puro; de ello resulta 


[dy x) =fdx Y) 
luego f, es hermitiana, se tiene, pues, 
(| u(y) = 4) ]u()) = (uo) ly) 


y u es un operador hermitiano, de donde: 
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TEOREMA 13.—Si E es un espacio hermitiano de dimensión n, para todo operador 
u de E las propiedades siguientes son equivalentes: 

1. u=ut 

2. [Vx y) eE] (u(0) |») = (x|u(»). 

3. (VvxeE)  (*x|u(x))eR. 

4. La matriz asociada a u en una base ortonormal de E es hermitiana. 


Observemos finalmente que una matriz simétrica real es un caso particular 
de matriz hermitiana. 


b) Estudio de una biyección 


Designemos por X(E) el conjunto de los operadores hermitianos de E, ob- 
servemos primero que u=u* implica (1u)* = lu, luego H(E) no es un sub- 
espacio vectorial de £(E), es un subespacio vectorial de £(E). Designemos por 
JC .(E; C) el conjunto de las formas hermitianas sobre E. Naturalmente estos 
calificativos, operadores hermitianos, formas hermitianas, son relativos a la 
forma fundamental 


(a Y>fdkx Y = (14) 
elegida sobre E. A todo elemento u de X(E) la formula 
[VW yeE] fdo y) =(x]u(y) 


asocia una aplicación de E? en C, se ve fácilmente que f, es una forma her- 
mitiana sobre E, es decir, un elemento de HE; C). Operando como en el 
$ 229, b), es decir, utilizando una base (a) ortonormal se verá que la aplica- 
ción u—> f, es biyectiva; pongamos 


A=M[uw (a)],  X=M[x, (a)],  Y=M[y, (a)] 
se tendrá (A= A) 
fx, y) = (x | u(y) = (AV)X = YAX 


luego (8 236, d) A es también la matriz asociada a f,, en la base (a,). 
Es lo mismo por lo tanto estudiar un operador hermitiano, una forma her- 
mitiana o una matrid hermitiana. 


c) Diagonalización de un operador hermitiano. Reducción de las formas 
hermitianas 


Sea u un operador hermitiano de E, espacio hermitiano de dimensión n; 
hay n valores propios que son a priori números complejos. Sea ) uno de ellos, 
x un vector propio no nulo asociado a 1, (x|u(x)), es real, luego 


[x 5 0, u(x) = 1x] > (x]u(x)) =2 lx]? R 
en consecuencia al ser || x ||? no nulo, A es real. 


41. — ALGEBRA 
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OBSERVACION 


Como toda matriz simétrica real es un caso particular de matriz hermitiana, resulta 
de lo anterior que los valores propios de una matriz simétrica real, por tanto de un 
operador simétrico de un espacic euclídeo E, son reales. La demostración dada en el 
$ 233 es formalmente idéntica a ésta debido a que se utilizan los vectores x y X del 
complexificado E” de E. 


Por otra parte, al ser x un vector propio no nulo asociado al valor propio A, 
se tiene 


(x|y) =0> (x| u(y) = (ul) |y) = (xy) = Mx | y) =0 


por tanto si y es ortogonal a x, vector propio no nulo de u también lo es u(y). 
Finalmente si x, y x, son dos vectores propios, respectivamente, asociados 
a du y » distintos 
(u(x1) | x) = (11 | (2) 
da 
Qui | 12) = du(x1 | 12) = (1 | ax) = Ax | 102) 


pues %1 y 2. son reales, de donde 
Du da Q1 — Ay) (x1 | x2) = 0] > (11 | x) = 0. 


TEOREMA 17. —Para todo operador hermitiano u de un espacio hermitiano E de 
dimensión n: 

1. Los n valores propios de u son reales. 

2. El subespacio ortogonal a todo vector propio no nulo de u es estable por u. 

3. Los subespacios propios asociados a los valores propios distintos son ortogonales. 


No siendo isótropo en el espacio hermitiano ningún vector no nulo E, la 
demostración de la diagonalización de todo operador hermitiano es idéntica 
a la demostración dada en el $ 232, b) para la diagonalización de un endomor- 
fismo simétrico de un espacio euclídeo, de donde: 


TeoreMA 18'.—Siendo u un operador hermitiano de un espacio hermitiano E de 
dimensión n, existen bases ortogonales de E formadas por vectores propios de E. 


Al ser unitaria toda matriz de paso de una base ortogonal del espacio her- 
mitiano E a otra base ortogonal de E, tenemos: 


CoroLaArIo 1.— Para toda matriz hermitiana A de orden n, existe una matriz unitaria 
P tal que B= P-lAP es diagonal. 


Finalmente a toda forma hermitiana f se puede asociar de manera biyec- 
tiva un operador hermitiano u, tal que 


[VW yeE] f(x y) =(x] u(y) = 'YAX 
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siendo A hermitiana asociada a f y a u en una misma base ortonormal de E. 
Si se elige una base ortogonal formada de vectores propios, se tendrá, siendo 
B ortogonal, 


a0=10 =D ler. 


i=1 


l6s y) ='YBX= Dd 
i=l 


La operación precedente se llama “reducción de las formas hermitianas” 
en una base ortonormal de E, relativamente a la forma hermitiana fundamen- 
tal f, de E. La base en la que la matriz de f (o de u) es diagonal es, pues, 
ortonormal relativamente a f, y ortogonal relativamente a f, de donde: 


CoroLaRIo 2.—Siendo E un espacio hermitiano de dimensión n, f, una forma her- 
mitiana no degenerada positiva sobre E y f una forma hermitiana cualquiera sobre E, 
existen bases ortonormales relativamente a f, y ortogonales relativamente a f. 


EJERCICIOS 
1. Designemos por A;, ..., A, los m(m <n) valores propios distintos dos a dos de 
un operador hermitiano del espacio E de dimensión n y por V(A;), ..., VQ.) los sub- 


espacios propios asociados. Demostrar el teorema 18”, demostrando que 


E=VAJO... O VA»). 


3 24+2i 
2-2i 1 Ñ 


2. Diagonalizar la matriz 
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Ejercicios 
501. Siendo E un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K de característica 2, 


demostrar que toda aplicación q de E en K verificando: 
1. (vñeK)(VxeE)  q(x) = Malo). 


2. (% y) = y Lale + 9) 0090 es una forma bilineal sobre E, 


es una forma cuadrática sobre E. 
502, Siendo f una forma bilineal simétrica y q la forma cuadrática asociada, demostrar 
que para todo x y todo y 
q(x + y) + a(x— y) = 24(x) + 29(y) 
q(x + y) —q(x— y) = 4$(x, y). 
Interpretar geométricamente estas relaciones cuando E es el espacio euclídeo' de 
dimensión 2. 
503. Siendo E un espacio vectorial sobre R, se considera una aplicación q de E en R 
verificando: 
1. (VO; y) e El)ag(x + y) + q(x— y) = 29(x) + 29(y). 
2. (V(x, y) eE?) la aplicación de R en R definida por A — q(x + y) es continua. 
Demostrar que la aplicación f de E? en R definida por 


(9) y) = - La(x + y) —ql<—y)] 


es una forma bilineal simétrica sobre E. ¿Cuál es la forma cuadrática asociada a f? 


504. Se considera una forma cuadrática q sobre E espacio vectorial de dimensión n 
sobre K cuerpo de característica » 2. Se pone 


y a (xi? + 2 > a xix, 


i=l Isi<isn 


a(x) = D(x, x, 


a) Si 0%,» 0, demostrar que existe una forma lineal / sobre E y una forma cua- 
drática q, sobre E, verificando q,(x)= Y (2,x3,...,x"), tal que 


1 
(1) q(x) = — [08 + q,(%). 
A 
Expresar l(x) con la ayuda de O”,¡(x!, x2, ..., x"). (Considerar W como un trinomio 
de segundo grado en xl). 
b) Si a, =0 y dj, 0, demostrar que existen dos formas lineales 1,, l, sobre E 


y una forma cuadrática q, verificando q,(x) =W (9, xi, ..., x") tales que 
2 
(2) q(x) = — 1,60) 100) + qee). 
re 
Expresar 1,(x) y L(x) valiéndose de D'y(xl, 22, ..., x") y Oya, .... 2). 


(Escribir D(x!, x?, ..., x") —20,x1x2 separando los términos que contienen x! y 
los términos que contienen x2). 


EJERCICIOS 645 


€) Deducir de las fórmulas (1) y (2) un método de descomposición de una forma 
cuadrática en cuadrados linealmente independientes llamado método de Gauss, 
¿Cuántos cuadrados linealmente independientes se han obtenido? (Si se utiliza 
la fórmula (2) se observará que 

410) L0) = 1160 + 9 P— [1,00 — L(0)7 


y se demostrará que l, y l, son independientes así como !, + l, y l,—L). 
d) Demostrar que el método precedente es también un método de construcción 
de una base ortogonal relativa a la forma cuadrática tratada. 


En los ejercicios siguientes (505 al 510) se toma K=R. Se descompondrá las formas 
cuadráticas dadas sobre R"(n= 3 o 4) en cuadrados independientes aplicando el método 


precedente. 

505. (+ A (AN — 4% + ada + xdx2), 

506. AE (4 (AN (1% + ada + ala), 

507, (19 + 6 — 4x0 + 8x dal, 

508. AX + 39 — (09 — 8xóxl, 

0% xi (n=3 o n=4). 
Isi<isn 

510. (YN + (0 — 3(19? + 5112 — 3xlxt 4 212x4 — 7:3x, 


En los ejercicios siguientes (511 al 513) se hace K=R. Se buscará el rango de las 
formas cuadráticas dadas discutiendo según el valor de los párrafos h y y. En cada 
uno de los casos que se hallará se descompondrá en seguida cada forma cuadrática en 
cuadros independientes. 


511. 
512, 
513. 
514. 


515. 


(1—M) (19 + Queda? + (1 +2) (29 — 2hxlx3 + 2123 4 pu), 
(19 + (829 + 2x(x! cos A + x2 sen A). 
(9? — 3792 — 409 + A + Qu, 

Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K, demostrar que cualquiera que sean los subespacios vectoriales F y G de E 
(F + G)! =F:N G!, (EN G)! = Fl + G!, 

Sea f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 

sobre K. Sea F un subespacio de E no isótropo. 
a) Demostrar que existe un endomorfismo de E único pp tal que para todo x 
Pplx) € F, x— ppx) € F! 
Pp se le llama el operador de proyección ortogonal sobre F. 
b) Demostrar que 
PF 0 Pp = Pgs PAE) = F, PE!) = (0). 
<) Demostrar que pp es un operador simétrico relativamente a f. ¿En qué caso 
puede ser ortogonal relativamente a f? Deducir de lo anterior que no es correcto 


aplicar el término «proyector ortogonal» para designar el operador de proyección 
ortogonal. 


516. 


517, 


518*. 


519. 
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d) Siendo a un vector no isótropo se pone F=Ka y G=F!. Demostrar 


Pplx) = f(x, a) [fa, a)]-la, 
Po(x) = x— prix). 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K de característica + 2, se considera un automorfismo u de E tal que 44=e 
y se pone 2v=e—u, 2w =e-+ u. Demostrar que las propiedades siguientes son 
equivalentes: 

a) u es un operador ortogonal relativamente a f. 

b) v(E) y w(E) son ortogonales relativamente a f. 

€) u es autoadjunto relativamente a f. 

(Se considera Im v, Im w, Ker v, Ker w y se utilizarán los ejercicios 157 y 158 del 
capítulo 7.) 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión finita 
sobre K de característica + 2 se considera un subespacio F de E, no isótropo. 


a) Demostrar que existe un automorfismo de E único Sp tal que 
Sp(x)=x para xeF, sx) =—x para xeF!, 


Demostrar que S; es ortogonal relativamente a f. sf se llama simetría respecto a F. 
(Observar que (sp)? =e.) 
b) Siendo H un hiperplano no isótropo a E, demostrar que para todo x de E 


Sy(x) = x —2f(x, a([fa, a)]-1a) 
siendo a un vector no nulo ortogonal a H. (Utilizar el ejercicio 515, d.) 


Siendo f una forma bilineal simétrica no degenerada sobre E de dimensión n sobre K 
de característica > 2 se propone demostrar que todo automorfismo u ortogonal rela- 
tivamente a f está compuesto al menos de n simetrías (V. ej. 317) respecto a los 
hiperplanos no isótropos de E (es decir, que el grupo O(f) está engendrado por sime- 
trías). Se razonará por recurrencia sobre n. Siendo x un vector no isótropo de E se 
estudiará sucesivamente los casos siguientes: 

a) u(x)=x. Si H es el hiperplano ortogonal a x, se demostrará que u(H) =H y 
se considerará la aplicación u” inducida por u sobre H. 

b) u(x) =—x. Se reducira al caso anterior escribiendo v= sou, siendo s la simo- 
tría respecto a H ortogonal a x. 

c) Caso general: y = u(x). Se demostrará que a =x—y 0 b=x+ y es no isótropo 
y se reducirá al caso a (o b) considerando la simetría s respecto al hiperplano H 
ortogonal a a (o a b). 


Siendo f una forma bilineal simétrica sobre E de dimensión finita se dice que F 
subespacio de E es totalmente isótropo relativamente a f si para todo x de F, 
f(x, x) =0. 

a) Demostrar que para que F sea totalmente isótropo es necesario y suficiente 
siendo a un yector no nulo ortogonal a H. (Utilizar el ejercicio 515, b.) 

b) Demostrar que todo subespacio de F totalmente isótropo es totalmente isótropo. 
<) Siendo F y G totalmente isótropos. ¿Qué serán F N G y F+G? (estudiar en 
particular el caso en que F y G son ortogonales). 
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520*. 


521. 
522*. 


523. 


524*, 


d) Si F y G son solamente isótropos, ¿qué se puede decir de FNG o de F + G? 
(tomar ejemplos en E = C3 provisto de q(x) = (1? + (29 + (39). 


Tomamos las notaciones del $ 229, b), se propone demostrar sin recurrir a una base 
ortonormal de E (que puede no existir) que S/(E), espacio vectorial de los endomor- 
fismos de E, simétricos relativamente a f, es isomorfo a S.(E; K) espacio vectorial 
de las formas bilineales simétricas sobre E. 

Se designará por O la aplicación de SE) en SE; K) definida por 


u—> 0 =f. 1 (a y) = [uo y]. 


a) Demostrar que O es lineal. 

b) Demostrar que D es inyectiva. 

€) Demostrar que D es suprayectiva. (Si geS,(E; K) se pondrá g,=g(x, .)eE* 
y se introducirá x” único tal que para todo y de E, g.(y) = f,.(y) (V. $ 224). Habiendo 
puesto x' = v(x), se demostrará que ve S/¿E)). 

d) Demostrar que u y f, tienen el mismo rango. 


Determinar las signaturas de las formas cuadráticas dadas en los ejercicios 505 al 510. 


Sea E un espacio vectorial de dimensión n sobre R provisto de una forma bilineal 
simétrica no degenerada positiva f. Se considera un proyector autoadjunto de E, es 
decir, un endomorfismo p de E tal que p=p?*= p*. 
a) Demostrar que existe un subespacio F de E tal que p sea el operador de pro- 
yección ortogonal pz (V. ej. 515). 
b) F y G son dos subespacios de E se designa por F” (resp. G”) el subespacio de F 
(resp. G) descrito por los vectores ortogonales a F N G, 
Demostrar que pp y pg permutan si y sólo si F” y G” son ortogonales y que en 
este caso 

Pr 0 Pro Po: 


Hallar también un resultado clásico cuando F y G son dos planos del espacio euclí- 
deo Ri, 


Sea E un espacio euclídeo y F y G dos hiperplanos de E. Se consideran las sime- 
trías Sp Y SG (V. ej. 517). ¿En qué condición permutan sp y 55? 
¿A qué es igual entonces spos(¿? (utilizar ej. 515, d) y 522). 


Sea E el espacio vectorial sobre R de las funciones reales definidas y continuas sobre 
[a, b]. Se considera la aplicación de y de E? en R definida por 


b 
of, 8) =] 1608) dx. 


a) Demostrar que y es una forma bilineal simétrica no degenerada positiva sobre E. 
Se dirá que una sucesión (f) es ortogonal si para ¿%j, Q(f;, tf) =0 y ortonormal si 
Af, f) = 1 para todo i. 

b) Demostrar que díf, g) = ||f—g|| > 0 definida por 


lf—l2=o(f—8, 1—8) 


es una distancia sobre E. 
€) Sea (g;) una sucesión finita ortonormal, se llama G, el subespacio vectorial de 
E engendrado por (8p gj ---» 8n). ¿Cuál es la dimensión de G,,? Para todo ¡> 0 
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se pone a, = p(f, g;), siendo f un elemento cualquiera de E. Sea g = gp + -.. + Ang 
un elemento cualquiera de G,, demostrar que 

lle lP=I1 FIP—=(03 +... +02) + 0,9% +... + (A, —0,)2 


Deducir los valores que hay que dar a Ap, ), para que ||f—g|| tenga el menor 
valor posible. Demostrar que a+... +02 <||f[?; ¿se puede tener la igualdad? 


Tomamos las mismas notaciones que en el ejercicio anterior con [a, b] = [—1, 1] 
se propone determinar una sucesión ortogonal de polinomios (P,) tal que P, sea de 
grado n y que P,=1 para todo n=0. 

a) Calcular P,, P,, Pz y demostrar de una manera general que se puede calcular P,, 
de modo único. 

Demostrar que P, es ortogonal a todo monomio x'"(m<n). De lo anterior deducir 
que P, es ortogonal a todo polinomio R de grado <n. 


b) Para n fijo, demostrar que existe un polinomio Q y úno sólo de grado 2n, divi- 
sible por (x— 1)" y tal que P, = FE Escribiendo que P, es ortogonal sucesiva- 
yn 


mente a cada monomio 1, x, ..., x"-!, demostrar que Q es divisible por (x + 1)”. 
(Se calculará por partes p[x”, Qu(x)] para m=0, 1, n—1, utilizando el hecho 
de que 1 es raíz de orden n de Q.) 


Deducir que: 


Q(x) = k, (12— 1)". 
Calcular la constante k,,. (M.G.P.) 


Siendo E el espacio vectorial sobre R de los polinomios con coeficientes reales y f 
una aplicación real, continua, estrictamente positiva sobre [—1, + 1] se considera 
la aplicación F de E? en R definida por 


+1 
FP. a=f PAQUI) dx. 
a 


Se designa por E, el subespacio de E descrito por los polinomios de grado estricta- 
mente inferior a Kk. 

a) Demostrar .que F es una forma bilineal simétrica no degenerada, positiva sobre E. 
Se dirá que P y Q son ortogonales y solamente si F(P, Q) =0. 

b) Sea P,=1,P,, ..., P,, ... una sucesión de polinomios de E, unitarios y de grado 
igual a su índice, demostrar que las tres condiciones siguientes definen una sola y 
una misma sucesión de polinomios (P,,): 

1. P, y P, son ortogonales cualesquiera que sean h xk (estando Pg, ..., Pj_, deter- 
minados, observar que P¿(x) —x* pertenece a Ex). 

2. Cualquiera que sea k, P, es ortogonal a todo polinomio A de grado <k. 

3. Bj, es un polinomio unitario de grado k, F(B,, B,) es mínimo para B, =P, cual- 
quiera que sea k. (Se observará que B,—P, pertenece a Ey.) 

<) Se designa por R el polinomio definido por 


R(%) = (x—x) (x—x7) -.. (4 — Xp), 


donde xy, ..., xy son los ceros de Pz distintos 2 a 2 reales estrictamente comprendidos 
entre —1 y +1 y de orden impar. Demostrar que F(P,, R) > 0. Deducir el grado 
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de R y que P, tiene todas sus raíces reales distintas y comprendidas estrictamente 
entre —1 y +1. 
d) Demostrar que existen números reales a, y b, tales que 


P,(x) = (x + 4,)P,, 100) + DP x). 


(Se observará que P,(x) — xP,,_, pertenece a E, y se expresará a, y b, con la ayuda 
de integrales definidas.) 

Demostrar que si la función f es par a, =0 y que la función polinomio P, es par 
o impar según que n sea par o impar. 

e) Si Q, es una sucesión de polinomios de grado igual a su índice tal que Q, y Qy 
sean ortonormales cualesquiera que sean h* k. Demostrar que Q, = AP,» donde 
h, es un número real no nulo arbitrario. 


En los ejercicios siguientes del 527 al 531, A es la matriz de un endomorfismo simétrico 
u de un espacio euclídeo E referido a una base ortonormal (a). Determinar una base orto- 
normal (b,) teniendo la misma orientación que (a) y tal que B= M(f, (b)) sea diagonal. 
Determinar la matriz de paso P de (a¡) a (b;). Escribir en la base (a) y la base (b,) la 
expresión de q(x), donde q es la forma cuadrática asociada a u. 


527, 528. 
411 2-2 1 
A=[1 4 1]. A=|-—2 1-2 
114 1-2 -2 
529, 
Z 22 
A=| 2 5-4]. 
=2i=4 5 
530. 
a bb ob 
Pe de a=|? 203] aber) 
== e d Tlbbab : d 
bba bbba 


531*. Generalizar el ejercicio anterior a A = (a) de orden n con ai=a para todo ¡ y 
al = b para todo ¡+ j. 


En los ejercicios siguientes del 532 al 536, q es una forma cuadrática definida sobre un 
espacio euclídeo E por el valor q(x) en función de las coordenadas xi de x respecto a una 
base (a) ortonormal de E. Hallar la forma reducida de cada una de estas formas cuadrá- 
ticas en una base ortonormal (b,) de E; indicar cada vez la matriz de paso de (a) a (bj). 


532. (11? + (29 —5(132 + 2x2x3— 2x3x! — 6xlx?, 
533. (19— 2x2 —(0P + 2x1x2, 

534. 2x1? + 229 + (132 — 2x3x! — 2x1x2. 

535. (119? + (32? + 2x%(x1 cos ae +2 sen 0%). 

536  2x1x2 — 6xlx2— 6x4 + 2x5x0. 
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En los siguientes ejercicios del 537 al 540 demostrar que A es una matriz que representa 
una rotación del espacio euclídeo de dimensión tres, referida a una base ortonormal. Deter- 
minar el eje y el ángulo de cada una de estas rotaciones. 


537. 538. 539. 
0.01 01.0 1 81 —4 
A=|1 0 0]. A=|0 0 1]. A=—|—4 4 —7 
0.10 100 Was 4 
(École Polytechnique, oral). 
540. 
b2+a? cos t a sen t ab(1—cos 1) 
A=|—a sen t cos t b sen t 
ab(1 —cos t) —b sen t al + b? cos t 


donde a, b, t son números reales tales que 42 + b?= 1. 
(Concurso de Minas, extractado) 


541. Demostrar que toda matriz ortogonal real de orden 2 pertenece a uno de los tipos 


(0ER) 
Ñ cos $ —sen 0 Arm [os 0 sen 0 
1 Asen 0 cos 0 2 sen 8 —cos 0 
Determinar para cada caso los valores propios y los vectores propios. Interpretar 


geométricamente los operadores definidos por estas matrices relativamente a una 
base ortonormal del espacio vectorial euclídeo de dimensión 2. 


542*, Sea u operador ortogonal del espacio vectorial euclídeo de dimensión n. 
a) Demostrar que si x es un vector propio no nulo de u, el hiperplano ortogonal 
a u es invariante por u y más generalmente que si F es un subespacio de E invariante 
por u, lo mismo ocurre con F!, 
Demostrar que dos vectores propios asociados a dos valores propios distintos son 
ortogonales. 
b) ¿Cuáles son los valores propios reales de u? (V. $ 228, ej. 3). Demostrar que 
si todos los valores propios de u son reales, existe una base ortonormal de E tal 
que en esta base la matriz de u sea 


I 0 
li ) (p>0,q>0,p+9q=n) 
0 —l, 


(Se demostrará que E= VIO V1) 

€) ¿Cuáles son los valores propios no reales de u (V. $ 232, ej. 2). Demostrar que 
si ningún valor propio de u es real n = 2r y que existe una base ortonormal de E tal 
que la matriz de u, en esta base, sea un cuadro diagonal de r matrices de orden 2 de 
la forma 


(0,1 < h < r) es una familia de números reales no múltiplos de r. (Se demostrará 
que E=R,O...OR,, siendo R,(1 <h< r) de dimensión 2, invariante por u así 
como (R,)! y se utilizará el ejercicio 541 después de haber considerado al operador 
u, inducido por u sobre R,). 
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543. 


544. 


545, 


546. 


d) Demostrar en el caso general que existe una base ortonormal de E tal que 
en esta base la matriz de u sea 


“a (p>0q > 0r >0) 
(p+q+2r=n) 
A 


r 
donde (Aj) es una familia de matrices del tipo definido en c). 


Demostrar que un endomorfismo u de E, espacio euclídeo orientado de dimensión n 
es una rotación si existen dos base ortonormales de la misma orientación (a;) y (b,) 
tales que u(a) = b, (1<i<m). 

¿Cuál es el número máximo p, de parámetros reales de los que depende una rotación 
de E,,? (Razonar por recurrencia.) Dar los valores de pj, Py, Py. 


Si (a, b, c) y (a', b”, c') son dos bases de igual orientación del espacio euclídeo 

orientado E, se considera la rotación r definida por r(a)=4', r(b) = Pb”, r(c) =c”. 

Demostrar que hay tres rotaciones r,, r,, r, tales que r =rjorzor, con 

r, rotación alrededor de c del ángulo p que envía (a, b, c) en (a, b,, c,) 

r, rotación alrededor de a, del ángulo 0 que envía (a,, b,, c,) en (a), b,, c,) 

ry rotación alrededor de c, del ángulo Y que envía (a,, b,, c,) en (a”, b', c”), 

Calcular la matriz r de respecto a la base (a, b, c) mediante los números q, 9, y 

llamados ángulos de EuLEr de la rotación r, o de la matriz M(r). - 
(Tomar a, en la intersección de los planos definidos, respectivamente, por a, b y a”, b”.) 


Tenemos dos vectores v, y v,(v, 0) del espacio euclídeo orientado E, de dimen- 
sión 3. Demostrar que el producto vectorial w= v, A v, puede obtenerse efectuando 
sucesivamente las tres operaciones siguientes: 

1. Proyección ortogonal de v, sobre el plano (pasando por O ortogonal a a). Sea 
ví el vector obtenido. 

2. Rotación de v; alrededor de v,, de ángulo + 1/2. Sea vz el vector obtenido. 


3. w=Iw, Ivy. 


En E,, espacio euclídeo orientado de dimensión 3, se designa por v” el vector imagen 
de un vector v en la rotación r del ángulo € alrededor de un vector unitario k. 

a) Demostrar que si k . v=0 se tiene 

(1) v!=v cos 0 4+(k A v) sen O 


(utilizar el ejercicio precedente). 
b) Sean v, y v, las proyecciones ortogonales respectivas de v sobre k y sobre el plano 
(pasando por 0) ortogonal a k. Demostrar que 


Y=(k.vWk — v_=v—(k. vk. 
€) Demostrar en el caso general la fórmula 


(2) v'=y cos 0 +(k A v) sen 0 + (1—cos 8) (k . v)k. 
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d) Sean «, $, y las coordenadas de k en una base ortonormal de sentido directo 
(a,, a, az) de E,. Demostrar que en esta base la matriz de r es 


cos 0 +(1—cos 0)? —y sen 9+(1—cos O)Jg  B sen 0+(1—cos Oy 
y sen 0+(1—cos 0)aB cos 0+(1—cos 0)82 «a sen 8+(1—cos B)Br |: 
—$ sen 0+(1—cos Oy «e sen 0+(1—cos 0)By cos 0+(1—cos 0)y2 


Calcular la matriz de la rotación correspondiente a 


-4+0+a ONE 


v3 3 


Nora: Se obtiene así la matriz de la rotación más general en función de los pará- 
metros reales «, B, y, O ligados por la relación 0? + $24 y?= 1; esta matriz es, 
pues, menos simple que la matriz obtenida en el ejercicio 544 en función de los tres 
ángulos de EuLER q, 0, Y de la rotación, pero esta matriz tiene la ventaja de poner en 
evidencia el eje y el ángulo de la rotación. 


H, y H, son dos matrices hermitianas del mismo orden, demostrar que las propie- 
dades siguientes son equivalentes: 

1. H, y H, permutan; 

2. H,H, es hermitiano; 

3. Existe una misma matriz unitaria U tal que U-!H,U y U-!H,U sean diagonales 
(utilizar capítulo 14, ej. 479). 


A es la matriz asociada a una forma hermitiana f sobre E vectorial de dimensión n 
sobre C en una base (a). 


a) Demostrar que 
Í(x, y) = Y*AX 
X e Y son respectivamente las matrices columnas asociadas a x e y en la base (a). 
(Se recuerda que para toda matriz rectangular compleja M, M* = 'M.) 
b) Demostrar que existe una matriz cuadrada compleja inversible tal que P*AP 


sea diagonal (utilizar el hecho que existe una base ortogonal relativamente a f y la 
observación 1 del $ 226). 


Siendo f una forma hermitiana no degenerada definida sobre E, espacio vectorial de 
dimensión n sobre C, se considera un endomorfismo u de E y siendo (a) una base 
de E se pone 
A= (fa, ay) M=f(u, (a)),  M'=f(u*, (a) 
demostrar 
M/ = A-IM*A. 
(Utilizar el ejercicio anterior.) 


Se dice que una matriz hermitiana compleja (resp. simétrica real) de orden n es 
positiva si en una base de E, espacio vectorial de dimensión n sobre C (resp. sobre R) 
está asociada a una forma hermitiana (resp. bilineal simétrica) positiva. 

a) Si A es una matriz cuadrada compleja demostrar que A*A es una matriz her- 
mitiana positiva. ¿Qué se puede decir de los valores propios de A*A? 

b) Recíprocamente demostrar que H matriz hermitiana es positiva si existe una ma- 
triz compleja A tal que H = A*A (utilizar ej. 548, b). 

€) Tratar las preguntas anteriores para S simétrica real positiva. 
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553. 


554*, 


555*. 


556. 


Tenemos la matriz 


ma 2%. 5, 
14 3 


Demostrar que existe una sola matriz hermitiana positiva (V. ej. 550) H' tal que 
H = H”. Calcular H”. 


Siendo H una matriz hermitiana positiva (V. ej. 550) demostrar que existe una ma- 
triz hermitiana positiva única H” tal que H = H?, (Observar que H y H” permutan 
y utilizar el ejercicio 547.) 


Sea A una matriz de GL,(C); se considera la matriz hermitiana A*A positiva (ver 
el ejercicio 550). 

a) Demostrar que existe una matriz unitaria U y una matriz hermitiana H positiva 
con determinante no nulo tales que A = UH (se introducirá la matriz hermitiana 
positiva B tal que A*A = B?, ver ejercicio precedente). 


2 i 
b) Calcular U y H para A= haa pap 


(Comparar este ejercicio con el ejercicio 463, capítulo 14.) 


Se dice que un operador u de un espacio hermitiano E de dimensión finita sobre C 
es normal si uou* =u*ou. 

a) Demostrar que u es normal si y solamente si u— ae es normal («€ C, e iden- 
tidad de E). 

b) Demostrar que Ker u = Ker u* si u es normal. 

e) Demostrar que si A es valor propio de u normal, Á es valor propio de u*. 

d) Demostrar que los subespacios propios V(A) y VOA/)A 2) de u normal son or- 
togonales. 

e) Demostrar que todo subespacio propio de u normal sea V(A) es estable por u* 
y que el ortogonal de V(A) en el espacio hermitiano E es estable por u y u*. 

f) Deducir de los resultados anteriores que para todo operador normal de E existe 
una base ortogonal de vectores propios. (Observar que este resultado se aplica a los 
operadores hermitianos como lo hemos demostrado en el $ 240, e) y también a 
los operadores unitarios.) 


Se dice que una matriz compleja A es normal si A*A = AA*. Sean dos matrices 
complejas A y B normales tales que AB = BA, demostrar que existe una matriz uni- 
taria U tal que U-IAU y U-IBU sean diagonales (utilizar cap. 14, ej. 479 y el ejer- 
cicio precedente). 


Sea H una matriz hermitiana compleja de orden n. 
a) Demostrar que H— il, es inversible y que 


(1) U = (H + 1l,) (H—il,)-1 
es unitario, Calcular los valores propios de U en función de los valores propios de H. 


Comprobar que son de módulo 1, pero que la matriz unitaria U dada por (1) está 
desprovista del valor propio 1. 
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b) Siendo U una matriz unitaria desprovista del valor propio 1 demostrar que 
(2) H = ¡(U + 1,) (U—I1,)-1 


es hermitiana. 


Las fórmulas (1) y (2) de CaxLeY demuestran la relación que existe entre matrices 
unitarias y matrices hermitianas. 


Se dice que una matriz A de M,(C) es antihermitiana si A* =—A. 
a) Demostrar que Á es antihermitiana si y sólo si ¡A cs hermitiana. 
b) Demostrar que toda matriz M de M,(C) se escribe de una manera única de la 
forma 
M=H+A 
o bien en la forma 
M=H+iH” 
siendo A antihermitiana y H y H” hermitianas. 
e) Demostrar que E es normal (V. ej. 555) si y sólo si las matrices H y H” permutan. 


a) Demostrar que todas las matrices del grupo SU(2, C) son de la forma 


a9(_ 55) 


donde a y b son dos números complejos ligados por la relación aa + bb = 1. 
b) Deducir de la pregunta a), que se puede escribir igualmente 


ME ela cos p elf sen 
—e-ib sen p e-iz cos p 


en función de tres parámetros reales q, B, q. 


c) Demostrar que los valores propios de A son e, e-if con cos Ó = cos a cos q. 
Determinar los vectores propios. 


Se consideran los grupos GL(n, C), GLS(n, C), U(n, C), SU(n, C), GLín, R), 
GLS(n, R), O(n, R), SO(n, R), S,, (grupo simétrico), Al, (grupo alternado). Colocar 
estos diferentes grupos en un diagrama en el que el diagrama elemental G>H 
indique que H es un subgrupo de G. (GLS(n, K) designa el subgrupo de GL(n, K) 
descrito por los operadores de determinante + 1.) 
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